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Okul hayatinda 6grencilere matematikte sayilarla ve kiimelerle ilgili bir siirii bilginin ezberletildigini
biliyoruz. Liseden heniiz mezun olup iiniversitede matematik dersi alan 6grenciler (6zellikle sayisal temel-
den gelmeyenler), ezberletilen bilgilerin ve formdiillerin altinda yatan gerekgelerini dogal olarak bilmeden
geliyorlar. Ogretildigi ama anlamadiklari i¢in degil, zaten 6gretilmedigi i¢in. Ornegin, ortaokullarda ya
da liselerde, “Bos kiime her kiimenin altkiimesidir” diye bir sey ezberletilir ama bunun neden gercekten
Oyle oldugu hakkinda mantikli ya da anlaml bir agiklama yapilmaz. Bu gibi benzer iddialar veya temel
tanimlar i¢in agiklama yapilmasi istendiginde “Isimize 6yle geliyor o yiizden” demek de ¢ok tatmin edici
gelmiyor bana. Ben bunun yerine “Oyle olmasaydi ne olurdu?” sorusunu sorduktan sonra bir sagmalik/an-
lamsizlik bulup, “Demek ki dyle olmali” demenin daha ikna edici olduguna inaniyorum. Sik kullanilan
matematiksel gerceklerin sebeplerini bilmek, bir kisinin matematik altyapisini mutlaka giiclendirir. Bu
yazida, hakkinda sikg¢a sorulan bazi matematiksel gerceklerin nedenlerini olabildigince anlamlandirarak
yazmaya caligacagim.

B Bos Kime Neden Her Kiimenin Altkiimesidir?

Bos kiimenin @ ile gosterildigini biliyoruz. “Bos kiime her kiimenin altkiimesidir” demek, “Eger A herhangi
bir kiimeyse, # C A” oldugunu sdylemekle ayni seydir. A herhangi bir kiime olsun; # C A ifadesinin
dogru olmasi demek, “Eger x dgesi bos kiimenin i¢indeyse, x 6gesi A’nin da icindedir” demektir. Tirnak
icindeki 6nerme, p — g biciminde bir kosullu 6nermedir. Onermenin p yani dnciil kism1 “x € @” ifadesine
karsilik gelir, g yani ardil kismi da “x € A” ifadesine karsilik gelir. Demek ki § C A ifadesinin dogru olmasi,
belirtilen p — g bicimindeki onermenin dogru olmasiyla ayni seydir. Peki buradaki p — q onermesi dogru
mu? Evet! Ciinkii p 6nermesi yanlig! Hicbir zaman x € @ dogru olmaz. Onermeler mantigindan biliyoruz
ki p — q onermesinin dogruluk tablosu geregi, eger p yanlissa, g ne olursa olsun, p — q dogru olur. Demek
ki # C A ifadesinin esdegeri olan “Her x igin, x eger bos kiimenin i¢indeyse, x A'nin icindedir” 6nermesi
dogrudur. Ciinkii hicbir x icin, x bos kiimenin bir elemani degildir, bog kiimenin hi¢ elemani yoktur. Bos
kiimenin icinde bir eleman olup bu eleman A kiimesinde olmasaydi o zaman yanlig olurdu. Ama bos
kiimenin i¢inde bir eleman yok. Demek ki 6nerme yanlis degil. Yanlis degil demek dogru demektir. Yani
@ C A ifadesi de boylece dogrudur.

B 1 ve 0,9 Sayilari Birbirine Neden Esittir?

1'den kiiciik en biiyiik reel say1 0, 9 (yani 0,999 ...) degil midir? Reel sayilarla ilgili mevcut tanimlarimiza,
varsayimlarimiza ve ilkelerimize gore 1 ve O, 9 aymi sayilardir. Ayni olmadigini kabul etmek zaten Arsimet
ozelligine aykiridir. Arsimet ozelligi, verilen herhangi iki pozitif x ve y sayisi icin, xn > y 6zelligini saglayan
bir n dogal sayisinin var oldugunu soyler. Eger bu iki say1 ayni olmasaydi, 1 — 0, 9 isleminin sonucunun
sonsuz kiiciik say1 olmasi beklenirdi. Yani 0, 9 sayis1, 1’in altindaki en biiyiik Oge olurdu. 1ile 0, 9 arasinda
bagska bir say1 var olamazdi. Ancak bu sezgilerimize de ters diisiiyor. 0, 9 say1s1 I’in altindaki en biiyiik say1
olsaydi reel sayilarda bir bosluk s6z konusu olurdu. Sonsuz kiiciik say: diye bir sey yoktur. Arsimet ilkesi,
sonsuz kiiciik sayinin varligini yasaklamistir.

Bu sezgisel aciklama tatmin etmediyse 1’in 0,9 sayisina esit oldugunun cesitli kanitlarina bakilabilir.
Bircok kaniti olmakla beraber, bunlardan biri limit tanimiyla sdyle yapilir:
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n
= 9
0,9 = lim 0,999... = lim >, — = lim (1—
n—=00 Ne—m—r n—oo
n tane

Yine tatmin etmediyse basit cebirsel bir kanit da soyle verilebilir:
x =0,999... olsun.

10x = 9,999...
10x =940,999...
10x =9+ x

9x =9

x =1

B Neden 0! =1 dir?

Cebirde faktoriyelin dogal sayilar igin tanimli bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Analiz dedigimiz alanda reel
sayilarin da “faktoriyeli” cesitli yontemlerle tanimlanabiliyor ancak biz dogal sayilar iizerinde tanimlanan
faktoriyeli goz onilinde bulunduralim. Faktoriyelin 6zyinelemeli tanimina bakalim. Asagida soru isaretli
yere ne gelmesi gerektigini bir 6rnek iizerinden giderek anlayacagiz.

nl=nxm-1)

ol =7
Ornegin, 5i bu tanima gore hesaplayalim.
5!=5x4!
=>4l =4x3!
= 31=3x%2!
= 2l=2x1!
= 11=1x0!

Simdi, bir sayinin faktoriyelinin sifir olmamasi icin hemen yukarida son satirdaki ifadenin, yani 1’in
sonucunun sifir olmamast gerekir. Demek ki 0! = 0 olarak tanimlarsak, her sayinin faktoriyeli sifir olur!
Bu da anlamsiz olur. En iyisi 1!’i tanimlarken, esitligin saginda 1’i carpmanin birim elemaniyla, yani 1 ile
carpmak. Bu ylizden 0! = 1 olarak tanimlamak, 1! = 1 x 1 esitligini verir ve diger tiim sayilarin faktoriyeli
bize pozitif bir deger verecegi icin 0! = 1 tanimi anlamli olur. Yani, 0! = 0 olarak tanimlansaydi her sayinin
faktoriyeli sifir olurdu ve bu da oldukca anlamsiz olurdu.

B O Neden Bir Dogal Sayidir?

Matematik tanimlarla ve varsayimlarla baglar. Aritmetik kuramimizin varsayimlar1 Peano aksiyomlar: diye
bilinen varsayimlarla tanimlanmistir. Peano aksiyomlarindan burada bahsetmeyecegiz. Bu aksiyomlar
esasen dogal sayilar yapisinin 6zelliklerine sahip tiim yapilarin ortak 6zelliklerini belirten varsayimlardir.
Peano aksiyomlarina gore, ’0’ semboliiyle gosterilen say1 bir dogal sayidir. Amasiz fakatsiz bunu kabul ederiz.
Yani matematikte “0 bir dogal sayidir” dnermesi aksiyom geregi dogrudur. Dogal sayilar 1’den baslasaydi
ne olurdu? Aslinda bu ¢ok biiyiik problemlere neden olmazdi. Bazi teknik tanimlarin ufak tefek degismesi
gerekirdi. Ama ortada bir yerdeki sayiy1 (6rnegin 2, 5, 29, 750 gibi) dogal say1 olarak kabul etmeseydik iste
o zaman biiyiik sorunlar ortaya cikardi. Clinkii 0’1 gbzard1 ederek dogal say1 yapisini yine koruyabiliriz.
Yeter ki ortaya ¢ikan sey Peano aksiyomlarini saglasin. Peano aksiyomlarini saglayan matematiksel yapilara
zaten dogal sayt yapist diyoruz. Hepsinin ortak 6zelligi, hicbir 6genin ardili olmayan en kiiciik bir 6genin
var olmasi. Diyelim ki 0’1 dogal say1 olarak kabul etmedik. Sorun degil; 1’den baslariz ve 0’1n dogal say1
yapist icindeki “en kiiciik 6ge” olma roliinii 1’e vermis oluruz. 0,1,2,3,...yerine 1,2,3,4,...diye devam eden
bir yap1 elde ederiz. Ne de olsa yine her say1 ardillik iligkisi icinde ardisik olarak tanimli. Yine herhangi
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ardisik iki dogal sayinin arasinda bagka bir dogal say1 yok. Yine en biiyiik dogal say1 diye bir sey yok.

Beyin jimnastigi yaptiracak bir sey sdyleyeyim. Aslinda Peano aksiyomlarini saglayan yapinin dgelerinin
birer ’say1’ olmasina da gerek yok. 0'1n roliinii hi¢ cubuk, 1’in roliinii bir cubuk, 2’nin roliinii iki cubuk, 3’tin
roliinii i¢ cubuk vs. alabilir. Bir cubugun ardilini, o cubugun yanina bagka bir cubuk bitistirmek olarak
kabul edelim. Alin size dogal sayilar yapisi!

0 bir dogal sayidir, aksiyom geregi boyle. Ancak gordiigiimiiz gibi, aksini diistinmek dogal sayilar
yapisini bozan bir sey degildir. 0’1n kendisi olmasa da olur. Yeter ki yap1 i¢cinde 0’1n roliinii iistlenecek bir
Oge olsun. Diyebiliriz ki 0’1 kabul etmek zorunluluk degildir ama 0’1n roliinii alacak bir 6genin var olmasi
bir zorunluluktur.

B “Tanimsiz” ile “Belirsiz” Arasindaki Fark Nedir?

Matematigin tanimlarla ve aksiyomlarla basladigini sdylemistik. Bazen bir sey tanimlamak, mevcut ku-
ramimizda celiskilere neden olabilir. Ornegin, R (yani reel sayilar) iizerinde tanimli olan f(x) = 1/x
fonksiyonunun tanim kiimesi aslinda R \ {0} kiimesidir. Yani f(0) tanimsizdir, ¢linkii 1/0 tanimsiz bir
ifadedir. Verilen bir n sayisi icin n/0 tanimli olsaydi ne olurdu? Bir defa bu sagmaliklara sebep olurdu.
Diyelim ki a = b = 1 olsun. Simdi a = b esitliginin her iki tarafini a ile carpalim ve a® = ab elde edelim.
Her iki taraftan ab cikaralim ve a — ab = 0 elde edelim. Bu da a(a — b) = 0 ifadesine esittir. Simdi esitligin
her iki tarafin1 (a — b) ifadesine bélersek a = 0 olarak buluruz. Ama basta a = 1 olarak kabul etmistik.
Sa¢cmalik elde ettik. n/0 ifadesi aritmetikte ya da cebirde anlamli bir sekilde tanimlanamaz. Sifira bélmeyi
gecerli kabul edersek iste boyle celiskiler bulabiliriz. Analizde ise n/0 ifadesi co olarak tanimlidir, ancak
orada fonksiyonlarin limitteki davranigini dikkate aliriz.

Peki, x2 + 1 = 0 denkleminin reel sayilarda ¢6ziimiiniin olmadigim biliyoruz. Ancak sonradan i = \/—_1
diye bir say1 tanimlamisiz. Aynen bunun gibi n/0 ifadesinin sonucunu yapay bir sekilde tanimlayamaz
miy1z? Tanimlayabiliriz elbette. Simdi ben yeni bir “say1” tanimliyorum ve adina # diyorum. Bu bildigimiz
anlamda bir say1 degil, bir deger de degil, bir sabit olsun belki. Artik n/0 taniml bir ifade. Tamam ama
ne isime yaradi bu? Iste, matematikte istediginiz seyi (mevcut kuramlarinizla tutarli olmak kaydiyla) ta-
nimlayip kendi matematiginizi yapabilirsiniz. Ancak bunu diinya kabul edecek diye bir sey yok. Tanimsiz
ifadeleri geleneksel anlamda tanimlamaya calistigimizda yukarida yaptigimiz kanit gibi ortaya anlamsizlik-
lar cikarabiliriz. Bir seyin tanimsiz olmasi demek, “anlamli” bir aciklamasi yapilamaz demektir. Elbette
kafamizdan bir sembol uydurup, buna 6rnegin # ismi verip, bunu n/0’nin tanimi olarak kabul edebiliriz.
Ancak bu hicbir isimize yaramaz, en azindan su anda.

Belirsizlik ise biraz daha farkli bir kavram. Bir ifadenin tek degil, bircok (cogunlukla sonsuz sayida)
anlamli tanimi varsa ya da bircok ¢dziimii varsa buna belirsizlik diyebiliriz. Ornegin, co — oo ifadesinin
tek bir anlamli sonucu yoktur. Olamayacagini burada sadece sezgisel olarak anlatmaya caligacagim. Bu
fark isleminin sonucu neden 1 olmasin? Ya da neden 2, 3, 4 vs. olmasin? Kiimelerle anlamaya caligalim.
A =1{0,1,2,3,4,..} ve B = {1,2,3,4,...} olsun. Buna gore A \ B = {0} olur ki bu da tek elemanldir.
Ancak B = {2,3,4,5,..} olsayd1 A \ B = {0, 1} olurdu ki bu da bize 2 elemanl bir kiime verirdi. Simdi
A =1{0,1,2,3,4,..} ve B = {0,2,4,6,8, ...} olsun. Bu durumda A \ B = {1,3,5,7,9,...} olur ki bu da
sonsuz elemanl bir kiime verir. Demek ki kiimelere uygulandiginda co — oo ifadesinin tek bir sonucu
tanimlanamiyor. Analizde de durum farksiz degildir.

m 0° Neye Esittir?

Negatif olmayan herhangi bir a sayis1 icin a® ifadesinin cebirsel olarak ne tiir anlamlara karsilik geldigine
bakalim. a° ifadesi a sayisinin 0 kez carpimidir; yani hicbir sey carpmamaktir. Carpmanin birim elemani
1 oldugu igin, cebirde 0° = 1 tanimi yapilmistir. Kiime kuramsal olarak da a° ifadesini yorumlamak
miimkiindiir; soyle ki a® ifadesi, 0 elemanl bir kiimeden a elemanli bir kiimeye olan fonksiyonlarin
sayisidir. Boyle sadece bir tane fonksiyon vardir, o da bos fonksiyon denilen fonksiyondur.

Ote yandan analizde 0° ifadesi belirsiz forma sahiptir. Yani, f(x) ve g(x) birer fonksiyon olsun ve
lim,_,, f(x) = 0, lim,_,, g(x) = 0 olsun. Bu durumda lim,_,, f(x)8* ifadesinin sonucunu her zaman
tek bi¢cimde belirleyemeyiz. Ornegin, lim,_, o+ x° = 1 iken, lim,_,q+ 0* = 0 oluyor. Bu yiizden 0° ifadesini
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matematigin bazi alanlarinda 1 olarak tanimlamak anlamliyken, analiz gibi diger alanlarda anlaml bir
tanimlama yapmak miimkiin olmayabiliyor.

B Tam Sayilarin Toplami Sifir Midir?

Pozitif ve negatif sayilar birbirini gotiirdiigii icin biitiin tam sayilarin toplaminin sifir oldugunu zannedebi-
lirsiniz. Ancak sonsuz toplamda isler sanildig: gibi olmuyor. Elbette

O+1+(-1D+2+(-2)+3+(-3)+

gibi bir parantezleme yapilirsa pozitif sayilar ve negatif sayilar birbirini gotiiriir ve sonug sifir olur diye
diisiiniirsiiniiz. Ancak
O+D)+(-14+2)+(—2+3)+(-3+4)+---

seklinde bir parantezleme yapilirsa bu toplam sonsuza yaklasir. iddia ediyorum ki bagka tiirlii parantezleme
yapildiginda toplam, eksi sonsuza yaklagir. Isin 6zii, sonsuz toplam sonlu toplam sezgisiyle tanimlanabilecek
bir islem degildir. Sonlu seyler arasindaki ozellikleri, onlarla ilgili kullandifimiz sezgileri sonsuz biiyiikliik-
teki seylere her zaman uyarlayamayacagimizi gosteren bir bagka 6érnek vermek istiyorum. Matematikteki
agac yapilarini ele alalim.

Bu yapinin sonsuza kadar yukari dogru devam ettigini diistinelim. En alttaki baslangi¢c noktasinin hizasi
0. kademe olsun. 1’inci kademede 2 nokta, 2’nci kademede 4 nokta, 3’lincii kademede 8 nokta var vs.
Genellersek, n’inci kademede 2" nokta var. Hatta, n’inci kademeye kadarki dallarin sayisi, n’inci kademedeki
noktalarin sayisindan daha fazla. Ornegin, 2'nci kademede 4 nokta varken bu kademenin altinda toplamda
6 dal var. Matematiksel tiimevarimla her sonlu 7 i¢in bunun dogru oldugunu kanitlayabiliriz. Ancak n
sonsuza yaklastiginda ayni sonucu sdylemek miimkiin degil. Sonlu durumlar icin olan bazi matematiksel
gerceklerin altindaki sezgilerimizi, sonsuzdaki ya da sonsuza yaklasirken olan durumlara uygulamak bizi
hataya sevk edebiliyor.

B 1% Neden Belirsizdir?

Herhangi bir n dogal sayisi i¢in 1" = 1 oldugunu biliyoruz. Ancak analizde, lim f(x) = 1 ve lim g(x) = oo
ise, lim f(x)8®) degeri belirsizdir. Bunun sebebi, bu limit degerinin, taban :;I:n f(x)in 1’e I);:ll(adar hizli
yakl);g‘flglna ve {is olan g(x)’in sonsuza ne kadar hizli biiylidiigiine baglh olmasidir. 1 ifadesinin belirsiz
oldugunu anlamak i¢in 6nce su 6érnege bakalim: ¢ € R olsun. Buna gore xlinol(ex )i degeri ne olmalidir?

Taban 1’e yaklasirken iis (pozitif veya negatif olmasina bagli olarak) +oco’a yaklasir. 1*° formuna sahip bu
limiti hesaplamak neyse ki zor degil. Us 6zelliklerini kullanarak
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c c
. - . X-= .
lim (e¥)x = lim e” x = lim e° = .
x—0t x—0t x—0t

Herhangi bir ¢ € R icin bu limitin degeri degisiyor. Elbette taban 1 ile sabit oldugu zaman lim,_,, 1® =1

olur. Ancak buradaki mesele, yukarida soz ettigimiz gibi, f(x) fonksiyonunun 1’e soldan veya sagdan
durumlarda g(x) iis fonksiyonunun limit degerini farkl sekilde belirlemesidir. Ornegin, lim 0,999 = 0

X—>00
iken, lim 1,001 = oo olur. Taban 1’e yaklasirken iis sonsuza yaklastiginda bu uyumsuzluktan dolay1 1%
X—>0

formu belirsizdir.



