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Ingiliz Matematikgi Sir Michael Francis Atiyah’in (1929-2019) sozleriyle,
“Kanit, matematigi bir arada tutan yapigtiricidir.”

Bu ifadeyle Atiyah, etkileyici bir metafor yapmanin 6tesinde, matematigin en 6nemli yapitasinin kanit oldu-
guna isaret ediyordu. Elbette bu demek degil ki matematik yalnizca kanittan ibarettir ya da bir matematikci
gliniiniin her saatini 6nerme kanitlayarak gecirir. Neticede matematik, teknik hesaplamalar yapmaktan
karsit 6rnekler olusturmaya, algoritmalar bulmaktan 6zel durumlar incelemeye ya da modellemeler yap-
maya kadar cok cesitli ugraslar da barindiran bir disiplindir. Yine de matematigi diger disiplinlerden ayiran
temel unsur, kanita ve mantiksal gerekcelendirmeye siki sikiya bagli olmasidir.

Kanit, yalnizca bir sonucun dogrulugunu garanti altina almak icin degil, ayn1 zamanda diisiince sii-
recindeki mantiksal yolculugu aktarmak i¢in de kullanilir. Bu sebeple matematik ve mantigi birbirinden
tamamen ayirmak imkansizdir. Bu iliskiyi belki de en iyi aciklayan, Filozof ve Matematikci Bertrand Russell
(1872-1970)'1n su sozleridir:

“Tarihsel olarak bakildiginda, matematik ve mantik tamamen farkli alanlar olarak goriilmiistiir.
Matematik, bilimle iliskilendirilirken; mantik, Antik Yunan’la bagdastirilmigtir. Ancak her iki
alan da modern zamanlarda onemli bir gelisim gostermistir: mantik daha matematiksel bir nitelik
kazannus, matematik ise daha mantiga dayali hile gelmistir. Sonug olarak artik bu ikisi arasinda
kesin bir cizgi cekmek tamamen imkansiz olmustur; gercekte, ikisi bir ve aynidir. Aralarindaki
fark, cocuk ile yetiskin arasindaki fark gibidir: mantik, matematigin gencligidir; matematik ise
mantigin olgunluk cagidir.”

Bu yazinin icinde birkac dnermenin bazi iyi bilinen kanitlarindan bahsedecegiz. Ele alacagimiz 6nerme-
lerin kanitlar1 basit ve kolay anlasilir olacaklar. Ancak bazi kanitlar cok daha karmasik olup sayfalarca hatta
ciltlerce siiren mantiksal ilerlemeler gerektirebilir. Dolayisiyla matematikte bir onermeyi kanitlamak icin,
uzun ve soyut bir diisiinme siirecine, sabirl bir akil ylirilitmeye ve kimi zaman detaylar icinde kaybolmadan
ilerleyebilecek zihinsel bir dayanikliliga hazir olmak gereklidir, ama tabii ki yeterli degildir. Nitekim bu
zihinsel cabanin zorlugunu Charles Darwin su sekilde ifade eder: “Soyut bir diisiince zincirini uzun siire
takip etme giiclim sinirli; bu yiizden metafizik ya da matematikte asla basarili olamazdim.”

O halde esas sorumuza gelmis bulunmaktayiz: Matematiksel kanit tam olarak nedir?

Russell herhangi bir 6nermeyi kanitlamaya yeltenen bir matematik¢inin asla muhakeme siirecinin
tamamini kagida dokemeyecegini, bunun yerine uygun sekilde egitilmis bir zihni ikna etmeye yetecek
kadar bir kanit ozeti ile yetinilmesi gerektigini sdylemistir. Clinkii her 6nerme, daha 6nceki tanim ve
Onermelere dayanir. Onlar da bagka tanim ve 6nermelere... Bir kanitin, dayandigi tiim tanim ve kabulleri
bastan sona eksiksiz bicimde icermesini sart kosmak, hem pratikte miimkiin degildir hem de gereksiz
bir caba olur. Kendi 6nerilerini pek de ciddiye almadig1 apacik olan Russell, Alfred North Whitehead ile
birlikte yazdig1 Principia Mathematica kitabinda, matematigin tiimiinii en kiiciik ayrintilan bile gdz ardi
etmeden temel mantiksal ilkelere indirgemeye calismistir. Oyle ki 1 + 1 = 2 ifadesini mantiksal ilkelerle
elde etmeleri yiizlerce sayfa siirmiistiir.
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Dolayistyla biz bu yazida Russell’in ilk 6nerisini dikkate alarak aklimiza mukayet olmaya calisacagiz.
Bu baglamda bir kaniti, bir onermenin dogruluguna itiraz edilemeyecek sekilde ikna eden, mantik kurallar
cercevesinde insa edilmis tutarl bir akil yiiriitme olarak tanimlayabiliriz.!

Alternatif olarak matematiksel bir kanitin ne olmadigini da tartisabiliriz. Kanit, sezgiye ya da sagduyuya
yapilan basvurularla kurulmaz. “Bana mantikli geliyor” ya da “herkes boyle diisiiniiyor” gibi ifadeler
matematiksel gecerlilik tasimaz. Ayni sekilde, bir 6gretmenin ya da otoritenin sozii de tek basina bir kanit
sayllmaz. Kanit, yalnizca kurallar1 agik ve tutarli bicimde tanimlanmig mantiksal bir sistem icinde gecerlidir.

Sonug olarak, kanit matematiksel diistincenin omurgasidir. Ogrenciler igin bu, sadece kurallari uygula-
mak degil, bu kurallar1 neden uyguladigimizi sorgulamak anlamina gelir. Bir problemi ¢zmekle yetinmek
degil, o ¢oziimiin neden ve nasil ¢alistifin1 gormek demektir. Matematiksel kanit, sadece bilgi degil; diisiince
iiretmenin, paylagsmanin ve elestirmenin en rafine yollarindan biridir. Ve bu yoniiyle matematik, yalnizca
bir bilim degil, ayn1 zamanda bir diisiinme bigimidir.

Simdi yukarida tartigtiklarimizi somut hale getirecek ve drneklerle destekleyecegiz. Ayrica bazi temel
kanit tekniklerinden bahsedecegiz.

1. Belli durumlar i¢in saglanmasi yeterli degil.

Bir 6nermenin dogrulugunu gostermek iizere cikilan yolda en sik yapilan hatalardan biri, 6nermenin birkac
0zel durumda saglandigini goriip bunu genel gecer bir dogru olarak kabul etmektir. Oysa matematikgiler
icin bu tiir 6rnekler, ancak nihai kaniti insa etmede yol gosterici olabilir; kendileri bagh bagina bir kanit
sayllmaz. Bir 6rnek ele alalim:

iddia 1.
n, 1'den biiyiik bir tam say: olsun. Eger n asal say1 ise 2" — 1 de asal sayidir.

Bu iddianin dogrulugu icin ne dersiniz? Bunu gérmek icin bariz ve olduk¢a mantikli olan bir yontem birkac
asal say1 icin yukaridaki onermenin dogru olup olmadigini incelemektir.

« n =2 asal sayisiicin 2" — 1 = 3 olup 3 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n = 3 asal sayisii¢in 2" — 1 = 7 olup 7 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n =5 asal sayisiicin 2" — 1 = 31 olup 31 asal say1 oldugundan 6nerme gerceklenir.

« n =7 asal sayisii¢in 2" — 1 = 127 olup 127 asal say1 oldugundan nerme gerceklenir.

Buraya kadar isler cok yolunda gidiyor. Dolayisiyla bir¢ogunuz 6nermenin dogru oldugunu diisiinmeye bas-
lamus bile olabilirsiniz. Simdi n = 11 asal sayisini ele alalim. Bu durumda 2! —1 = 2047 olup 2047 = 23-89
yazilabildiginden, n asal olmasina ragmen 2" —1 asal olmaz. Dolayisiyla birka¢ durum icin saglanan bu 6ner-
meyi her n asal sayisi icin dogru kabul edemeyiz. Yine de yalnizca 5. denemede dnermenin saglanmadigini
gormiis olduk ve daha fazla deneme yapmamiza gerek kalmadi.

Simdi bagka bir 6rnek ele alalim:

iddia 2.

n negatif olmayan bir tam sayi olsun. Bu durumda n* + n + 41 bir asal sayidur.

Bir onceki iddiay1 incelerken yaptigimiz gibi bir noktadan baslayarak denemeler yapalim. n bir negatif
olmayan tam say1 oldugundan 0’dan baslamak uygun olacaktir.

« n = 0icin 0? + 0 4+ 41 = 41 olup 41 bir asal sayidir.
« n=1icin 1% + 1 + 41 = 43 olup 43 bir asal sayidur.
« n =2icin 22 4+ 2 4+ 41 = 47 olup 47 bir asal sayidir.
« n=3icin 3% + 3 + 41 = 53 olup 53 bir asal sayidur.

Tabii bu tanim bagka baska sorular dogurmaktadir. Ancak bunlarin detayina girmeyecegiz.
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« n=4icin 4% + 4 + 41 = 61 olup 61 bir asal sayidir.
« n =5i¢in 52 + 5 + 41 = 71 olup 71 bir asal sayidir.
« n=6icin 6% + 6 + 41 = 83 olup 83 bir asal sayidur.

n = 39 i¢in 392 + 39 + 41 = 1601 olup 1601 bir asal sayidir.

Dolayisiyla 0 ile 39 arasindaki tiim tam sayilar icin 6nerme gerceklenmektedir. Yine de bu, 6nermenin
dogru oldugu anlamina gelmez! Zira n = 40 icin 40 + 40 + 41 = 1681 = 41 - 41 olup asal degildir. Bir
onceki 6rnegin aksine burada 6nermenin dogru olmadig1 sonucuna ulagsmak icin 41 deneme yapmamiz
gerekti. Peki bu denemeyi nereye kadar yapabiliriz?

2. Yalnizca bir aksine 6rnek yeterlidir.

Bir 6nceki boliimde Iddia 1’de verilen 6nermeyi ve iddia 2'de verilen 6nermeyi saglamayan en az birer 6rnek
oldugunu gormiis olduk. Buna matematikte aksine 6rnek (ya da karsi 6rnek, ters 6rnek; ing. counterexample)
adi verilir. O halde, bir nermeyi kanitlamak icin istisnasiz her durumu kapsayacak bir gerekce ortaya
koymak gerekirken, 6nermenin yanlighgini gostermek igin yalnizca bir aksine ornek yeterlidir. Iddia 1°de
n = 11 aksine 6rnek iken, Iddia 2’de n = 40 aksine 6rnektir. Tabii ki baska aksine drnekler vermek
miimkiindiir.

Dolayisiyla bir onermenin dogrulugunu kanitlamak sayfalarca siirebilirken, tek satirlik bir aksine 6rnek
onermenin yanlis oldugunu gostermeye yeterlidir. Ancak aksine érnek bulmak her zaman goriildiigii kadar
kolay olmayabilir. Bu durumu bir 6rnekle gorelim.

Euler? su varsayimda bulunmustur: En az {i¢ pozitif tam sayinin kiipleri toplanarak baska bir pozitif tam
sayimin kiibii elde edilebilir. Ornegin 3% +43 + 5% = 27+ 63+ 125 = 216 olup 216 = 6> yazilabilir. Dolayisiyla
bu drnekte ii¢ tane pozitif tam sayinin kiibii toplanarak bagka bir pozitif tam sayinin kiibii elde edilmis oldu.
Daha sonra Euler, iki tane pozitif tam sayinin kiibii toplanarak bir tam kiip elde edilemeyecegini kanitladi®.

Bu durumu bir iist kuvvete tasirsak; dordiincii kuvvetlerinin toplami bir bagka tam sayinin dérdiincii
kuvvetini verecek sekilde dort tane tam say1 bulabiliriz. Ornegin 30* + 120* +272% + 315% = 353* yazilabilir.
Euler, iic tane tam sayinin dordiincii kuvveti toplanarak bagka bir tam saymin dordiincii kuvveti elde
edilemeyecegini iddia etti. Hatta varsayimini su sekilde genelledi: n > 2 olmak {izere, en az n tane pozitif
tam sayinin n-inci kuvvetleri toplanarak baska bir pozitif tam sayinin n-inci kuvveti elde edilebilir. Bir
bagka deyisle bir pozitif tam sayinin n-inci kuvveti n’den daha az pozitif tam sayinin n-inci kuvvetlerinin
toplami olarak yazilamaz.

Euler’in bu iddias1 200 yi1l boyunca ne kanitlanabildi ne de ¢iiriitiilebildi. Ta ki 1966 y1linda iki matema-
tikgi 27° + 84° + 110° + 133° = 144° oldugunu gosterene kadar. Bu 6rnekle birlikte bir pozitif tam sayinin
5. kuvvetinin dért tane pozitif tam sayinin 5. kuvvetlerinin toplami olarak yazilabildigi gosterilmis oldu.
Dolayisiyla Euler’in iddiasinin n = 5 icin yanlig oldugu aksine 6rnek ile kanitlandi. Daha sonra bilgisayar
giiciiyle birlikte daha ilging bir 6rnek olarak 95800* + 217519* + 414560* = 422481* oldugu gosterildi.
Dolayistyla bir pozitif tam sayinin 4. kuvvetinin ii¢ tane pozitif tam sayinin 4. kuvvetlerinin toplami olarak
yazilabildigi gosterilmis oldu, ki bu Euler’in iddiasinin n = 4 icin de yanlis oldugu anlamina gelmekteydi.

Kissadan hisse: Bazen 6nerme ciiriitmek, kanitlamaktan daha zordur!

3. Nasil baslayacagini bilmek...

Buraya kadar bir dnermenin nasil kanitlanamayacagini ve nasil cliriitiilebilecegini gordiik. Simdi ise bir
onermenin nasil kanitlanabilecegi hakkinda konusacagiz.

Daha 6nce de sdyledigimiz gibi, matematiksel bir kanit yalnizca bir sonucun dogru oldugunu sdylemek
degildir; o sonucun neden dogru oldugunu, nasil dogru oldugunu mantikli, adim adim bir akil yiiriitmeyle
gostermektir. Matematikte bircok kanit teknigi mevcuttur. Ancak bu tekniklerin hepsini bilmek, karsi-
lastiginiz her 6nermeyi kolayca kanitlayabileceginiz anlamina gelmez. Matematigi bu kadar ilgi cekici

2Leonhard Euler (1707-1783), modern matematigin bir¢ok alaninin temellerini atan, iiretkenligi ve derinligiyle taninan Isvigreli
bir matematikg¢idir.
3Bu Fermat'in son teoreminin bir 6zel halidir.
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kilan seylerden biri de budur. Bu nedenle, bu yazida size kanit yapmaya dair eksiksiz bir recete sunmay1
vaat etmedigimi belirtmek isterim! Yine de matematiksel kanit siirecinde isleri kolaylastirabilecek bazi
yontemlerden ve temel fikirlerden yazinin ilerleyen béliimlerinde sz edecegim. Bu yontemlerin hangisi-
nin elinizdeki 6nermeyi kanitlamak i¢in uygun oldugunu anlamak zamanla geligsen bir beceridir. Biraz
aliskanlik, biraz sabir ve bolca deneme yanilma gerektirir. Ve tiim bunlara ragmen, bazen hangi yontemle
ilerleyeceginiz hemen belli olmayabilir. Cinli filozof Lao Tzu'nun sozleriyle

“Binlerce kilometrelik bir yolculuk bile tek bir adimla baslar.”

Bir kaniti binlerce kilometrelik bir yolculuk olarak diisiiniirsek, bu yolu tamamlamak icin ilk adimi dogru
atmak oldukc¢a 6nemlidir. Ancak neyse ki matematik bize kanitin herhangi bir aninda en basa donme,
farkli yaklasimlar deneme, hatta tamamen geri cekilip bagka bir yoldan ilerleme imkani sunar.

Asagida, kanit yaparken size yardimei olabilecek bazi temel oneriler verecegim. Bu adimlar her zaman
sirali bicimde uygulanmak zorunda degil; ama genellikle bir 6nermeyle bas basa kaldiginizda ise yarayan
yontemlerdir. Yine de bu Onerilerin her zaman yeterli olmayacagini bilmekte fayda var!

« Onerme acik degilse, sadelestirin.
Eger onerme size karmasik geliyorsa ya da kullanilan terimlere tam olarak hakim degilseniz, onu
kendi anlayacaginiz sekilde yeniden ifade edin. Gerekirse matematiksel dili gecici olarak birakip,
giinliik bir dille “ne demek isteniyor?” sorusunu kendinize sorun. Ornegin, tiirevle ilgili “tiirev opera-
torii lineerdir” ifadesi kulaga teknik gelebilir; ancak bunu “tiirevlerin toplami, toplamin tiirevidir”
biciminde sadelestirmek faydali olabilir.

« Hangivarsayimlarin verildigini, hipotezin ne oldugunu, bir baska deyisle kanitlanmast istenen seyin
hangi kosullar altinda verildigini belirleyin.
Bircok kanit girisimi, yalnizca tanimlar iizerinden ya da hicbir varsayim kullanilmadan yapilmaya
calisilir ve bu cogu zaman basarisiz olur. Size bir 6nciil verildiyse, 6rnegin “n bir cift tam say1 olsun.
Bu durumda ...” gibi, ise oradan baslayin.

« Istenen seyi acikca belirleyin.
Kanitlamaniz gereken ifadenin tam olarak ne oldugunu netlestirin. Ne zaman “Ben ne bulmaya
calistyordum?” sorusunu sormaya baslarsaniz, biiyiik ihtimalle yolunuzu kaybetmissinizdir.

« Konuya dair bildiklerinizi gozden gecirin.
Kanitlamaya calistiginiz 6nermenin hipoteziyle ilgili (hatta bu hipotezi dogrudan iceren) ve bulmaya
calistiginiz sonucu da ilgilendirebilecek bilinen teoremleri gozden gegirin. Onermedeki matematiksel
terimlerin tanimlarini iyi bilin ya da bu tanimlan tekrar okuyun. Ayrica hipotezi ve kanitlanacak
ifadeyi (ifadedeki terimlerin tanimlariyla birlikte) iyi bir notasyon secerek diizgiin bir sekilde ifade
edin.

« Kendinize su soruyu sorun: Bu ifade neden dogru olmali?
Bu soru, kanit yapmanin en temel noktalarindan biridir. Eger bir ifadenin neden dogru oldugunu
icten ice anlayamiyorsaniz, onu kanitlamaya calismak cok zordur. Bu durumda kendinize 6rnekler
olusturun, gerekirse bir sekil ¢izin, 6zel durumlar icin 6nermenizi test edin. Anlamadan ispatlamak
neredeyse imkansizdir. Ama eger i¢sel olarak dogru olduguna ikna olduysaniz, geriye kalan sey bunu
teknik bir dille anlatmak olur. Bu teknik beceriler zamanla kazanilir; ama sezgisel anlayis cogu zaman
cok daha onceden gelisir.

Eminim ki bu listeye eklenecek cok sey var. Fakat unutmayalim ki bu listenin ise yarayip yaramadigini
denemeden, ¢abalamadan, vakit ayirmadan géremezsiniz. Bu listeye iinlii Fransiz besteci ve piyanist
Maurice Ravel’in su soziiyle de bir katkida bulunabiliriz:

“Kopyalaywn. Eger icinizde biraz 6zgiinliigiiniiz varsa, bu kopyaladikca ortaya ¢ikar. Eger yoksa,
sorun degil.”

Gercekten 6grenmenin ve gelisimin en dogal yollarindan biri taklit etmek, kopyalamaktir. Benzer 6nerme-
lerin kanitlarini incelemek ve bu kanitlarda izlenen yollar1 uyarlayarak elinizdeki onermeyi kanitlamaya
calismak oldukca 6greticidir. Eger icinizde bir parca 6zgiinliik varsa, bu zaten ortaya ¢ikacaktir. Yoksa bile
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sorun degil, bunun bir 6grenme basamagi oldugunu bilip devam etmek gerekir. Son olarak, bu belki gereksiz
bir tavsiye gibi goriinebilir; ancak bence en énemlisi: YAZIN! Yazmadan matematik olmaz. Elinizde zaten
yazil1 bir sey varsa bile, onu tekrar yazin. Her calistifinizda gerekirse bir daha yazin. Ciinkii diisiince, ancak
kagida dokiildiigiinde gercekten sekillenir.

Simdi birkac tane nispeten basit onermeyi sozlii bir sekilde anlatir gibi kanitlamaya calisacagim.

Teorem 1.

nn+1)

n bir pozitif tam sayi olmak iizere, 1 +2 + --- + n = >

Kamnit. Teoremin ifadesini birlikte anlamaya calisalim. n sayisinin bir pozitif tam say1 oldugu verilmis. Yani
n sayisinin Z*t = {1, 2, 3, ...} kiimesinden keyfi bir say1 oldugu biliniyor. Bu durumda n sayisina kadar olan
tiim pozitif tam sayilarin toplaminin, n sayisi ile 1 fazlasinin carpiminin yarisina esit oldugu iddia ediliyor.
Birkac ornekle durumu daha iyi anlamaya ¢alisalim:

1-2

=1licinl1l=—=
n igin 5

- 2:3
n=2icinl+2=3=—,

- 3-4
n=31§1n1+2+3=6=7,

- 4.5
n=41@1n1+2+3+4=10=7.

Yukaridaki 6rnekler teorem icin bir kanit vermese de teoremin ifadesini anlamak icin 6nemlidir. Simdi
verilen 6nermenin her n pozitif sayisi icin dogru oldugunu kanitlayalim.

1+42+--4+(n-1)+n==S

diyelim. Acikca goriiliir ki
y SAs n+(n-1)+--+2+1=S

saglanir. Ciinkii tam sayilar icin toplama islemi degismelidir, yani ayn1 tam sayilar1 hangi sirada topladigi-
mizin bir onemi yoktur. O halde

1+2+--+(n—-1)+n==5,
n+(n—-1)+--+2+1=S5

bulunur. Iki denklemi taraf tarafa toplarsak
m+D)+(n+D)+--+m+D+n+1)=2S

elde ederiz. Bu denklemde n tane (n + 1) oldugunu gorebildiniz mi? Buradan n(n + 1) = 2S olup dolayisiyla

S = n(n +1)/2 bulunur. Sonuc olarak 1 + 2 + --- + n = S = n(n + 1)/2 esitligine ulasilir. O
Teorem 2.
Ax? + Bx + C ikinci dereceden bir polinom olmak iizere (yani A # 0), bu polinomun gercel sayilar iizerinde
ya kokii yoktur, ya x = —% ile verilen biricik kokii vardir ya da
—B + VB2 —4AC
*= 2A

ile verilen iki farkl kokii vardir.

Kanut. Ikinci dereceden tek degiskenli bir polinomun kékleri icin yukarida verilen formiilii bircogunuzun
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ezbere bildigine yemin edebilirim, ama kanitlayamam :) Fakat bu formiiliin nereden geldigini kanitlayabili-
rim.

Ax? + Bx + C polinomunun koklerini aramak, Ax? + Bx + C = 0 denkleminin ¢dziimlerini aramak
ile aym seydir. Burada A # 0 olmasi, denklemin ikinci dereceden olmasi i¢in gereklidir. Aksi takdirde
Bx + C = 0 formunda x’in kuvvetlerine gore en fazla birinci dereceden olan bir denklem elde edilir. Peki
Ax?+Bx +C = 0 denkleminin ¢dziimlerini nasil bulabiliriz? En genel ikinci dereceden denklem yerine cok
daha basit bir denklem ele alalm: x> = a?. Bu denklemin ¢dziimii icin ne dersiniz? Iki sayinin karelerinin
birbirine esit olmasi icin bu sayilarin ya ayni ya da birbirlerinin zit isaretlisi olmasi gerekir, degil mi? Yani
x = ayada x = —a olmaldir. Simdi (x + b)?> = a? ikinci derece denklemini diisiinelim. Biraz 6nceki
duruma benzer sekilde x + b = a yada x + b = —a olmalidir. Yani bu denklemin ¢oziimleri x = a —b
ve X = —a — b bicimindedir. Dolayisiyla eger denklemde x’li terimlerin bir tam karesi varsa, bu durumda
denklemi nasil ¢6zecegimizi daha rahat kestirebiliriz!

Tekrar Ax? + Bx + C = 0 denklemine dénelim. Bu denklemde x’li terimlerin bir tam karesi olmadig1
aciktir. Ancak tabii ki denklemin sol tarafini tam kareye tamamlamak miimkiindiir. Bu isleme ge¢meden
once denklemin her iki tarafin1 A sayisina bélelim. A sayist sifirdan farkli oldugundan bunu yapabiliriz.
Bunu yapmamizin sebebi tam kareye tamamlama islemini basitlestirmektir. Boylece

B C
2 - Z =0
x+Ax+A

denklemine ulagiriz. Bu denklem ile orijinal denklemimizin kokleri aynidir. Simdi denklemin sol tarafini
tam kareye tamamlayalim:

x2+—x+£—<x+£) —B—2+£—0
A~ 4A2 A

Buradan, neden ilk denklemi A sayisina boldiiglimiiz daha iyi anlagilmis olmali. Simdi yukaridaki denklemi
diizenleyelim: 2
(x+£> _ B?2—4AC
24) 442

O halde bu denklemin kokleriyle orijinal denklemin kokleri aynidir. Simdi bu denklemin koklerini arasti-
ralim. Denklemin sol tarafi bir gercel sayinin karesi oldugundan negatif bir say1 olamaz. Bu sebeple eger
denklemin sag tarafi negatifse, yani B> — 4AC < 0 ise denklemin kokii yoktur! Eger denklemin sag tarafi
sifirsa, yani B> — 4AC = 0 ise bu durumda

2
B
<x + ﬁ) =0
olup bu denklemin tek kokii x = —%’dlr. Diger yandan B2 —4AC > 0 ise bu durumda yukarida yaptigimiz
basit érneklere benzer sekilde

B VB2 - 4AC
X+ o=k
2A 2A
bulunur. Bu esitlik diizenlenerek teoremde verilen ifade kolayca elde edilebilir. O

Teorem 3.
X veY ikikiimeve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler denktir.

(i) f birebir fonksiyondur.
(ii)) Her A C X icin A = f~1(f(A)) gerceklenir.

Kanit. Once verilenleri anlayalim. X ve Y diye adlandirilan iki kiime verilmis, bu kiimeler iizerinde herhangi
bir kisitlama yok. Dolayisiyla elimizde keyfi iki kiime var. Bir de X kiimesinden Y kiimesine tanimli keyfi
bir fonksiyon mevcut.

Peki istenen ne? Basitce (i) ve (ii)’de verilen iki 6nermenin birbirine denk oldugunu géstermemiz
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isteniyor. Bu 6nermelerin detaylarina girmeden once iki énermenin denk olmasinin ne demek oldugunu
anlayalim. Iki nermenin denk olmasi demek, bu 6nermelerin birbirlerini gerektirmesi demektir. Bir bagska
deyisle, (i) 6nermesinin saglandig1 durumda (ii) nermesi de saglanmali ve (ii) 6nermesinin saglandigi
durumda (i) 6nermesi de saglanmalidir. Dolayisiyla iki nermenin denkligini gostermek icin, bu 6nerme-
lerden birini kabul edip bu kabul altinda digerinin dogrulugunu gostermek gerekir ve bu is her iki 6nerme
icin de yapilmalidir.

i1k olarak (i)'nin (ii)’yi gerektirdigini, yani (i)’yi kabul edip (ii)'nin gerceklendigini, gésterelim. f birebir
fonksiyon olsun. Bu durumda her A C X kiimesi i¢in A = f~1(f(A)) oldugunu kanitlamaya calisacagiz.
Simdiki sorumuz su: iki kiimenin esitligi ne demek? Yani A = f~!(f(A)) demekle neyi kastediyoruz? Iki
kiimenin esit olmasi aslinda her iki kiimenin birbirini kapsamasi (baska bir deyisle, birbirinin alt kiimesi
olmasi) anlamina gelir*. O halde A C f~1(f(A)) ve f~1(f(A)) C A oldugunu géstermeliyiz.

Aslinda ilk kapsama, yani A C f~!(f(A)) ifadesi her zaman saglanir. Yani bu kapsama, f birebir
degilken de dogru zaten! Bu kismin kanitini aligtirma sorularinda 6dev olarak birakacagim. Ciinkii birazdan
detaylariyla kanitlayacagimiz ikinci kapsama, bu kismi kendi kendinize yapmanizda cok faydali olacak.

O halde ikinci kapsamay1 gosterelim. Peki, f~1(f(A)) C A ne demek? f~1(f(A)) kiimesindeki her bir
elemanin A kiimesine de ait olmas1 demek degil mi? O halde f~!(f(A)) kiimesinden keyfi bir eleman alip
bu elemanin A kiimesine de ait oldugunu gosterelim: x € f~1(f(A)) olsun. Siradaki soru su: Bir elemanin,
bir kiimenin 6n goriintiisiinde olmasi ne demek?’ Bu bile yeni bir soru dogurdu: Bir kiimenin 6n goriintiisii
ne demek?

Hemen 6n goriintiiniin tanimina gidelim. g : B — C bir fonksiyon ve E C C olmak iizere, g~}(E) =
{x € B| g(x) € E} kiimesine E kiimesinin g fonksiyonu altindaki 6n goriintiisii denir. Yani E kiimesinin 6n
goriintiisii; fonksiyon altinda goriintiisii E’de olan elemanlarin kiimesidir. O halde x € g~1(E) ise, g(x) € E
olmalidir.

Simdi kanitimiza devam edelim. x € f~1(f(A)) olduguna gore 6n goriintii tanimi geregi f(x) € f(A)
olmalidir. Buraya kadar f(x) € f(A) oldugunu gordiik ve f’nin birebir oldugunu kullanmamiza gerek
kalmadi. Ve unutmayalim ki x € A oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bir kisminiz f(x) € f(A)isex € A
olmalidir diye diisiinebilir. Ancak bu dogru degil!

Ornegin; f : R - R, fonksiyonu f(x) = x? biciminde tanimlansin. A = (0, 00) C R alt kiimesini
diisiinelim. f(x) = 4 € R, elemanini ele alalim. Bu durumda f(x) € f(A) olmasinaragmen x € A =
(0, ) olmak zorunda degil! Ciinkii x = —2 i¢in de f(x) = 4 olur ve —2 & (0, ).

Bu sebeple daha dikkatli ilerleyelim. f(x) € f(A) kisminda kalmistik. Peki bu ne demek? Bir eleman bir
kiimenin goriintiisii kiimesinde yatiyor. Goriintii kiimesi tanimini hatirlayalim: g : B — C bir fonksiyon ve
D C B olmak iizere, g(D) = {g(x) € C | x € D} kiimesine D kiimesinin g fonksiyonu altindaki goriintiisti
adi verilir. Yani D kiimesindeki elemanlarin g fonksiyonu altindaki goriintiilerinin olusturdugu kiimeden
bahsediyoruz. Dolayisiyla y € g(D) ise bu eleman g(x) tipinde yazilabilmeli, yani y = g(x) olacak sekilde
X € D mevcut olmalidir.

Dolayisiyla f(x) € f(A) demek, f(x) = f(a) olacak sekilde bir a € A mevcut olmasi demektir. Artik
birebirligi kullanma zamani. Ne demek bir fonksiyonun birebir olmas1? Farkli elemanlarin goriintiileri farkli
olmalidir ya da denk olarak, goriintiileri ayn1 olan elemanlar aynidir. f fonksiyonu birebir ve f(x) = f(a)
oldugundan x = a olmaldir. a € A olduguna gore tabii ki x € A saglanir. Iste bu!

Simdi, (ii)’yi kabul edip (i)’nin gerceklendigini gosterelim. Her A C X kiimesi i¢in A = f~1(f(A))
olsun. Bu durumda f birebir midir? f’nin birebir olmasi ne demekti: Goriintiileri ayn1 olan elemanlar
aynidir. Yani keyfi x, x’ € X icin f(x) = f(x’) ise x = x’ olmaldir. O halde f(x) = f(x’) saglanirken x
ile x’ esit oluyor mu diye bakacagiz degil mi? Diyelim ki x, x" € X i¢in f(x) = f(x’) olsun. Bu asamada
kullanabilecegimiz bagka bir yardimc1 yok. Sadece (ii) 6nermesini kullanabiliriz. Goriiyoruz ki (ii) onermesi
kiimelerin goriintii ve 6n goriintiilerinin igeren bir esitlik. Ama elimizde kiime yok. x ve x” elemanlari var
ve f(x) = f(x') esitligi var. Bu egitlikten

fEx) = fEx'D)

“Yani A ve B kiimeler olmak iizere, A = B esitligi demek A C B ve B C A kapsamalarinin her ikisinin de saglanmasi demektir.
>Burada f~! size dogrudan fonksiyonun tersini ¢agristirabilir. Ancak bilmelisiniz ki fonksiyonunun tersinin var olmasi igin birebir
ve Orten olmasi gerekir.
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oldugunu soyleyebiliriz. Artik elimizde birer elemanli iki kiime var ve bunlarin goriintiileri birbirine esit.
Bir fonksiyonun goriintii kiimesi tabii ki deger kiimesinin i¢inde olmali. O halde f({x}) C Y ve f{x'}) C Y
saglanir. Dolayisiyla elimizde Y kiimesinin icinde bulunan ve birbirine esit iki kiime var. Bu kiimelerin 6n
goriintiileri de birbirine esittir, yani

D) = FHFED)

olur. (ii)'den biliyoruz ki her A C X kiimesi icin A = f~!(f(A)) saglaniyor. Bu sebeple f~1(f({x})) = {x} ve
FY(f(ExX'D) = {x'} olup {x} = {x'} bulunur. Bu ise x = x’ demektir. O halde f fonksiyonu birebirdir. [

4. -mis gibi yapmak

“Bir seyin var olmadigini ya da saglanmadigini nasil kanitlayabilirim?” sorusu 6grenciler i¢in zaman
zaman kafa karigtirici olabilir. Fakat matematikte boyle “olumsuz” ifadelerin de kaniti miimkiindiir. Ve
matematikciler boyle onermelerin kanitlar icin giizel bir strateji kullanir: -mis gibi yapmak. Mantiksal
olarak bir nesnenin var olmadigini gostermek icin, bu nesne varmisg gibi yapariz (yani var oldugunu kabul
ederiz) ve daha sonra bu kabuliin yol ac¢tig1 sonuclari inceleriz. Eger var oldugunu varsaymak ileride bir
celigskiye neden oluyorsa, bu durumda kabuliimiiz dogru olamaz. Dolayisiyla nesnenin varligi imkansiz
olup bu nesne yoktur diyebiliriz. Sizce de cok havali degil mi?
Hemen bir teorem kanitlayarak daha iyi anlamaya calisalim.

Teorem 4.

\/5 irrasyonel bir sayidir.

Kanit. Bir gercel sayinin irrasyonel olmasi rasyonel olmamasi demektir. Dolayisiyla \/5 sayisinin rasyonel
olmadiginm gosterecegiz. Bir an icin \/5 sayisi rasyonelmis gibi yapalim, bir bagka deyisle bu sayinin rasyonel
bir say1 oldugunu varsayalim. Bildigimiz iizere rasyonel sayilar aslinda iki tam sayinin birbirine b&liimii

seklinde yazilabilen kesirli sayilardir. Tabii ki payda sifir olamaz. Eger \/5 say1s1 rasyonel bir say1 ise, bu
durumda \/— a

b
olacak sekilde sifirdan farkli ve aralarinda asal a ve b tam sayilar1 vardir. Burada a ve b’nin aralarinda asal
olmasi 6zel bir durum degildir, aksi takdirde kesirde sadelestirme yapilarak aralarinda asal hale getirilebilir.
O halde \/E = a/b esitliginde her iki tarafin karesi alinip diizenlenerek

2b% = a? (1)

elde edilir. Demek ki a? tam sayis1 2’nin bir tam katidir, bir bagka deyisle a? bir ¢ift tam sayidir. Buradan a
tam sayisinin da cift oldugu sonucuna variriz. Ciinkii tek tam sayilarin karesi cift olamaz!® Demek ki bir m
tam sayis1 icin a = 2m olur. Bu ifade (1) denkleminde yerine yazilirsa 2b? = (2m)? = 4m? ve buradan da
b? = 2¢? elde edilir. O halde b? bir ¢ift tam sayidir. Bu da demektir ki b de bir ¢ift tam sayidir.

Sonuc olarak gosterdik ki a ve b’nin her ikisi de ¢ift tam sayidir. Yani her ikisi de 2’ye tam béliiniiyor.
Bu durumda bir gariplik fark ettiniz mi? a ve b tam sayilarinin aralarinda asal oldugunu soylemistik. Yani

her ikisi de 2’ye boliinemez! O halde bu bir celigkidir. Bu sebeple \/5 sayisinin rasyonel oldugunu kabulii
yanlistir. Bu da demektir ki \/5 irrasyoneldir. O
Bagka bir teorem kanitlayarak bu durumu pekistirelim.

Teorem 5.
Sonsuz coklukta asal sayt vardir.

®Kanut. Bir tek tam say1 2n + 1 formundadir. (2n + 1)*> = 4n? + 4n + 1 olup 4n? + 4n gift oldugundan 1 fazlasi tektir.
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Kamnit. Asal sayilarin sonsuz coklukta oldugunu kanitlamak, aslinda sonlu tane asal say1 olmadigini kanitla-
mak demektir. O halde bir an icin sonlu tane asal say1 varmis gibi yapalim ve bu asal sayilar1 py, ps, ..., P
ile gosterelim. Burada k ile tiim asal sayilarin sayisi ifade edilmektedir.

Tiim asal sayilar1 carpip sonuca 1 ekleyerek

N =(pip2--px) +1

sayisini olusturalim’. Elde ettigimiz N sayisi acikca tiim asal sayilardan biiyiiktiir, bu sebeple asal sayilarin
hepsinden farkli bir sayidir. py, ..., p sayilari elimizdeki tiim asal sayilar olduguna gore, bunlardan farkh
olan N sayis1 asal olamaz. Bu sebeple N sayisinin, Aritmetigin Temel Teoremi geregince, bir asal carpani
olmak durumundadir. Bu asal ¢arpan py, ..., pi sayilarindan biri olmak zorundadir, ¢iinkii elimizdeki tiim
asal sayilar bunlar! Diyelim ki bu asal carpan p;, i € {1, 2, ..., k} olsun. O halde N sayis1 p; sayisinin bir kati
olmak zorunda. Diger yandan acikca N —1 = p; --- pj sayisit da p; sayisinin bir katidir. N ve N —1 sayilarinin
her ikisi de p; asalinin bir kati1 olduguna gore, bunlarin farki da ayni asalin bir kat1 olmak zorundadir.
Yani N — (N — 1) sayis1 da p; asalinin bir katidir. Dolayisiyla 1 sayisi p; asalinin bir kat1 olur. Ancak bu
imkansizdir, ciinkii en kiiclik asal say1 2’dir ve 1 sayisi 2’nin bile bir tam kat1 degildir. Bu bir celiskidir! Bu
sebeple sonlu tane asal sayinin oldugu kabuliimiiz yanlistir. Bu da demektir ki sonsuz ¢oklukta asal say1
vardir. O

5. Dogal sayilardaki domino etkisi: Timevarim

Bu boliimde, belirli tiirdeki matematiksel ifadeleri kanitlamak i¢in giiclii ve zarif bir yontem olan mate-
matiksel tiimevarim kavramini ele alacagiz. Tiimevarim, temelde bir ifadenin tiim dogal sayilar icin —
ya da belirli bir noktadan itibaren tiim dogal sayilar icin — dogru oldugu iddia edilen genel 6nermeleri
kanitlamak amaciyla kullanilir.

Bir P ¢zelligini tiim dogal sayilar icin kanitlamak istedigimizi diisiinelim. Yani o P 6zelli§inin 0,1, 2, ...
icin dogru oldugunu gostermek istiyoruz. Burada sonsuz ¢oklukta say1 oldugundan dolay1 hepsi icin tek
tek P ozelliginin saglandigini gostermek miimkiin degildir. Aslinda kanitlamak istedigimiz 6zelligi (P) tek
bir onerme olarak degil de, her n dogal say1si icin birer tane olmak iizere bir dizi 6nerme olarak gorebiliriz:

« n = 0igin P ozelliginin saglanmasi
» n = 1licin P 6zelliginin saglanmasi
» n = 2i¢in P o6zelliginin saglanmasi

Tiimevarimdaki temel fikir, bu 6nermeler dizisindeki ilk 6nermeyi kanitlamak ve ardindan herhangi
bir 6nermenin dogrulugu kabulii altinda bir sonraki onermenin de dogru oldugunu gostermektir. Bu
sayede dizideki tiim 6nermelerin dogru oldugu sonucuna variriz. Daha matematiksel bir sekilde ifade
edecek olursak; eger bir 6zelligin her n dogal sayisi icin dogru oldugu kanitlanmak istenirse agsagidakiler
yapilmalidir:

1. Baslangi¢ adimi: Bir baslangi¢ degeri icin onermenin dogrulugunu kanitla. Eger kanit tiim dogal
sayilar {izerinde yapilacaksa, bu baslangic degeri n = 0 olur. Eger bir a dogal sayisi itibariyle tiim
dogal sayilar i¢in bir ifade kanitlanacaksa, baglangi¢ adimi n = a olur.

2. Tiimevarim adimi: Bir n dogal sayisi icin 6nermenin dogru oldugunu varsayarak, n + 1 icin de dogru
oldugunu kanitla. Burada, ifadenin belirli bir n i¢in dogru oldugunu varsayan bu kabul, tiimevarim
hipotezi olarak adlandirilir.

Bu iki adim gerceklestirildiginde, elimizdeki 6nermenin her n (ya da her n > a) dogal sayis1 i¢in dogru
oldugu sonucuna varabiliriz. Baslangi¢c adiminda 6nermenin n = 0 (ya da n = a) icin dogrulugunu
kanitliyoruz. Tlimevarim adimindan da biliyoruz ki bir n dogal sayisi1 icin dogruysa bir sonraki icin de dogru
olmak zorunda. O halde, 6nerme n = 0 icin dogru oldugundan »n = 1 i¢in de dogru olmali. Yine tiimevarim
adimindan n = 1 i¢in dogru olan 6nerme, n = 2 icin de dogru olmali. Tekrar tiimevarim adimindan n = 2

7Elimizde sonlu tane asal say1 oldugundan dolay1 burada yaptigimiz ¢arpma anlamlidir.



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1 Belki de bu ylizden yalnizca cesurlarin isidir kanit

icin dogru olan 6nerme, n = 3 i¢in de dogru olmali. Tiimevarim adiminda 6nermenin keyfi bir »n i¢in
dogrulugu altinda »n + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterdigimiz i¢in bu bdyle sonsuza kadar devam eder.

Matematiksel tiimevarimi, giizel bir benzetme ile, dogal sayilardaki domino etkisi olarak diisiinebiliriz.
Bir siirii domino tasinin uzunca dizildigini diisiinelim. Tiim domino taglarinin devrileceginden nasil emin
olabiliriz? Bunun i¢in iki sey gereklidir; ilk dominonun devrilmesi ve devrilen her dominonun bir sonraki
dominoyu devirmesi. Aslinda tiimevarim adimi, “domino taslarinin birbirine yakin yerlestirilmesini, boylece
bir tanesi devrilince bir sonrakinin de devrilmesini” garanti eder. Baslangi¢c durumu ise “ilk dominonun
gercekten itilmesi” demektir.

Teorem 6.

Her n dogal sayist icin 3, n® — n sayisini béler.

Kanit. Her n dogal sayisi igin bir ifade kanitlamamiz gerekiyor. Bu sebeple n {izerine tiimevarim uygulaya-
biliriz.

1. Baslangi¢ adumi: n = 0 igin 6nermeyi kanitlayalim. Bu durumda n* —n = 0 — 0 = 0 oldugundan ve 3
say1st 0 sayisin1 boldiigiinden, bir bagka deyisle 0 sayis1 3 sayisinin bir tam kati oldugundan énerme
gerceklenir. Hatta benzer sekilde n = 1 icin de n®> — n = 1 — 1 = 0 oldugundan 6nerme gerceklenir.

2. Tiimevarim adimi: Simdi keyfi bir n dogal sayis1 i¢cin dnermenin oldugunu, yani 3 sayininin n® — n
sayisin1 boldiigiinii kabul edelim. Bu kabul altinda énermeyi n + 1 icin kanitlamaya calisacagiz, yani
3 sayisinin (n + 1)* — (n + 1) sayin1 boldiigiinii gosterecegiz.

Kabul geregi 6nerme n igin saglandigindan dolay1, n® — n sayis1 3’iin bir tam katidir. Yani n3> —n = 3k
olacak sekilde bir k tam sayis1 vardir. Buradan

m+1P-m+1)=n*+3n>+3n+1-n-1
=n*—n+3n’+3n
=3 —n)+3(n*>+n)
=3k +3(n*+n)
=3k +n’+n)

elde edilir. O halde (n + 1)* — (n + 1) sayis1 3’iin bir tam katidir. Yani 6nerme n + 1 igin de dogrudur.

Dolayisiyla 6nerme her n dogal sayisi icin saglanir. O
Teorem 7.
n*(n + 1)>? n*(n +1)>2
1'den baslayarak ilk n dogal sayimin kiipleri toplami % eesittir. Yani 13423 +---4n3 = %
Kanit. n iizerine tiimevarim uygulayalim.
12(1 + 1)?

1. Baslangic adimi: n = 1 baslangic durumunu inceleyelim. Bu durumda ise 13 = 1 =

4
olup 6nerme n = 1 i¢in gerceklenir. Daha iyi anlayabilmek icin n = 2 durumunu da gosterelim. Bu

i, . 222+ 1)
durumda 13 + 2% = 9 olur. Ayrica 6nermedeki ifadenin sag tarafi da % = 9 oldugundan,

onerme n = 2 icin de saglanir.

2. Tiimevarim adimi: Simdi 6nermenin n dogal sayisi icin dogru oldugunu kabul edelim. Bu kabul
altinda, 6nermenin n + 1 icin dogru oldugunu kanitlamaya calisacagiz. Yani 1> + 23 + .- + (n+ 1)3 =
(n + 1)%(n + 2)?/4 oldugunu goésterecegiz. Tiimevarim hipotezi kullanilarak

n*(n + 1)?

13
7 +(n+1)

PB+22++nP+(n+1) =
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=(n+1)2<%2+(n+1))

2
n 4n+ 4
:(n+1)2%

_ (n+1)*(n+2)
- 4

bulunur. O halde 6nerme n + 1 icin de gerceklenir.

Dolayisiyla 6nerme her n > 1 dogal sayisi i¢in saglanir. O

Tiimevarim yoluyla bir kanit yaparken, cogu zaman tiimevarim adiminda ifadenin yalnizca n icin dogrulugu,
n + 1 icin dogrulugunu kanitlamaya yeter. Ancak bazen biraz daha “gliclii” bir varsayima ihtiya¢ duyulur
ve bu durumda tiimevarim hipotezini giiclendirmek gerekir. Tiimevarimin matematiksel ifadesindeki
baslangic adimi aynen kalirken, tlimevarim adimi

2'. Giiglii tiimevarum adimu: Bir n dogal sayisina kadar tiim dogal sayilar icin 6nermenin dogru oldugunu
varsayarak, n + 1 i¢in de dogru oldugunu kanitla.

ile degistirilsin. Bu yonteme giiclii tiimevarim adi verilir. Ancak buradaki “giiclii timevarim” ifadesi yuka-
ridaki klasik (ya da zayif) tiimevarimin bir genellemesi oldugu ya da bu yontemle daha fazla 6nermenin
kanitlanabilecegi anlami tagimaz; sadece tiimevarim adiminda kullanilan varsayimin daha giiclii olmasina
atifta bulunur. Hatta temelde zayif tlimevarim kullanilan herhangi bir kanit, dogrudan bir sekilde giiclii
tiimevarim kullanan bir kanita doniistiiriilebilir; ayni1 sekilde giiclii tlimevarim kullanan bir kanit da zayif
tiimevarim kullanan bir kanita doniistiiriilebilir. Sadece, tiimevarim hipotezini giliclendirmenin kolaylik
sagladif1 durumlar vardir.

Teorem 8.
2'den biiyiik her n dogal sayist ya asaldir ya da asal sayilarin carpimi seklinde yazilabilir.

Kamnit. n tizerine giiclii timevarim uygulayalim. Neden bunu uyguladigimiz gerektigi birazdan daha acgik
olacak.

1. Baslangi¢c adimi: n = 2 baslangi¢c durumunu inceleyelim. 2 asal say1 oldugundan bu durum agiktir.
Benzer sekilde 3 asal say1 oldugundan n = 3 icin de 6nermenin dogrulugu agiktir. Farkli bir 6rnek
gormek adina n = 4 durumunu da inceleyelim. Bu durumda 4 = 2 - 2 oldugundan ve 2 asal say1
oldugundan 6nermenin n = 4 i¢in saglandig1 da kolayca goriiliir.

2! Giiglii tiimevarim adimu: Simdi 2'den n dogal sayisina kadar tiim dogal sayilar icin 6nermenin dogru
oldugunu kabul edelim. Bu kabul altinda, 6nermenin n + 1 i¢in dogru oldugunu kanitlayacagiz. Yani
n + 1 sayisinin asal sayilarin carpimi seklinde yazildigini gosterecegiz. Bunu iki durumda inceleyelim:

« n + 1 bir asal say1 olsun. Bu durumda kanitlayacak bir sey yoktur.

» n + 1 bir asal say1 olmasin. O halde n + 1 = a - b olacak sekilde a ve b dogal sayilar1 vardir ve
acikca bu dogal sayilar 1 < a,b < n + 1 esitsizligini saglar. Tlimevarim hipotezinden a ve b
dogal sayilar asal sayilarin carpimi olarak ifade edilebilir. O halde a dogal sayis1 asal sayilarin
carpimi olarak p; p, --- p; biciminde ve b dogal sayisi asal sayilarin ¢carpimi olarak q,q; *-- q;
biciminde yazilabilir. Buradan n + 1 = p;p, --- p;q1q, -+ q; olup, n + 1 sayisi asal sayilarin
carpimi biciminde yazilmis olur.

O halde 6nerme n + 1 icin de dogru olur.

Dolayisiyla 6nerme her n > 2 dogal sayisi igin gerceklenir. O

Yukaridaki kanitta giiclii timevarim kullanmamizin en 6nemli sebebi a ve b dogal sayilarinin asal
sayilarin carpimi biciminde yazildigimi sdyleyebilmektir. Zayif tiimevarimda yalnizca n dogal sayisinin
onermeyi sagladigini kabul ederken, burada n’den daha kiiciik olanlarin da 6nermeyi sagladig: kabuliinii
kullanmamiz gerekti.
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6. Onermelerin baska bir yiizii

“Eger yagmur yagarsa disar1 cikmam” 6nermesini diisiinelim. Bu dnermenin soziine giivenilen bir insan
tarafindan soylendigini ve bu kisinin disar1 ¢iktigini varsayalim. O halde yagmur yagmamustir, dyle degil
mi? Clinkii yagsayd: disar1 cikmazdi. Dolayisiyla bu 6nerme ile “Disar1 ¢iktiysam yagmur yagmamaistir”
onermesinin dogruluk degeri aynidir. Ik kosullu 6nermeyi p — g ile ifade edersek, ikinci 6nerme ¢’ — p’
ile ifade edilir. Burada p’ ile p 6nermesinin degili (olumsuzu) gosterilir. Bu iki kogullu 6nermenin dogruluk
degerleri ayn1 olduguna gore bu 6nermeler denktir: p — g = ¢’ — p’. O halde p — g 6nermesinin dogru
oldugunu kanitlamak yerine, ¢’ — p’ 6nermesinin dogru oldugunu kanitlamakta yeterli olur. Ciinkii bazen
q' = p’ kosullu 6nermesini kanitlamak daha kolay olabilir. ¢’ — p’ kosullu 6nermesine p — g kosullu
Onermesinin karsit tersi (ya da kontrapozitifi), bu yontem kullanilarak yapilan kanitlara da kontrapozitif ile
kanit ad1 verilir.
Cok basit bir 6rnekle bu durumu anlamaya calisalim.

Teorem 9.

Eger n? cift tam say1 ise, n de cift tam sayidir.

Kanit. Onermeyi dogrudan kanitlamaya calisalim. n? tam sayisinin ¢ift oldugu durumda n nin de ift
oldugunu géstermemiz gerek. Cift tam sayilarin tanimi geregi; eger n? cift tam say1 ise n?> = 2k olacak
sekilde bir k tam sayis1 mevcuttur. Hatta bu k tam sayisi1 negatif olamaz. O halde elimizde n? = 2k gibi bir
esitlik var ve buradan n sayisinin durumunu incelememiz gerekiyor. Ancak bu esitlikten n hakkinda fikir

elde etmeye calisirsak her iki tarafin karekokiinii almak gerekir. Bu da bize \/n_ = m gibi bir esitlik verir
ve buradan n’nin ¢ift ya da tek olmasina karar veremeyiz. Dolayisiyla onermeyi dogrudan kanitlamak biraz
zorlu goriiniiyor. Bunun yerine kosullu nermenin karsit tersini ele alalim: “n ¢ift tam say1 degilse, n? de
cift tam say1 degildir.” Bu 6nerme, teoremin ifadesinde verilen 6nermeye denktir. O halde bu 6nermeyi
kanitlayalim.

n cift tam say1 olmasin. O halde n tektir ve n = 2p + 1 olacak sekilde p tam sayis1 mevcuttur. Buradan
n>=02p+1)>=4p?>+4p+1=22p>+2p)+1=2m+ 1 olup n? tek tam sayidir. Dolayisiyla n? cift tam
say1 degildir. O

B Alistirmalar

1. Teorem 1’de verilen 6nermeyi tiimevarim kullanarak kanitlayiniz.
2. Asagidaki 6nermeleri kanitlayiniz.

(a) X veY iki kiime, f : X — Y bir fonksiyon ve A C X olsun. Bu durumda A C f~!(f(A)) olur.

(b) Ave Bikikiime olsun. Budurumda ANB = A olmast igin gerek ve yeter kosul A C B olmasidir.
Not: Burada "gerek ve yeter kosul” demek aslinda soldaki ve sagdaki dnermelerin birbirine
denk olmasi demektir. Bakiniz Teorem 3.

(c) Ave P, nxn tipinde matrisler ve P tersinir olsun. Her k > 0 tam sayis1 icin (PAP~1)¥ = pA*p~1
olur.

(d) Her x € [0, /2] gercel saysi i¢in, sin x + cos x > 1 saglanir.

Yaziy1 kapatirken, belki de zaten dikkatinizi cekmis olabilecek bir seyden bahsetmek istiyorum: []. Bu
kutucuk kanitlarin sonuna konulan bir imzadir. Kanitin bittigini ifade etmek icin kullanilir. Belki de bu
isaret sadece bir sonu degil, ayn1 zamanda bir zafer ilanini temsil ediyordur. Eski kitaplar1 ya da makaleleri
karnistirirsaniz, kanitlarin sonunda genellikle Latince quod erat demonstrandum ifadesinin bas harflerinden
olusan Q.E.D. ifadesini goriirsiiniiz. Bu ifade, “kanitlanmasi gereken sey de buydu” anlamina gelir. Q.E.D.
yerine [] semboliiniin matematikte ilk kullanimi Paul Halmos’a atfedilir.
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