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20. yiizyilin ortalarinda Zermelo ve Fraenkel, matematigi tutarh bir temele oturtmak amaciyla ZFC
aksiyomatik sistemini ortaya atmiglardir. Aksiyomlarin ifade ettikleri kavramlar ilk bakista basit goriinse de,
bircok matematikci bu aksiyomlar iizerine derinlemesine diisiinmiis ve bunlari tartismistir. ZFC iizerine
farkli amaclara yonelik yeni aksiyom sistemleri 6nerilmis, kiimeler kuraminin sinirlar1 bu tartismalar
araciligiyla genislemistir. Bu tartismalarin merkezinde, ZFC’nin bir aksiyomu olan Temellendirme Aksi-
yomu da yer almaktadir. Temellendirme Aksiyomu, en yalin ifadeyle, bir kiimenin kendi icinde sonsuz
bir elemanlik dongiisii olusturmasini engelleyerek kiimelerin "iyi temellendirilmis” olmasini saglar. Bu
makalede, Temellendirme Aksiyomu’nun reddedilmesiyle ortaya cikan iyi temellendirilmemis kiimeler
izerine baz1 temel okumalar sunulmakta, bu kiimelerin sahip oldugu ilging 6zellikler tartisilmakta ve
klasik kiime kuraminin 6tesine gecen yaklasimlara dair 6rnekler verilmektedir.

1. Temellendirme Aksiyomu

Bu yazida, kiime teorisi kitaplarindaki yerlesik notasyonlara sadik kalinarak, kiimeler kiiciik harflerle
(x,y, z gibi) ifade edilecektir. Ayrica, klasik ZFC c¢ercevesine uygun olarak, kiimelerin elemanlarinin da
yine kiimeler oldugu varsayilacaktir.

Temellendirme Aksiyomu: Vx(x # @ — 3y € x (y n x = @)).

Yukaridaki ifade, Temellendirme Aksiyomu'nun dogrudan kendi ifadesidir. Daha anlasilir bicimde ifade
etmek istersek: "Bog kiimeden farkli her kiimenin, kendisiyle kesismeyen bir elemani vardir.” Bu aksiyomu
ilk gordiigiimiizde akla su sorular gelebilir: Ayni anda y € x ve y N x = @ nasil miimkiin olabilir? ZFC
aksiyomatik sistemi celigkili mi? Eger Oyleyse, diinya yok mu olacak?

Sakinlesip bir bardak su igtikten sonra bu kafa karisikliginin sebebini aciklayalim. Bunun nedeni alisik
oldugumuz notasyondan farkl bir notasyon kullaniyor olmamiz. y, x kiimesini bir elemani ve y de kendi
basina ayr1 bir kiimedir.
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Teorem 1.
Herhangi bir x kiimesi icin x & x olur.

Kanit. Aksine, x € x olacak sekilde bir x kiimesi var olsun. Bu durumda {x} # @ olur. Temellendirme
Aksiyomundan 6tiirii x N {x} = @ olmali. Ancak, x N {x} # @. O

Temellendirme Aksiyomu’nun bir sonucu olan bu teorem, dogrudan Russell Paradoksu’yla iligkilidir. Bir
sonraki alt bagliklarda Russell Paradoksu’nu daha ayrintili olarak inceleyecegiz.

1.1. Russell Paradoksu

« R = {x ¢ x} kiimesini inceleyelim. R kiimesini, elemanlar1 kendi kendini igermeyen kiimeler olarak
ifade edebiliriz. Fakat,

RER=>R¢R
R¢R=>RER

20. ylizyilda Russell tarafindan ortaya atilan bu paradoksun temelinde, bir énermenin kendisine referans
vermesi yatiyordu. Bu nedenle, matematigin kendi icinde celiskisizligini saglamak amaciyla, kendi kendine
referans veren (dongiisel) yapilardan kacinilmasi gerekiyordu. Bu yaklasimin bir sonucu olarak, ZFC
kiimeler kuraminda yer alan Temellendirme Aksiyomu, bu tiir dongiisel kiimelere izin vermez (bkz.
Teorem 1)

Ancak 20. yiizyilin sonlarina dogru, 6zellikle mantiksal paradokslar ve bilgisayar bilimi gibi alanlarda
dongiisel yapilarla daha sik karsilasilmaya baslandi. Gergekten de dikkatli bir sekilde ele alinmadikla-
rinda bu tlir dongiisellikler celigkilere yol acabilir. Bununla birlikte, her dongiisel yapi celiski dogurmaz.
Dolayisiyla, uygun bir kiime kurami icerisinde bu yapilarin temsil edilmesi gerekmektedir.

Temellendirme Aksiyomu olmadan kiimeler kuramini arastiran bir¢ok kiime kuramcisi olmustur;
ancak bu calismalar, dénemin ana akim matematikgileri tarafindan pek ciddiye alinmamaistir. Bu vizyoner
isimler arasinda M. Boffa, M. Forti, L. Gordeev ve F. Honsell yer almaktadir. Bununla birlikte, yakin doneme
kadar bu alanda en sistemli yaklasimi Peter Aczel’in calismalari sunmustur. Bu yazinin temel kaynagi da
Peter Aczel'in Non-Well-Founded Sets kitabidir.

Iyi temellendirilmemis bir kiimeler kuraminin gerekliligini gostermek icin bir drnek inceleyelim.

Ornek 1.
Veri Dizgisi/Akis1 (Streams)

Veri dizgisi (stream) kavrami genellikle bilgisayar bilimlerinde karsimiza ¢ikar ve 6zellikle sonsuz veri
dizilerini tanimlamak i¢in kullanilir.

Bir dizgi (stream), sezgisel olarak, bir sonlu deger a (6rnegin bir sayi, karakter, sembol vb.) ile bagka bir
s" dizgisinin olusturdugu sirali ¢ift (a, s’) seklinde tanimlanir. Bu yapi, sonsuz veri dizilerini temsil etmekte
kullanilir.

Tanim 1. (Kurtowski)

x ve y kiimeler olmak tizere, (x, y) sirali ikilisi su sekilde tanimlanir:

<x,y> = {x’{x’y}}'

Bir bilgisayar, bir veri dizgisini tanimlamak icin genellikle 6zyinelemeli (rekiirsif) fonksiyonlar kullanir.
Ornegin, f(n) = (n, f(n + 1)) bicimindeki bir tanim araciligiyla, n = 0 igin (0, (1,(2, ...))) seklinde bir veri
dizgisi elde edilir.
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Tanim 2.

A bir atomlar kiimesi (sayilardan veya karakterlerden olusan sonlu degerler) olmak iizere, St(A) atom-
lardan olusan tiim akislarin kiimesi olarak tanimlanir; eger s € St(A) ise, 0 zaman s = (a,s’) olur,
buradaa € Ave s’ € St(A) olur.

Teorem 2.
Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. Herhangi iki x ve y kiimeleri icin, x # (x,y)vey # (x,y).

Kanit. Aksine, x = (x,y) = {x,{x,y}} veyay = (x,y) = {x,{x, y}} olsun. Bu durumda x € xveyay € y
olur. Bu da Temellendirme Aksiyomu ile celisir. O

Teorem 3.

Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. R ve S herhangi iki baginti olmak iizere, eger bir a elemani R
bagintisi altinda S bagintisina tasiniyorsa (aRS), o zaman hicbir b elemant yoktur ki b elemani S bagintist
altinda R’ye tasinsin. (bSR).

Kanit. Aksine, aRS ve bSR, yani (a,S) € Rve (b,R) € S olsun.
Se{(a,SYeRe(b,R)ES.

Bu durum, Temellendirme Aksiyomu ile celisir. O

Sonug 1.

Temellendirme Aksiyomunu varsayalim. O zaman St(A) = @.

Bu durum, sezgisel kavrayisimiz ile matematiksel modelimiz arasinda oldukga ciddi bir uyumsuzluk
oldugunu gosterir. Sonug olarak, eger veri dizgiler gibi kendine referans veren sistemlerle calismak istiyorsak
Temellendirme Aksiyomu cok da isimize yaramiyor.

2. Kiimelerin Resmini Cizebilir misin, Abidin?

Burada cizmek istedigimiz kiimeler, ilkokuldaki gibi elmalar, armutlar iceren Venn diyagramlar1 degildir.
Ciinkii bu tiir ¢izimler, “elma” kiimesinin icindeki molekiilleri, onlarin icindeki atomlar1 ve atom alti
parcaciklari bize gosteremez. Elma 6rnegini bir kenara birakalim; ¢cok daha iyi bildigimiz bir kiimenin
resmini ¢cizmeyi deneyelim.

Dogal sayilarin insasindaki ana fikir, n dogal sayisini, n elemanli bir kiime olarak tanimlamaktir. Bu
fikri kullanirken, elimizdeki tek kiime olan bos kiimeye ardil islemi uygulayarak kiimedeki eleman sayisini
artiririz.

Tanim 3.
x bir kiime olmak iizere s(x) = x U {x}.

0=¢

1 =s(0)={0}uU0 = {#}
2=s5(1)={1}ul=1{@ {1
3=35(2)={2}v2=1{0,{0},{0,{01}}
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Kiimelerin elemanlarini yonlendirilmis dogru parcalar1 (oklar) ile temsil ettigimizde ortaya ¢ikan yapi bir
aga¢ olusturur. Ornegin, 2 kiimesinden {1} ve 1 kiimelerine dogru ¢izilen oklar, 2 kiimesinin tam olarak {1}
ve 1 elemanlarina sahip oldugunu gosterir.

2.1. Temellendirme Karsiti Aksiyomu (TKA)
Karsit Temellendirme Aksiyomuna ge¢meden dnce Aczel’in terminolojisindeki 6nemli tanimlar1 verelim.

« Yonlii bir cizgede,herhangi bir ny noktasindan baslayip ¢izgenin her noktasina bir yol varsa erisilebi-
lir (ing. accessible) olarak adlandirilir.

no —_ nl —_— s —> n
+ Bir cizge icin siisleme (ing. decoration), ¢izgenin her noktasina bir kiimenin atanmasidir.

Bir erisilebilir cizge icin eger icinde sonsuz yollar veya dongiiler yoksa iyi temellendirilmis (ing. well-
founded) olarak adlandirilir. Mostowski'nin Cokertme Lemmasi (ing. Collapsing Lemma), her iyi temellen-
dirilmis cizgenin tek bir siislemeye sahip oldugunu belirtir.

Karsit Temellendirme Aksiyomu: Her isaretli erisilebilir ¢izge benzersiz bir kiimeyi temsil eder.

Aczel'in Temellendirme Karsitt Aksiyomu (TKA), her isaretli ve erisilebilir ¢cizgenin, iyi temellendirilmis
olsun ya da olmasin, tekil bir kiimenin resmini verdigini belirtir. Temellendirme Karsitt Aksiyomu’nun iki
sonucu vardir: varlik ve tekillik.

+ Her isaretli erisilebilir ¢izgenin bir siislemeye sahip oldugunu garanti eder (bu da iyi temellendirilmis
olanlar disinda kotii temellendirilmis kiimelerin de var olmasina yol acar)
« Higbir isaretli ve erisilebilir ¢izgenin birden fazla siislemeye sahip olamayacagini belirtir.

ZFC’den Temellendirme Aksiyomu’'nu cikarip (ve bu sekilde ortaya cikan sisteme ZFC™ ile gosterilir)
TKAy1 ekledigimizde Hiperkiime Teorisi (ing. Hyperset Theory) elde edilir.

Ornek 2.
iki iyi temellenmemis (non-well-founded) kiimeyi ele alalim:
a = {Zermelo,a}, b = {Zermelo, b}.
Peki, a ve b kiimeleri esit midir degil midir?
Iyi temellenmis kiime kuraminda, bu tiir bir sorunun cevabi kolayca, Esitlik Aksiyomu (ing. Axiom of

Extensionality) uygulanarak elde edilir: Iki kiime, ancak ve ancak ayni elemanlara sahiplerse esittir.
Ancak mevcut durumda, bu aksiyom yalnizca su sonuca gotiiriir:

a = b ancak ve ancak a = b.
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Dolayisiyla, iyi temellenmemis kiimeler s6z konusu oldugunda Temellendirme Karsit1 Aksiyomundan
yararlanmakta fayda var.

Zermelo

Her iki kiime de ayn1 ¢izgeyi olusturur. Sonugc olarak, bu iki kiime (KTA) ayni tek kiimedir.

2.2. Peki Russell Paradoksuna Ne Oldu?
Temellendirme Karsit1 Aksiyomundan sonra su sorular aklimiza gelebilir:

Russell paradoksu ve kendini referans veren diger paradokslar ne olacak? Temellendirme
aksiyomu bizi bu tiir seylerden kurtarmak i¢in alinmamig miydi1? Karsit Temellendirme Aksi-
yomunu kabul edersek bunlar geri gelmez mi?

Kendini iceren bir kiime 6rnegi denilince akla genellikle “tiim kiimelerin kiimesi” gibi Russell kiimeleri
gelir. Ancak daha basit 6rnekler de vardir. Ornegin:

x =1{1,x}

seklinde kendini iceren daha basit kiimeler de bulunur. Kendini igeren kiimelere dair dogal 6rnekler
vardir ve bu o6rnekler tanidik hale geldikce yapay olmaktan cikarlar. Bu boliimde, iyi-temellendirilmemis
kiimelerin tutarsiz olmadigini, aksine tutarh bir sekilde var olabileceklerini gosterecegiz.

Herhangi bir b kiimesi verildigini varsayalim, ister iyi-tanimlanmis ister iyi-tanimlanmamis olsun.
Secim Aksiyomu, b icindeki istedigimiz alt kiimeleri segmemize izin verir.b kiimesi icin Russell kiimesini
asagidaki bicimde olusturabiliriz:

zp={x€b|x¢&ux}

Russell'in argiimanina tekrar dénecek olursak, z;, € z, ve z, & z;, arasinda bir celigki ortaya ciktigini
biliyoruz. Ancak iyi temellendirilmemis kiimeleri iceren teorilerde, z, € z, miimkiin oldugu i¢in bu
durumda bir celigki olusmaz. Ciinkii artik z,, € z, = z;, & z, olmasi gerektigine dair bir zorunluluk yoktur.

Asagidaki tabloda bazi iyi temellendirilmemis kiimeler icin z, kiimelerini bulalim.

b zp={x€b|x¢&x}
Q= {Q} )
b ={1,b} {1}
b ={0,{1,b}} {0,{1,b}}

Son 6rnegin biraz kafa karistirici oldugunu kabul etmek gerekir. b = {0, {1, b}} kiimesi iyi temellendiril-
memistir; ancak buna ragmen, iyi temellendirilmis bir kiime gibi z, = b sonucu ortaya ¢cikmigtir. Bunun
sebebi, diger kiime 6rneklerinde dogrudan kendilerini icerirken (b = {1, b} gibi), b = {0, {1, b}} kiimesi
dolayli olarak kendisini igerir (elemanin elemani olarak). Hatta boyle kiimeleri incelemek icin asagidaki
gibi kiimeler insa edilebilir:
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Tanim 4.
X ve z birer kiime olsun. Bu durumda asagidaki kosullardan en az biri saglaniyorsa, z kiimesine x’in bir
bileseni (ing. constituent) denir ve bu iligski z €* x seklinde gosterilir.

o z, x kiimesinin bir elemanidir: z € x,

» z, x kiimesinin bir elemaninin elemanidir: z € ¢, ve t, € x,

 z, x kiimesinin bir elemaninin, bir elemaninin, ..., bir elemaninin elemanidir; yaniz € t, € t; € --- €
t, € x olacak sekilde bir zincir mevcuttur ve bu zincir sonsuza kadar devam edebilir.

Bu tanim sayesinde, Russell kiimelerini agagidaki sekilde revize ederek yeniden inceleyebiliriz.

w,={x€b|x¢& x}
v, ={x€"b|x¢&" x}

Buradan z;, hakkinda bazi ¢ikarimlarda bulunabiliriz.

Sonuc-1. b iyi temellendirilmemis bir kiime olmak {izere, z, & b.

Sonuc-2. b iyi temellendirilmemis bir kiime olmak {izere, hicbir kiime tiim alt kiimelerini eleman
olarak iceremez.

Sonugc-3. b iyi temelli bir kiilme olmak iizere z, = b.
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