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Bu yazida Kartezyen diizlem R?'deki herhangi bir (x,y) € R? noktasini karmasik diizlemdeki z : =
x + iy € C noktasina esleyerek ve karmasik sayilarin iizerindeki standart toplama ve ¢arpma islemlerinin
ozelliklerini kullanarak diizlem geometrisindeki birtakim sonuclari elde edecegiz. Bu sonuglar bir {icgenin
alanini kenar uzunluklari cinsinden veren Heron formiilii, kdseleri ayni1 ¢cember iizerindeki bulunan
bir doértgenin kenar uzunluklarinin saglamasi gereken sart1 belirten Batlamyus Teoremi ve herhangi bir
dortgeninin kenarlar: iizerinde kurulan karelerin merkezleri karsilikli birlestirildiginde olusan dogru
parcalarinin uzunluklarinin esit oldugunu ve birbirlerine dik olduklarini sdyleyen Van Aubel Teoremidir.

1. Karmasik Sayilar

1.1. Karmasik Sayilarin Tanimi
Bu kisimda karmasik sayilarin tanimini yapacagiz. Karmasik sayilari olusturan temel fikir gercel say1 sistemi
R’ye i = —1 denklemini saglayan bir say1 ilave etmektir. Hicbir gercel sayinin bu denklemi saglayamayacagi
asikardir, zira x € R ise x2 > 0 oldugundan x> + 1 > 1 > 0 olur. Yani x € R oldugunda hi¢bir zaman
x? + 1 = 0 olamaz. Gergel sayilar kiimesine dahil olmayan bu “farazi” i sayisina sanal (imajiner) say1
denir.

Gergel sayilar kiimesi R’ye i2 = —1 denklemini saglayan sanal bir i sayisi eklersek

n
R[] :={)] ai* : gy €R,i® =1}
k=0

halkasini elde ederiz. Bir p(x) = ZZ:O a,x* polinomunun derecesi deg(p) > 2 ise bolme algoritmasi
uygulayarak
p(x) = (x* + 1)q(x) +r(x)

elde edilir ki burada g bir polinom ve r derecesi en fazla 1 olan bir polinomdur, yani a,b € R olmak {izere,
r(x) = bx + a seklindedir. Bu durumda

p() = ) i = (@ + 1)q() +r(i) = r(i) = a +ib
k=0

saglanir. O halde "
R[] :={) ai* 1 gy €R,i®=1}={a+ib: a,b € R}
k=0
dir. Bu say1 sistemine
y C:=R[i]={x+iy: x,y eR}

karmagik sayilar sistemi denir.

Bir z € C karmasik sayisinin, a, b € R olmak iizere, z = a + ib seklinde tek bir gosterimi vardir, yani
a;,by,a,,b, € Rikenz = a; +ib; = a, +ib, ise a; = a, ve by = b, saglanirkibudaa,b € R,a+ib =0=
a = b = 0 olmasina denktir: Varsayalim ki a + ib = 0 fakat a # 0 veya b # 0 olsun, genelligi kaybetmeden
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b # 0 varsayabiliriz, o halde ib = —a =i = —% > Z—z =-1= (%)z,yani birr = % € R icin r? = —1 olur ki
bu da bir celigki dogurur. O halde a + ib = O ise a = b = 0 olmalidir.

Karmasik sayilar kiimesinde iki tane x; + iy, x, + iy, sayilar1 aldigimizda onlarin toplamini asagidaki

gibi yapariz: . ; .
Oer +iy1) + (X3 +0y2) = (X1 + X2) + i(y1 + y2).

Ornek 1.
zy=1+3ivez, =4—2iise

z1+2,=14+4)+iB3+(=2))=5+1

olur.

Carpmay1 da en dogal sekliyle asagidaki gibi yapabiliriz:

(a1 + iy +12) = XX + D01y + 91X + P21y, = (XX = y12) + i(6y2 + Xo)1)

Ornek 2.
z;=2+3ivez, =3+4iise

212, = (2.3 =34)+i(2.443.3) = -6+ 17i

olur.

Bu iglemlerle (C, +, -) kiimesi bir cisim olusturur: Yani (C, +) degismeli bir gruptur, ayni sekilde (C — {0}, -)
de degismeli bir gruptur ve toplama islemi ¢carpma iglemi {izerinden dagilma 6zelligine sahiptir:

zo(z1 + 22) = (21 + 22)Z¢ = 2021 + 2922 V2o, 21,2, €EC
denklemi saglanir.

Bir z = x + iy karmasik say1si icin x’e z'nin gercel kismi(ing. real part), y’ye de sanal kismi(ing.
imaginary part) denir ve
ginary part x=R@) y=5@)

seklinde gosterilir. Tki karmasik say esittir ancak ve ancak gercel ve sanal kisimlari birbirine esittir. Bir
z = x + iy karmasik sayisi verildi§inde Z = x — iy karmagik sayisina z’'nin karmasik eslenigi(ing. complex
conjugate) denir. Karmasik eslenik almanin toplama {izerinde dagildig: asikardir:

Z1+2,=21+2,

Karmasik eslenik alma carpma tizerinde de dagilir:

(2122) = (X1X3 — y1¥2) + i(X1Y2 + Xo01) = (X1X — Y1) — i(X1Y2 + X2)1)
= (X1X3 = y1¥2) + i(x1(=y2) + x2(=y1)) = (X1 — iy1)(xXy — iy2) = 212,

Bir karmasik say1 gercgeldir ancak ve ancak karmagik eslenigi kendisine esittir. Daha genel olarak bir
karmasgik sayinin gercel ve sanal kisimlarinin kendisi ve eslenigi cinsinden ifadesi asagidaki gibidir:

z+Z AA

e
;. S@=—;

Karmasik eslenik iki karmagik sayiy1 birbirine bélmek istedigimizde cok isimize yarar, ¢linkli z = x + iy
icin

R(z) = ) 1)

zZ=(x+iy)(x—iy) =x*+y*€R (2)
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oldugundan z; = x; + iy, z, = X, + iy, verildiginde eger z, # 0 ise

o_x + 1y, _ (X1 + iy1)(x; —iy,) _ (X1x2 + y1y2) + (X201 — X1¥2)
Zy  Xp+iyy (X +iy)(xp —iy,) x% + y;

gerceklesir.

Ornek 3.

zy=34+4ivez, =2+1iise z (3.2+4,1)+i(4.2—3.1)_

2+
Z, 22 4+ 12

olur.

Karmasik sayilar kiimesi C’yi Kartezyen diizlem R? olarak gérmek ¢ogu zaman biiyiik avantaj saglar. Bu
asagidaki eslestirmeyle saglanir:
336 ¥ yie sag x+iy €C «— (x,y) € R?

Bu eslestirmeyle R? Kartezyen diizlemindeki y ekseni sanal eksene doniisiir. Karmasik sayilar kiimesi
C’nin bu eslestirme kullanilarak yapilan geometrik gosterimine karmasik diizlem(Iing. complex plane)
denir.

iR
T iz=zc+iy
)
oN-s 2 R
—zy ..................... :E:.’L'_Z'y

1.2. Mutlak Deger

Karmagik sayilar kiimesi C’yi R? Kartezyen diizlemi ile 6zdeslestirdikten sonra R?’ye konulan norm C’nin
izerine de dogal olarak konulabilir:

z =x+ iy € C olsun,
1z] =II (x,¥) ll= Vx% + y?

seklinde tanimlanan |z| niceligine z’nin mutlak degeri(ing. absolute value) denir. Mutlak degerin en
onemli 6zelligi pozitif bir nicelik olmasidir. Yani |z| > 0 esitsizligi biitiin z € C icin saglanir. Ayrica |z| = 0
dir ancak ve ancak z = 0 dir. Bir 6nceki kisimdaki (2) no’lu denklemden |z| ile z'nin karmasik eslenigi
arasindaki agagidaki miinasebet aninda farkedilir:

|z|2 =z.z
Bu denklemden ve (2) numarali denklemden | - | niceliginin de carpma iizerinden dagildigini rahatlikla
gorebiliriz:

2 S— _ _ 2 2
1Zz125]" = (2122)212, = (2122)2125 = 2121222, = |Z1]” | 23] (3)

Ayrica _
12| = |=|

oldugunu gormek zor degildir.
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Ornek 4.
zy =3+4ivez, =2+ iise

lzo] = 3+4i| =V32+ 42 =+o+16=25=5

v = 2+ =VE T =Var1=13

dir.

Bu || niceligine mutlak deger denilmesi tesadiif degildir zira R’deki mutlak degerin bir nevi genisle-
mesidir: Eger z = x + iy’de y = 0 alinirsa |z| = V/ x2 = |x| olur. Gergel sayilar R’deki mutlak deger licgen

esitsizligi dedigimiz asagidaki esitsizligi saglar:
lx+yl < Ix[+|y] Vx,y €R

Aymni esitsizligin dogru olmasini karmasik sayilarda da bekleyebiliriz:

Teorem 1. (Ucgen Esitsizligi)
|21 + 22| < |z1| +|22] Vz1,2,€C

Kanait. 2 _ _ 2 - - 2
121 + 251" = (21 + 22)(Z1 + 25) = |21 + 2125 + 2,21 + |2,
Bir 6nceki kisimdaki (1) no’lu denklemden (z = z,Z, alinarak)

Z122 + 2221 = 29{(Z122)

ve her z € Cigin
| R(2) IS VR@)? + (S(2)2 = |z

oldugundan ve (3) no’lu denklemden

2 2 2 _

|21 + 22|" = |z1]" + |22]” + 2R(z:2,) <
2 2 _

|Z1]" + 22| + 2|(z12,)| =

2 2
1Z1|” + |22|” + 2121] |Z2] = (|121] + |22])?

elde edilir ki bu da {icgen esitsizligini kanitlar.

|Z;+22|S‘2’1‘+‘Z2‘

-R
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1.3. Kutupsal Gésterim

Karmasgik sayilar kiimesi C’yi Kartezyen diizlem R? ile 6zdeslestirdikten sonra R? iizerindeki kutupsal
koordinatlar1 C iizerine de koyabiliriz. Ik énce kutupsal koordinatlar1 hatirlayalim: (x, y) € R? icin

x=rcosf, y=rsinf

olarak yazdigimizda r = 4/x2 + y2, (x, y)’'nin orjine olan uzakligini ve 6 ise x-ekseni ile yaptig1 agiy1 verir.
Eger z = x + iy i¢in yukaridaki denklemden x ve y’yi yerine koyacak olursak

z=Xx+1iy=rcosb +irsinf =r(cosf +isin )
elde edilir. r = 4/x2 + y2 = |z| oldugu hatirlanirsa
z = |z|(cosB +isin0O)

olur.

) o z=x+t1y
iy = irsind

0 x = rcost R

Bir karmasik sayinin bu sekilde yazilmasina onun kutupsal gésterimi(ing. polar representation) denir.
Kutupsal gosterimdeki cos 6 + i sin 6 karmasik sayisina z’nin kutupsal kismi denir, 6 niceligine ise z’nin
argiimani(Ing. argument) denir, 6 = arg z seklinde gosterilir. Burada birkag karmasik sayinin kutupsal
gosterimlerini 6rnek olarak vermekte fayda vardir:

Ornek 5.
En basit karmasik say1 z = 1 ile baglayalim:

z =1 = 1(cos(0) + i sin(0))

oldugundan 1’in kutupsal gosterimi
5 psate 1 = cos(0) + i sin(0)

seklindedir. Sonraki dogal 6rnegimiz z = i imajiner sayisidir:
: T, .. T
z=1i= 1(005(5) + lsm(E))

oldugundan i’in kutupsal gosterimi P T
i= cos(E) + isin(E)

seklindedir. Bir bagka ornek de z = 1 + i sayisidir. Onun da kutupsal gosterimi
1+i= \/E(cos(%) + isin(%))

seklindedir.
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Bir z karmasik sayisinin kutupsal kismi olan cos 6 + i sin 6 karmasik sayisini bir sonraki boliimde daha
ayrintili inceleyecegiz. Bu z = cos 6 +i sin 6 karmagik sayisinin mutlak degerinin 1 oldugu aciktir. Kutupsal
koordinatlar1 kullanarak tersini de sdyleyebiliriz: Mutlak degeri 1 olan her z karmasik sayisi cos 6 + i sin 6
seklinde yazilabilir.

1.4. Euler Formili

Bu kisimda cos 6 + i sin 6 sayisini inceleyecegiz. Trigonometrik fonksiyonlar cos € ve sin 6’y1 Analiz dersle-
rinden hatirlayalim: Her iki fonksiyon da sonsuz kere tiirevlenebilir ve her yerde mutlak yakinsayan Taylor
serisine sahiptir. Taylor seri acilimlar1 asagidaki gibidir.

_ k
cosf = Z( 1) —— (2k)'

k 92k+1

sind = Z( Qk +1)!

Yukaridaki Taylor serileri mutlak yakinsadig icin toplam siralarini degistirebiliriz. Serileri cos 6 + i sin 6

ifadesine koyarsak
o ( v 2k ) ( ( )k 62k+1 )
0 0= E — E
cosO +isin (-1) 0! Ty

elde edilir. Terimleri 6'nin kuvvetlerine gore yeniden siralarsak

92 @2k+1 ) g2 .93 o4
(Z( 1)k(2k)')+z(2(— )k(zk ))—1+16—E—z§+z+-~

elde edilir.
Ustel fonksiyon e*’i hatirlayalim: Ustel fonksiyonun da Taylor serisi mutlak yakinsaktir ve Taylor seri
acilimi asagidaki gibidir:

O halde yukaridaki son ii¢ denklemi birlestirirsek asagidaki Euler' Formiiliinii elde ederiz:
e = cosf +isin6
Euler Formdiliinii bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii olarak elde etmek de miimkiindiir:
z(0) = cos(8) + isin(B)
fonksiyonunun tiirevi

z/(0) = —sin(B) + i cos(8) = i(cos(0) + i sin(B)) = iz(6)

VErir. Yani Z’(@) _ 12(6) -0

diferansiyel denklemi saglanir. Bir ‘c’ sabiti icin

Zz'(6) —cz(6) =0

'Leonard Euler(1707-1783):Matematiksel Analiz ve Mekanik sahalarina 6nemli ve derin katkilari ile bilinen biiyiik Isvicreli
matematikci
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diferansiyel denklemini ¢zerken esitligin her iki tarafini ‘e=°®” ile carpip denklemi
e=%(z'(8) — cz(8)) = (e~Fz(8)) =0
haline getirdigimiz gibi burada da ¢ = i alip
e ©(2/(8) — iz(6)) = (e7z(0)) =0
—if

elde ederiz. Bu durumda e~ z(8) fonksiyonunun tiirevi 0 oldugundan sabit fonksiyon olmalidir ki bu da

e 92(0) = C = z(8) = Ce®®
verir. Buradaki C sabiti 8 = 0 degeri konularak bulunabilir:
2(0) = cos(0) + isin(0) =1 =Ce® =C

Yani C = 1 olmalidir. Buradan d '
ani OURALAIL BUrAdan a6y = cos(@) + i sin(6) = €'

elde edilir.

Euler Formiiliinde 6 = 27 alinirsa i
et =1

elde edilir. Bu denklemden 0 amicomi . 2o i
e =e =e e =1l=e

elde edilir. Son iki denklemi 6telersek, yani defalarca kendi kendine uygularsak
™M =1 VneZ (5)
elde ederiz. Kutupsal gosterimdeki cos 8 + i sin 8 yerine Euler Formiiliinden e® konulursa
z = |z|e®

elde ederiz. Yukaridaki (5) no’lu denklemden dolay1 argz = 6 + 27n, n € Z alinabilir, yani argliman
cok degerli bir nicelik olur ki bu da onun iyi tanimli olmasini engeller. Bu tuhaf durum genelde argiiman
icin uzunlugu 27 olan bir aralik belirlemek yoluyla diizeltilir. Genelde —7 < argz < 7 olarak belirlenen
arglimana Asli Argiiman(ing. principal argument) denir ve 6 = Arg(z) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 6.
z = i karmagik sayisinin mutlak degeri |i| = 1 ve asli arglimam Arg(i) = % dir. Ayni sekilde z = —i

karmasik sayisinin da mutlak degeri |—i| = 1 ve asli argiiman1 Arg(—i) = _Tﬂ dir.

Iki karmasik say1 z;, z, € C’nin argiimanlari esittir ancak ve ancak bir n € Z icin arg z; — argz, = 27n
dir. Tki karmagik say1 z;, z, € C alahm:
6, i0,

z; =|z;|e Z; = |z;|e

oldugundan

i(0:+6;) — i(6,46,)

z1Z, = |z1| |z2| e |12, | e

olur. O halde
arg(z,z,) = arg(z;) + arg(z,)

olur. Yani iki karmasik sayiy1 carpmak geometrik olarak mutlak degerlerini carpip, arglimanlarini toplamak

demektir. Dikkat ediniz ki “arg” fonksiyonu da tipki R’deki logaritma fonksiyonu gibi carpimlari toplam-

lara doniistiiriir. Ayn sekilde iki karmagik say1 z; ve z,’nin(z, # 0 olmak {izere) oranlarinin argiimani

arglimanlarinin farkidir:

Arg(%) = Arg(z,) - Arg(z)
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saglanir. Euler formiiliiniin bir sonucu da “De Moivre"(d6 muavr) formiilii olarak bilinen asagidaki formiil-

diir: . ino .
(cos@ +isin0)" = e = cos(nd) +isin(nd) VneN

2. Karmasik Diizlemde Geometri

2.1. Capraz Oran

Ayni dogru iizerinde bulunmayan ii¢ noktadan bir cember gectigini biliyoruz. Bu durumda verilen ve ayni

dogru iizerinde olmayan z,, z, ve zz; € C noktalarini alalim. Burada z;, z, ve z; € C noktalarinin ayni

dogru iizerinde bulunmamasi kosulunun z; — z;’in z, — z;’in gercel kati olmamasi sartina yani EAgR
Zy—2Z1

sartina denk oldugunu gérmek okur icin zor olmamalidir. Bu sart ise

<Zz_Z1> # Z— 2
A=(23—21)(2, = 21) — (23— Z1)(2, —21) # 0

olmasina denktir. Bu z;, z, ve z; € C noktalarindan gecen ¢ember iizerinde bir z € C noktasi alalim.
Cember geometrisinden bildigimiz {izere zz, dogrusu ile z;z, dogrusu arasindaki a¢1 zz; dogrusu ile z;z3
arasindaki aciya esit olmalidir. Burada zz, dogrusu ile z; z, dogrusu arasindaki aci

)

=

Arg( h”z

Z— 2

dir. Ayni sekilde zz; dogrusu ile z;z; dogrusu arasindaki ac1

)

Z3—Z

A
rg(z3 —

dir. O halde bu iki sayinin asli argiimanlarinin esit olmasi icin oranlarinin gercel olmasi gerekir, yani

Z— 2z,

Z—Z3
)i ( JER
21— 2y 21— 23

olmalidir. Yani z,z;, z, ve z; € C ayn1 cember {izerindedir ancak ve ancak

. Z—Zz . Zl_ZZ
O(z,zl,ZZ,Zs)-=(Z Z)-(Z Z)GR
—Z3 123
saglanir. Burada o Zy—zy 7 — 7,
0(2¢, 21, 22, 23) -=(Z ~ ) : (z 2
0— 23 1~ 23

oranina z,z;,2, ve z; € C'nin ¢apraz orani (Ing.“cross ratio”) denir. Bu durumda z,z;,z, ve z; € C ayni
cember iizerindedir ancak ve ancak O(z, z;, z,,23) € R &

O(Zy Z]7 ZZ: Z3) = O(Z’ Zly Z2’ Z3)

Z—2y 21— 2, Z—2y, 2, — 2,
)1 ( ) =( ) 1 ( )
Z— 25 Z, — 23 Z— 25 Z]— 23
< (Z—Zz)(2—23)_(2—22 Z—Z3)
Z1— 2, 21— 23" 21 —Z, Z; — Z3
olur.

2.2. Batlamyus Teoremi
Verilen herhangi z,, z,, z3, z4 € C karmasik sayilari icin

(21 = 22)(23 — 24) + (23 — 2,)(24 — 21) = 2325 — 2124 — 2223 + ZaZ5 + 2324 — 2325 — Z3Z5 + 2527)
=212y — 2124 + 2324 — 2323 = 21(25 — Z4) — 25(23 — 24) = (21 — 23)(2, — 24)
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0zdesliginin gecerli oldugunu gormek zor degildir.
B (21 — 20)(23 — 24) + (23 — 25)(24 — 21) = (21 — 23)(2; — 24)
0zdesligini licgen esitsizligi ile birlestirirsek her z,, z,, z3, z, € C icin saglanan
|Z1 = 25| |23 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| 2 |21 — 23] |25 — 24]

esitsizligini elde ederiz. Bunun geometrik anlami z;, z,, z3, z, € C karmasik sayilarini sirastyla A(x;, y;),
B(x,,¥,), C(x3,3), D(x4,y4) € R? noktalari ile dzdeslestirirsek

|AB| |CD| + |BC| |AD| > |AC| |BD|
seklinde elde edilen “Batlamyus? esitsizligi” dir. Bu esitsizligin esitlik hali, A, B, C ve D noktalar1 ayni

cember iizerinde ise saglanir ki buna da “Batlamyus Teoremi” denir:

Teorem 2. (Batlamyus Teoremi)

Birbirlerinden farkli z,, z,, z5, z4 € C karmasik sayiari verilsin 6yle ki z,, z3, z, € C sayulart ayni dogru
iizerinde bulunmasin. O halde z,, z,, z3, z4 € C karmasik sayilart ayni cember iizerindedir ancak ve ancak

|21 — 25| |25 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24|
saglanir.
Kanit. Yukaridaki
(21 = 22)(23 — 24) + (23 — 22)(24 — 21) = (21 — 23)(22 — Z4)
0zdesligi ile baslayalim. Bu 6zdeslikte her iki tarafi (z; — z,)(z4 — z;) ile bolersek

(21 — 22)(23 — 24) _ (21— 2z3)(22 — 24)
(z3 — 25)(z4 — 21) (23 — 25)(24 — 21)

elde edilir. Bu denklem ise
—0(21,23,23,24) + 1 = 0(24, 23, 23, 24)
denklemine denktir ki burada

Zy — 23 Z1 — 2y

)< (

0(z4,25,23,24) .=
(15 2943 4) (22_23 ZZ—Z4

Z1, Z5, Z3, 24 € C karmagik sayilarinin carpraz oranini gostermektedir. Bu durumda z,, z3, z, ayni dogru
tizerinde olmadigindan, z;, z,, z3, z4 € C ayn1 cember {izerindedir ancak ve ancak O(z;, z,, z3,24) € R
ve O(z1, 23, 25, 24) € R. Burada Arg(O(zy, z, 23, 24)) = 0 oldugundan O(zy, z,, z3, z4) > 0 yani pozitif bir
gercel sayidir. O halde Arg(O(z;, z3, 25, 2z4)) = 7 olur ki bu da O(z,, z3, 25, 2z4) < 0 ve —0O(zy, 23, 25,24) > 0
olmasi1 demektir. Yani eger zy, z,, z3 ve z, ayni cember iizerinde iseler

| —O(Zl,Z3,Zz,Z4) +1 |=| _O(ZI,Z3,Z2,Z4) | +1 =| 0(21’22,23724) I

gl kibud
saglanir i bu da |Z1 — 25| |25 — 24| + |25 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24]

olmasina denktir. Tersine olarak eger
|21 — 23] |23 — z4| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24]

saglanirsa B B
| —O(ZI,Z3,Zz,Z4) +1 |_| _O(Z17Z3’ZZ9Z4) | +1 _l 0(21322,23524) |

gerceklenir ki buradan da iicgen esitsizliginin tersi kulanilarak (yani eger |z; + z,| = |z;| + |2, ise 2 € R*
22

2Batlamyus ya da Ptolemy(MS100-170): Kiiresel geometrinin temellerini ortaya koydugu “Almagest” adli eseriyle {inlii Iskenderiyeli
matematikci
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oldugundan) —0(z, zs3, 25, z,) € R* elde edilir. Bu ise z;,2,,z3 ve z, noktalarinin ayni cember tizerinde
olmasi demektir. Yani z,, z,, z3, z, € C ayn1 cember {izerindedir ancak ve ancak

|—0(21, 23, 23, 24)| + 1 = |O(21, 23, 23, Z4))|
saglanir ve bu da ancak ve ancak
|Z1 — 25| |23 — 24| + |23 — 22| |24 — 21| = |21 — 23| |22 — 24

esitligi saglanirsa gerceklenir. O

2.3. Heron Formiilu

A

Sekildeki ABC licgenine bakalim. Heron® formiilii ABC iicgeninin alanini kenar uzunluklari cinsinden
asagidaki gibi verir:

A(ABC) =Vs(s — a)(s — b)(s — ¢)

a+b+c ;.
di

ki buradaa = |BC|,b = |AC|,c = |AB|ves =
I¢ yarigap r ve yarigevre s cinsinden ABC {iggeninin alanini veren daha kolay bir formiil asagidaki gibi
elde edilir:

A(ABC) = A(BOC) + A(AOC) + A(AOB) = % + % + % = (= +§ <

Bu kisimda karmasik sayilar1 kullanarak, dahiyane bir fikir vasitasiyla r’yi a, b, c¢ ve s cinsinden bulacagiz:
Karmasik sayilar diizlemimizi merkezi A_n)oktasmda ve pozitif gercel ekseni AC dogrusu olacak sekilde
yerlestirdigimizi tahayyiil edelim: O halde AO vektorii bir u karmasik sayisi olarak goriiliip,

)=1rs

AO = u = |AH,| + ir = |u] ¢!

seklindedir. Ayni sekilde — ) 0
BO =v = |BH,| +ir = |v| e'?

ve — . i0
CO =w = |CH;3| +ir = |w|e™

elde edilir.
Simdi bu u,v ve w karmasik sayilarini ¢carptigimizda, 6; + 6, + 65 = % oldugundan dolay1
uvw = (|AH,| + ir)(|BH,| + ir)(|CHs| + ir) = |u] |v] [w] e'©102+63)
= [ul |v| |w|e> = i|ul |v] |w]

elde edilir.

Asagidaki denklemlerden
|AH,| + [CH3| = b

3Heron(MS10-70): Geometri ve Mekanige katkilariyla bilinen Iskenderiyeli matematikci
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|BH2| + |CH3| =a
|AH,| + |BH,| =c

|AH,| + |BH,| + |CH3| = s ve |AH,| = s — a, |[BH,| = s — b ve |CH3| = s — c elde edilir.
O halde
Ruwvw) =R(s—a)+ir)((s—=b)+ir)((s—c)+ir)) =0
dir. Bu ii¢ karmasik say1 u,v ve wnun ¢arpimina bakalim:

((s—a)+ir)((s=b) +ir)((s—c)+ir)
=[((s=a)(s=b)=r>)+i(r(s—a)+r(s=b)]((s —c) +ir)
=[((s —a)(s = b) = r*)(s —c) = r(r(s — b) + r(s — @))]
+i[(r(s = b) + r(s — a))(s — ¢) + r((s — a)(s — b) — r?)]
O halde buradan
Ruvw) =(s—a)s—=b)(s—c)—r’(s—a+s—b+s—c)=0
elde edilir. Buradas —a+s—b+s—c=3s—(a+b+c)=3s—2s = soldugundan

(s—a)(s—b)(s—c)

S

(s—a)s=b)(s—c)—r’s=0=>r>=

elde edilir. Bu da Heron formiiliinii verir:

A(ABC) =rs = \/(S —a)s ; b)Gs — C)s =s(s—a)(s —b)(s—c)

2.4. Van Aubel Teoremi

Belgikali matematik¢i Henri Van Aubel* 1878 yilinda, diizlemde verilen herhangi bir dértgenin kenarlari
iizerine kurulan karelerin merkezlerini karsilikli olarak birlestiren dogru parcalarinin esit uzunlukta
oldugunu ve bu dogrularin birbirlerine dik olduklarini ispatladi. Bu kisimda bu teoremin karmasik sayilarla
yapilan bir ispatini gorecegiz: Yukarnidaki sekildeki ABCD dortgenini karmasik diizlemimize A noktasi
orjin 0 noktasina gelecek sekilde yerlestirelim. Burada B noktasi 2a € C karmasik sayisi, C noktasinin B
noktasindan farki 2b € C karmasik sayisi, D noktasinin C noktasindan farki 2c € C karmasik sayisi ve A
noktasinin D noktasindan farki 2d € C karmagik sayisi olsun. Bu durumda

2a+2b+2c+2d=0=>a+b+c+d=0

saglanir.

4Henricus Hubertus (Henri) Van Aubel (1830-1906): Sentetik Diizlem Geometrisiyle ilgili ilging teoremleri ile bilinen Belgikali
matematikci
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Bu teoremi ispatlarken diizlemde iki dogru parcasinin ayni uzunlukta ve birbirine dik olmasinin
karmasik sayilar cinsinden karakterizasyonunu kullaniyoruz: Bir AB dogru pargasi, eger A noktasinin
diizlemde karsilik geldigi karmasik say1 z; ve B noktasinin diizlemde karsilik geldigi karmasik say1 z, ise
AB = z, — z; olur. Ayrica CD = z, — z; olsun. O halde eger z, — z; = i(z4 — z;) ise z, — z; = r1€/% ve

'e..
Z, — 22 = 1,e'?2 icin
4T BRI o i6 o i6, _ . i(62+7)
Z, — 2z =1t = e 2r,e'”2 = rye 2

oldugundanr; =r,ve 6, = % + 6, olmalidir. Yani eger z, — z; = i(z4 — z3) ise AB dogru parcasi CD dogru
parcasina dik ve bu iki dogru parcasi esit uzunlukta olmalidirlar. Benzer sekilde eger z, — z3 = i(z, — z;) ise
de ayn1 durum gerceklesir yani AB ve CD ayni1 uzunlukta ve birbirlerine diktirler. Tersi de dogrudur yani
AB dogru parcasinin uzunlugu CD dogru parcasininkine esit ve bu iki dogru parcasi birbirlerine dik iseler
Z, — z; = i(z4 — z3) veya z4 — z3 = i(z, — z;) olmalidir. Burada i ile carpma bir karmasik sayiy1 kendisine
dik olacak sekilde saat yoniiniin tersi yonde dondiiriir.

Simdi yukaridaki sekle geri donelim: A noktasi 0 yani orijin noktasinda oldugundan AB kenar1 {ize-
rindeki karenin merkezi O; noktasi a + ia € C karmasik sayisina karsilik gelir. Ayni sekilde BC kenar1
izerindeki karenin merkezi O, noktasi 2a + b + ib € C karmasik sayisina, CD kenar1 {izerindeki karenin
merkezi O3 noktasi 2a + 2b + ¢ + ic € C karmasik sayisina ve AD kenar1 lizerindeki karenin merkezi O,
noktasi ise —d + id € C karmasik sayisina karsilik gelir. O halde O,0; dogru parcasi

0,0;=2a+2b+c+ic—(a+ia)=a+2b+c+i(c—a)eC
ve 0,0, dogru parcgasi
0,0,=2a+b+ib—(—-d+id)=2a+b+d+i(b—d)eC
karmasik sayilarina karsilik gelirler. Burada O;05 dogru parcasini i ile carparsak
i0,0;=i(a+2b+c+ilc—a)=(a—c)+i(a+2b+c)eC
elde ederiz. Simdi a + b + ¢ + d = 0 oldugunu hatirlayalim:
a+b+c+d=0=>a+b+d=—c

ve buradan da
2a+b+d=a+(a+b+d)=a-c

elde edilir. Ayni sekildea + b +c = —d ve
a+2b+c=b+(a+b+c)=b—-d
elde edilir. Buradan da
i0,0;=(a—c)+i(la+2b+c)=2a+b+d+i(b—d)=0,0,

sonucu ¢ikar ki bu da 0,053 dogrusunun 0,0, dogrusuna dik oldugu ve |0;03| = |0,0,| oldugunu verir.
Boylece Van Aubel Teoremini ispatlamis olduk.
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