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Bu yazida size Einstein’in yakin bir dostundan bahsetmek istiyorum.
Tabii ki kendisinin tek 6zelligi Einstein’in dostu olmasi degil. Mate-
matik tarihinin altin isimlerinden biri olarak kabul edilen Kurt Gédel,
Aristo’dan bu yana en biiyiik mantikg¢i olarak anilir. Yaptigi calisma-
larla 20. ylizyil matematiginin seyrini degistiren Godel’in teoremleri
matematikciler kadar matematikci olmayanlarin da ilgisini cekmistir.
28 Nisan 1906 yilinda bugiin Cek Cumhuriyeti’nin oldugu Avusturya-
Macaristan bolgesindeki Briinn kentinde diinyaya geldi. Tekstil isiyle
ugrasan Rudolf Godel ve Marianne Gdodel ciftinin 2 oglundan kiiciik
olaniydi. Gengliginde etrafindakileri sonu gelmez sorularla bunalttig:
icin kendisine ‘Der Herr Warum’ yani ‘Bay Neden’ lakab1 takild1.

1. Egitim Hayati

18 yasinda abisinin arkasindan Viyana Universitesi’nde egitim gormeye
basladi. Burada Furtwingler, Hahn, Wirtinger, Menger, Helly gibi 63-
retmenlerden dersler aldi. Universitenin baglarinda hangi alanla ilgile-
necegi konusunda oldukga kararsiz olan Kurt, Furtwangler’in derslerin- Kurt Godel (1906-1978)

den cok etkilenmis ve matematige yonelme karar1 almistir. 1929 yilinda,

heniiz 23 yasindayken Hans Hahn'in danismanliginda doktora derecesini aldi. Birinci derece yiiklem
mantiginin eksiksiz (tam) oldugunu gosterdigi doktora tezi, daha sonra Godel’in Tamlik Teoremi olarak
anilacaktir.

Doktorasini tamamladigi yil babasini kaybeden Godel, Viyana Universitesi’nde Ogretim Uyesi olarak
calismaya devam etti, taa ki Avrupa’da diinya savasinin canlar1 calmaya baslayana kadar. O da diger
cogu bilim insan1 gibi Avrupa’dan Amerika’ya kacti. 1940 yilinda Princeton Ileri Arastirma Enstitiisii'nde
calismaya basladi. Princeton’da ileride siki bir dostluk kuracagi, hatta bu dostunun éliimiinden sonra onun
adin tagiyan bir 6diiliin ilkine layik goriilecegi Albert Einstein ile tanisti. Godel, Einstein’in genel gorelilik
kurami lizerine de 6nemli calismalar yapmuistir. Einstein’in kiitlecekim alan denklemlerine, ekseni etrafinda
donen bir evreni tanimlayan bir ¢6zlim getirir. Bu ¢coziimde evrenin doniisii, 15181 da birlikte siiriikler;
dolayistyla bir maddesel cismin, 151k hizin1 asmaksizin uzay-zaman icinde kapali bir zaman-benzeri egri (ing.
timelike curve) izlemesi, yani zamanda geriye gitmesi miimkiin hale gelir. Bu model, gorelilik kuraminin
belirli kosullarda zamanda yolculuga izin verebilecegini gostermesi bakimindan ¢arpicidir. Godel’in bu
coziimii, “Godel evreni” olarak bilinir ve donen, homojen ama gozlemlenebilir evrenimizle tutarsiz bir
yapiya sahiptir. Nitekim bu model, gbkbilimcilerin gdzlemledigi kiitlecekimsel kizila kayma verileriyle
celistigi icin fiziksel evrenin gercek yapisi olarak kabul edilmez. Yine de bu ¢6ziim, genel gorelilik kuraminin
zaman kavramina dair sinirlarini gozler oniine serdigi icin teorik fizikte biiyiik yanki uyandirmistir. Einstein
ise, kuraminin boyle sira dis1 ¢6zlimlere izin vermesinden rahatsizlik duymustur.

Zaman zaman ilgi alani felsefeye kayan Gédel, Leibniz ve Kant’in calismalarini okudugunda bu kisilere
hayran olur. Kendisinin Tanr1 varhgina dair ispat1 da vardir!'. Hatta iinlii mantik¢i Solovay, 1985’te yapilan

1Godel’in ontolojik ispati olarak bilinir.
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bir toplantida, Godel’den ‘therefore G exists’ yani ‘demek ki G vardir’ sozleriyle biten mektuplar almistir.
Burada G Ingilizce ‘God’ (Tanr1) kelimesinin bas harfi olmasi disinda Godel’in de bas harfi olmasi oldukca
ilgi cekici.

2. Temellerin Sarsilisi ve Eksiklik Teoremleri

Donemin matematikgcileri, saglam ve tutarl bir temel arayisi icindeydiler. Bu temel, hicbir celiskiye yol
agmamali ve matematiksel gergeklerin yapi tasini olusturmaliydi. Oyle ki Russell ve Whitehead, Princi-
pia Mathematica adli eserlerinde, matematigi mantiksal paradokslardan arindirmayi amaclayan, ‘Tipler
Kuram1’ adinda bir kuram gelistirmislerdi. Kitap o kadar temelden basliyordu ki ‘1 + 1 = 2’ 6nermesinin
kanitindan ancak 362. sayfada bahsedebilmiglerdi. Bir siireligine de olsa, bu dev calismanin amacina ulastigi
diistiniilmiistii. Ta ki Godel’in Eksiklik Teoremleri bu yapinin temellerini sarstig1 ana kadar...
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[ From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been]
defined, that 1 +1=2.

Principia Mathematica adli eserde 1 + 1 = 2 dnermesinin kanitindan bahsedilen yer

Hilbert’in onciiliiglinde calisan matematikgiler, tiim matematigi saglam, celigkisiz ve eksiksiz bir bi-
cimsel sistem olarak kurmay1 hedefliyorlardi. Hilbert’in iinlii “Bilmeliyiz, bilecegiz” slogani, bu iyimser
arayisin simgesiydi.

Ancak heniiz 25 yagindayken gen¢ Kurt Godel’in 1931°de yayimladig1 Eksiklik Teoremleri, bu programi
sarsicl bicimde altiist etti. Matematigin temelini olusturmasi umulan bu essiz yapinin i¢inden konusarak,
onun sinirlarini gosterdi. Godel, yeterince giiclii herhangi bir bicimsel sistemin kacinilmaz olarak eksik
olacagini, yani bazi dogru 6nermelerin sistem icinde ispatlanamayacagini kanitladi (Birinci Eksiklik Teoremi).
Ayrica, boyle bir sistemin kendi tutarliligini yine kendi icinde kanitlamasinin imkansiz oldugunu da gosterdi
(Ikinci Eksiklik Teoremi).

Daha matematiksel olarak ifade etmek istersek, Godel’in birinci eksiklik teoremi sunu sodyler: Dogal
sayilari, toplamayi ve carpmayi (yani aritmetigin tamamini) ifade edecek giicte olan ve neyin aksiyom olup
olmadig anlasilabilen geliskisiz (tutarli) bir sistemde?, dogru olan ama sistem i¢inde kanitlanamayan bir
Oonerme olmak zorundadir. Dolayisiyla sistem eksiktir. Bu teorem basit ve akillica bir temel fikre dayanir.
Godel’in temelde yaptig1 is bicimsel dilin aritmetiklestirilmesidir. Yani Godel, bicimsel sistemin dilinde
olusturulabilecek biitiin 6nermeleri (dogru ya da yanlis), terimleri, formiilleri, kanitlar1 (hatta her ctimleyi)
dogal sayilar, toplama ve carpma kullanarak yazmanin bir yontemini sunmustur. Bunu nasil yaptigina
bir sonraki boliimde deginecegiz. Bu fikirden yola ¢ikan Godel, "Bu énerme kanitlanamaz” ciimlesini

2Bkz. Peano Aritmetigi
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aritmetik ile ifade etmeyi basarir. Dolayisiyla matematige indirgenen bu énermenin artik bir matematiksel
onerme oldugunu sdyleyebiliriz. O halde bu 6nerme ya dogru ya da yanls olmalidir. lk olarak énermenin
yanlis oldugunu diisiinelim. Bu durumda verilen 6nerme kanitlanabilir olmalidir. Biliyoruz ki matematikte
bir dnerme kanitlanabiliyorsa dogrudur. Ancak dnermenin yanlis oldugunu kabul etmistik. Dolayisiyla
bir celiski elde ettik. Celiskisiz bir sistemde oldugumuza gére, 5nerme dogru olmalidir. Onermenin ne
dedigine tekrar bakalim: "Bu 6nerme kanitlanamaz”. O halde elimizde dogru bir 6nerme var ve bu 6nerme
kanitlanamaz!?

Simdi ikinci eksiklik teoremine matematiksel olarak bakalim: Dogal sayilari, toplamay1 ve carpmayi
ifade edecek giicte tutarl bir sistemin tutarli oldugu gercegi sistemin icinde kanitlanamaz. Bu teorem
aslinda birinci eksiklik teoreminden elde edilir. Tutarl bir S sisteminin tutarlilifinin kendi i¢inde kanitla-
namayacagini gosterecegiz. G onermesi Birinci Eksiklik Teoremi’'nde bahsedilen kanitlanamaz bir 6nerme
olsun. S sisteminin tutarlilifinin kendi i¢inde kanitlanabildigini varsayalim. Yani bu, "S sistemi tutarhdir”
Onermesini kanitlamak demektir. Simdi, "Eger S sistemi tutarliysa, bu durumda G 6nermesi kanitlanamaz”
ile verilen onermeyi ele alalim. Bu 6nerme sistem i¢inde bicimsellestirilebilir. S sisteminin tutarlilifinin
kendi icinde kanitlanabildigini varsaydigimizdan dolayi, bu 6nermeyle birlikte G’nin kanitlanamazligi da
sistem icinde kanitlanmis olur. G 6nermesi kanitlanamayacagini s6yliiyordu ve biz bu 6nermeyi sistem
icinde kanitlamig olduk. Bu durum Birinci Eksiklik Teoremi ile ¢eligir. Dolayisiyla varsayimimiz yanlis
olup, tutarl bir sistem kendi tutarliligini kanitlayamaz, sonucuna variriz.

3. Godel Numaralandirmasi

Godel numaralandirmasi, bir aksiyomlar sistemi hakkindaki ifadeleri sistem igindeki ifadelerle, yani
sayilarla ilgili ifadelerle esleyerek sistemin bir anlamda kendisiyle konusmasini saglar. Bu siirecteki ilk
adim, herhangi bir olas1 matematiksel ifadeyi veya bir dizi ifadeyi Godel numarast adi verilen biricik sayiya
eslemektir.

Oncelikle, bicimsel sistemin dilindeki her bir ilkel sembole, sabite, fonksiyon sembollerine ve degisken
sembollerine birer dogal say1 atanir. Bu sayiya o semboliin sembol numarast denir. Hangi sembole hangi
sayinin atanacagl ve hangi sirayla yapilacagi 6nemli degildir; bu atama keyfidir. Ancak bir kez yapildiktan
sonra sabit kalmalidir. Ornegin aritmetigin standart dili goz 6niine alinirsa, bir seyin var oldugu ifadesi
3 sembolii ile, toplama ise + ile ifade edilir. Daha da 6nemlisi, “ardili” ifade eden S sembolii, sayilari
belirtmenin bir yolunu verir; 6rnegin SS0, 2’yi (0’in ardilinin ardili) ifade eder. Ornegin Nagel ve Newman,
tam olarak 12 tane sabit sembol oldugunu kabul etmis ve bu sembollere asagidaki dogal sayilar1 atamistur.

Sabit Sembol | Sembol Numarasi | Anlami

- 1 degil

\ 2 veya

- 3 eger...ise

3 4 ... vardir

= 5 esittir

0 6 sifir

S 7 ardil (bir sonraki say1)
( 8 sol parantez

) 9 sag parantez

, 10 noktalama isareti (virgiil)
+ 11 toplama

X 12 carpma

Tablo 1. Ilkel sabit sembollerin Godel numaralari

Bu on iki sembolden sonra, x, y ve z gibi sayisal degiskenleri temsil eden harfler, 12’den biiyiik asal
sayilara (yani 13, 17, 19, ...) eslenir. Bu bicimsel dilde yazilabilecek sayilabilir sonsuz coklukta climle var.

3Bazilari su soruyu sorabilir: Simdi biz 6nermenin dogru oldugunu kanitlamis olmadik mi1? Cevap: Hayir. Teoremin ifadesine
donecek olursak burada anahtar ifade "sistem icinde kanitlanamayan” ifadesidir.
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Bu ctlimlelerin hepsi kurala uygun olmayabilir, ancak bunu kontrol edebilecegimiz bir algoritma mevcuttur.
Yukaridaki atamalari yaptiktan sonra bu sembollerin ve degiskenlerin herhangi bir kombinasyonu — yani
olusturulabilen herhangi bir aritmetik formiil veya formiil dizisi — kendi Godel sayisin1 alir. Ornegin, 0 = 0
formiiliinii ele alalim. Bu formdiliin {i¢c sembolii, Godel sayilar1 sirasiyla 6, 5 ve 6’ya karsilik gelir. Godel'in
bu {ii¢ say1 dizisini, baska hicbir simge dizisinin liretemeyecegi tek ve benzersiz bir sayiya doniistiirmesi
gerekir. Bunu yapmak icin ilk ii¢ asal sayiy1 (2, 3 ve 5) alir; ayn1 konumdaki sembole karsilik gelen sayiy1
bu asal sayinin kuvvetine yazar ve bunlar birbiriyle carpar:

26 % 35 x 5% = 243,000,000

Bu egleme oldukca ise yarar, ¢ciinkii Aritmetigin Temel Teoremi sayesinde her dnerme tek bir sayiyla
ve her say1 da tek bir 6nerme ile eslesir. Godel sayilar1 tam sayilardir ve tam sayilar asal sayilarin etkisine
yalnizca tek bir sekilde agiktir. Yani 243.000.000 sayisinin asal carpanlara ayrilmasi yalnizca su sekilde
miimkiindiir:

20 % 35 % 56

Dolayisiyla, bu Godel sayisina karsilik gelen formdil yalnizca 0 = 0 olabilir.

Godel daha sonra bir adim daha ileri giderek her formdil dizisine de benzersiz bir Godel numarasi verdi.
Bu durumda, daha 6nce oldugu gibi asal sayilar listesiyle basladi. Daha sonra her bir asali dizideki ayni
konumdaki formiiliin Godel sayisina yiikseltti. Ornegin 0 = 0 6nce geliyorsa, bu dizinin sayisi su sekilde
olur:

243,000,000

Sonug olarak Godel, bu yontemi kullanarak her mantiksal ifadeyi bir dogal sayiya cevirmeyi basardi;
buna Godel numaralandirmasi denir. Bu sayede formdiller aritmetigin diliyle temsil edilebildi. Bu tekniklerle,
kendi anlamina génderme yapan, yani "bu onerme kanitlanamaz" diyen en az bir dnerme kurmay1 basardi.
Boyle bir 6nerme, sistem tutarliysa ne ispatlanabilir ne de ciiriitiilebilir. Bir 6nceki boliimde de ifade
ettigimiz gibi bu, G6del’in birinci eksiklik teoreminin 6ziidiir: Tutarli ve yeterince giiclii her bicimsel
sistemde, dogrulugu sistem icinde kanitlanamayan énermeler vardir.

4. Kapanis

Eksiklik teoremlerinin sonuclari cok yikiciydi. Mantiksal-pozitivist olan Viyana Cevresi, Hilbert'in bicim-
cilik projesi basta olmak iizere matematigin temelleri sorununu ¢ézmeye calisan herkesi yerle yeksan
etmisti. Peki bu teoremler gercekten elimizi kolumuzu bagliyor mu? Matematik tutarsiz olabilir mi? O
halde bunca seyi iistiine insa ettigimiz, medeniyetimizin diregi, matematik eksik olabilir mi? Teoremler
insanin aklinda bolca soruya yol aciyor ve ne yazik ki bu sorularin bir¢ogu zihnimizce yanlis cevaplaniyor.
Ben de ilk basta oldukga yanlis cevaplamistim ve derinden tizen bir yola sokmustu. Fakat bir giin Ahmet
Cevik’in ‘Matematik Felsefesi ve Matematiksel Mantik’ isimli kitabinda bir sonraki alt baglikta yazdigim
seyleri okuyuncaya kadar.

B Eksiklik teoremlerinden ne anlamamaliyiz?

 Hicbir bicimsel sistem tam ve tutarli olamaz.

Godel’in teoremi her bicimsel sistem i¢in gecerli degildir. Tam ve tutarh bir sisteme 6rnek: burulmasiz
boliinebilen Abel gruplari.

« Matematik tutarsizdir veya tutarl oldugu bilinemez.

Godel’in teoremleri matematigin tutarsiz oldugunu sdylemez. Sadece yeterince giiclii sistemlerin
kendi tutarlilifini sistemin aksiyomlarindan kanitlayamayacagini soyler.

« Godel’in teoremi yanlistir ve matematikciler arasinda kabul gérmez.
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Godel’in 6zglin teoreminden bu yana, eksiklik olgusu kapsamli bir sekilde incelenmis ve oldukca iyi
anlagilmistir. Matematik camiasi Godel’in teoremlerini kabul etmis ve degerini takdir etmistir.

« Matematik bicimsel bir sistem haline getirilemez.

Burada olagan matematik-gercek matematik ayrimi yapmak gerekir. Yapmis oldugumuz matematik
bicimsellestirilebilir, ancak yapiyor oldugumuz matematik aktivitesi bicimsellestirilemez.

Matematik tarih boyunca bircok krizle karsi karsiya geldi. Biiyiik cogunlugunu ¢6zmiis olsak da, en
onemli krizi hala ¢cozmek bir yana tam olarak anlamis bile bulunmuyoruz. Gédel’i kendini a¢ birakip,
paranoyalarina teslim eden karanlik da bu olsa gerek. Hayatinin son yillarinda ¢evresindeki herkesin
onu zehirleyecegine inanan Gdédel, sadece esi tarafindan hazirlanmis yemekleri yemeyi kabul ediyordu.
Esi hastalanip hastaneye kaldirildiginda ise tamamen yemek yemeyi reddetti ve 1978°de, yalnizca 29 kilo
agirlifindayken acliktan hayatini kaybetti.

Cantor, Turing, John Nash ve Kurt Godel — Tiim bu matematikciler sira dig1 denilebilecek hayatlar
stirdiiler ve ayni sira disilikta son nefeslerini verdiler. Fakat onlarin actig1 o daracik yol sayesinde matematik
diinyamiza 1s1k tutabiliyor. Bir siiredir okuyup arastirdigim, anlamaya calistigim, Einstein’in yakin dostu
olan bu ‘deli’ matematik¢ilerden paranoyak matematik¢imiz Kurt Godel’i umarim anlatabilmisimdir. Tuhaf
bir adamdi1 ama bu tuhaf adamin olaganiistii diisleri vardi. Bu diisler sayesinde icinde yasadigimiz diisii
daha iyi anlayabiliyoruz ya da en azindan anlamaya calisiyoruz.

Einstein ve Godel, New Jersey, Princeton’daki diizenli yiiriiyiislerinden birinde.
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