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Matematikte bazi sorular vardir ki, sadece yaniti degil ~hatta yaniti bulunamamis olsa bile- yanita giden
yolun kendisi de tiimiiyle yepyeni teorilerin dogmasina neden olabilmektedir. Fermat'nin Son Teoremi
iste bu tiirden bir sorudur. 17. yiizyilda iinlii Fransiz matematikg¢i Pierre de Fermat tarafindan ortaya atilan
bu teorem, n > 2 icin n " "

X"+ yt=z
denklemini saglayan bir (x,y, z) pozitif tam say1 {icliisiiniin bulunamayacagini iddia eder. Fermat, bu
teoremin “harika bir ispatin1” buldugunu ama kitabin kenar bosluguna sigdiramadigini yazmistir. Bdylesi
bir iddia, takip eden yiizyillar boyunca sadece matematikcileri biiyiilemekle kalmamis, aynit zamanda
coziimii 1994 yilinda Andrew Wiles tarafindan saglanana kadar, matematik diinyasinda biiyiik bir merak
ve tartisma konusu olmustur.

Fermat'nin Son Teoremi’nin ¢ozlimiine yonelik cabalar, 6zellikle 19. yiizyilda, matematikte devrim nite-
liginde baz1 gelismelere yol agmistir. Bu donemde Gauss, sayilarin cebirsel yapisini1 anlamak igin karmasik
tam sayilar ve modiiler aritmetik gibi kavramlar gelistirmistir. Dirichlet, aritmetik fonksiyonlar ve Dirichlet
karakterleri ile asal sayilarin dagilimini anlamaya ¢aligmis, ayn1 zamanda cebirsel say1 cisimlerinin temelini
atmistir. Kummer, Fermat'nin teoremini ¢zmek igin cevrimsel bolme (cyclotomy) kurami iizerinde calis-
mis ve bu kurama onemli katkilar saglamis, ayrica bazi halkalarda tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelliginin
kayboldugunu fark eden ilk matematikci olmustur. Bununla da kalmayarak bu eksikligi telafi etmek icin
ideal sayilar kavramini ortaya koymustur. 19. yiizyilin sonlarinda Dedekind, Kummer’in fikirlerini gelisti-
rerek idealler kavramini bugiinkii anlamiyla tanimlamis ve cebirsel say1 kuraminin temellerini atmistir. Bu
matematikcilerin caligmalari, sadece Fermat'nin teoremini anlamaya yonelik degil; ayni zamanda tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelliginin hangi yapilarda gecerli oldugunu sorgulamakla ilgilidir. Bu sorgulama
ise, buglinkii anlamiyla modern cebirsel say1 kuraminin dogmasina neden olmustur. Matematigin altin
caglarindan biri olarak kabul edilen bu dénemi bu kadar kisa bir 6zetle anlatmak elbette ki yeterli degildir.
Ancak, bu yazinin amagcladig1 kapsamin 6tesine gegcmemek icin, bu donemin 6nemli matematikg¢ilerini
ve onlarin katkilarini, belli bir motivasyon cercevesinde kisaca anmakla yetinecegiz. Dileyen okurlarimiz
daha ayrintil bilgi edinmek icin [1, 2, 4] kaynaklarini inceleyebilirler. Ayrica, halkalarda carpanlara ayirma
konusu iizerinde yazilan son derece giizel bir kitap icin [5] kaynagindan bahsetmemek de haksizlik olur.

Tam sayilarin en dikkat cekici 6zelliklerinden biri de her tam sayinin ¢carpimsal olarak en kiiciik
bilesenlerine (bir nevi atomlarina) ayristilabilmesidir. Ornegin, 6 = 2 x 3 ve 64 248932117 = 12912 x 38557
gibi. Daha genel konusmak gerekirse, sifirdan farkli, 1 ve —1 disindaki (ileride tanimlanacak oldugu gibi
birimsel olmayan) her tam say1 asal sayilarin ve birimsel carpanlarin (1 veya —1) bir carpimi olarak yazilabilir
ve bu yazim carpanlarin siralanmasi dikkate alinmadiginda tek tiirliidiir. Antik caglardan beri bilinen
tam sayilardaki bu 6zellik (bkz., [3]), Aritmetigin Temel Teoremi olarak bilinir. Burada siralamanin
dikkate alinmamasi dogaldir. Ornegin 6 sayisi icin 2 X 3 ve 3 X 2 gibi farkli ¢arpanlara ayirmalar olsa da, bu
yazimlarin her ikisi de ayni1 asal carpanlari igerir ve her ikisi de 6 sayisinin nasil parcalandigiyla ilgili bize
ayni bilgiyi verir.

Yukarida bahsedilen bu 6nemli 6zellik, tam sayilarin cebirsel yapisinin temel taslarindan biridir ve
literatiirde ayn1 zamanda “tek tiirlii carpanlara ayirma” 6zelligi olarak da bilinir. Ancak, bu 6zellik sadece
tam sayilar icin gecerli degildir; rasyonel (gercel veya karmasik katsayili) polinomlar da benzer bir 6zellige
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sahiptir. Buna gore sifirdan farkl sabit olmayan her polinom ileride indirgenemez diye tabir edecegimiz
polinomlar ile bir sabit polinomun carpimi olarak yazilabilir ve bu yazim da siralama farkiyla tek tiirliidiir.
Ornegin 2x7 ~ EXS .\ §x3 ~ éx

5 5 5 5

polinomunu 12 1
= x-(x=1D-(x+1)-(x*+2)
5 2

seklinde yazabiliriz. Ustelik bu yazim daha fazla sayida ¢arpanin bulundugu bir yazima da doniistiiriilemez.

Eger bu 6zelligi karmasik katsayili polinomlar i¢in konusuyorsak, o zaman sifirdan farkli sabit olmayan

her polinomun, dogrusal polinomlarin carpimi olarak tek tiirlii yazilabildigini goriiriiz. Bu 6zellik Cebirin

Temel Teoremi olarak bilinir.

Tam sayilar ve polinomlar gibi birbirinden oldukca farkli yapilarda ayni fenomenin — yani tek tiirlii
asal carpanlara ayirma 6zelliginin — gerceklestigi dikkatlerden kagmamustir. Bu gozlem, su sorular1 akla
getirebilir:

« Tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligi bagka yapilarda da goriilebilir mi?
« Bu 0zelligi tartismanin anlaml oldugu her yapida kendiliginden ortaya ¢ikmasi beklenebilir mi?

Bu sorularin cevaplarini sirastyla evet ve hayir olarak verebiliriz. Bu cevaplara gegcmeden 6nce, carpanlara
ayirma fenomenini tartisabilecegimiz bir zemin olusturalim: degismeli ve birimli halkalar.

Bir halka, {izerinde + simgesi ile gosterilen ve adina toplama denilen bir islem ve - ile gosterilen ve
adina ¢arpma denilen bir bagka islemin tanimli oldugu ve bu islemlerin bazi cebirsel kurallara uydugu bir
kiimedir. Daha agik olarak, bostan farkl bir R kiimesi icin (R, +, -) sistemi asagidaki 6zellikleri tasiyorsa,
bu sisteme bir halka denir:

(H1) (R, +) bir abelyan gruptur; yani

- Toplama islemi kapalidir: her a,b € Rigin, a + b € R,

Toplama islemi birlesmelidir:

hera,b,c e Ricin(a+b)+c=a+ (b+c),

Toplama islemi degismelidir: her a,b € Ricin,a+b =b + a,

Toplama islemi icin birim eleman vardir: Oz € R vardir dyle ki, her a € Rigina + 0 = a,
Her 6genin bir tersi vardir: her a € R i¢in bir —a € R bulunur 6yle ki, a + (—a) = 0.

(H2) Carpma islemi kapalidir ve birlesmelidir; yani her a,b,c € Rigin(a-b)-c=a-(b-c).
(H3) Toplama isleminin carpma islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir: her a,b,c € Ricina - (b +¢) =
a-b+a-cve(b+c)-a=b-a+c-a.

Eger, ek olarak, carpma islemi de degismeli ise, yani her a,b € Ricina - b = b - a ise, bu halka
degismeli halka olarak adlandirilir. Eger carpma islemi i¢in birim eleman varsa, yani her a € R i¢in
a-1=a =1-aolacak sekilde 1 € R varsa, bu halkaya bir birimli halka denir. Dikkat edilirse bir
igslemin birim elemani varsa bu eleman tek olmak zorundadir. Buna gore birimli bir halkanin ¢carpimsal (ve
toplamsal) birimini tek bir sembolle 6zellikle aligkin oldugumuz sekilde 1 ile (ve O ile) gostermekte bir
sakinca yoktur. Zaman zaman carpimsal birimin 1 tam sayisi ile karigmasini 6nlemek icin ¢arpimsal birimi
1y biciminde de gOsterebiliriz. Son olarak say: sistemleri ile calisirken 6teden beri alistigimiz gibi carpma
islemini - ile gbstermek yerine carpilan terimler arasina bogluk birakmay1 da tercih edebiliriz.

Pek ¢ok farkli karakterde halkaya rastlamak miimkiindiir. Ornegin tam sayilar halkasi Z, n > 1 tam say1
modiiliine gore kalan siiflarinin halkasi Z,,, rasyonel sayilar halkasi Q, reel sayilar halkasi R ve karmagik
sayilar halkasi C birer degismeli ve birimli halkadir. Ayrica, degismeli ve birimli bir R halkas: tizerindeki
polinomlarin kiimesi R[x] de degismeli ve birimli bir halkadir. Burada R[x] halkasi, R’deki katsayilar ile
tanimh x degiskenine bagl polinomlarin kiimesidir. Bunlarin disinda, herhangi bir R halkasi {izerindeki
n X n matrislerin halkas1 M,,(R) bir halka olmakla birlikte, degismeli degildir. Herhangi bos olmayan bir X
kiimesi tizerinde taniml reel degerli fonksiyonlarin kiimesi de bilinen fonksiyon toplami ve carpimina gére
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bir halka olusturur. Bu halka degismeli ve birimli bir halkadir; fakat boyle olmasina ragmen tam sayilar
halkasindan epeyce farklidir.

Iki halkanin birbirine benzerligi ya da farklihig1 icin dlciit olabilecek pek ¢ok kavram ve 6zellik vardir.
Halkalar bu 6zellikler {izerinden karsilastirilabilir ve siniflara ayrilabilir. Bu yazinin konusu olan tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelligi de bu 6zelliklerden biridir.

Bir halkay1 tanimlamak i¢in secilen ve yukarida (H1)-(H3) aksiyomlari ile verilen 6zellikler her halkada
saglanmasi beklenen temel 6zelliklerdir ve birbirlerinden bagimsizdir (yani ek kosullar olmadan birbirle-
rinden mantiksal gerektirmeler ile elde edilemezler) ve bunlardan elde edilebilen bazi 6zellikler ise say1
sistemleri ile calisirken kullanmay sevdigimiz 6zelliklerdir. Ornegin, herhangi bir R halkasinda her a € R
icin Og - a = a - O = O dir. Bu 0zellik, aksiyomlar arasinda yer almasa da (H1)-(H3) aksiyomlarindan
kolayca elde edilebilir. Fakat, her a,b € Ricin a - b = Oy olmasi a = Oy ya da b = 0y olmasini gerektirmez.
Ornegin Z, kalan sinif halkasinda 2 - 2 = 0 dir. Bu zellige sahip olan degismeli ve birimli halkalara tamlik
bolgesi denir. Yani, R bir tamlik bolgesi ise, a,b € Rve a - b = 0 ise, a = O veya b = 0 olmalidir. Bu
yoniiyle bir tamlik bélgesinin tam sayilar halkasina benzer oldugunu soyleyebiliriz. Ornegin bir tamlik
bolgesinde sadelestirme islemi yapilabilir; yani a,b,c € Ricina -b = a - cve a # Oy ise b = c olur. Bu
denklem ¢ozmede ise yarayabilecek iyi bir 6zelliktir; ancak, tamlik bolgesi olma 6zelligi, bir halkada asal
carpanlara ayirma ozelliginin varlif igin yeterli degildir. Bunu ileride daha somut olarak gorecegiz.

Yukaridaki tartismalarin 1s181nda, asal say1 ve indirgenemez polinomlar, yasadiklar1 evrenin temel yap1
taslaridir; evrenin onemli bir boliimii bu temel yapi taslarinin carpimsal birlesimlerinden olusur. Bu durum
bu halkalar1 mimari olarak cazip bir hesaplama ortami haline getirir. Ancak, bu yapi taslarinin varligi ile
bu yapi taslarina tek tiirlii olarak ayristirilabilme 6zelligi arasinda dogrudan bir bag yoktur. Fakat yine de
oncelikle varliklarini ele almak gerekir. Bunun i¢in bu yapi taglarinin nasil tanimlandigina bir bakalim:

Tanim 1. (Asal ve indirgenemez Elemanlar)

R degismeli ve birimli bir halka olsun.

« Eger bir u € R elemaninin R icinde ¢arpimsal tersi varsa, yani u - u~! = 1; olacak sekilde u=! € R
varsa —ki bu durumda u~! tek tiirlii belirlidir- u elemanina R’nin bir birimsel (unit) elemani denir.

» a,b € Ricin a = u - b olacak sekilde bir u € R birimsel elemani varsa “a, b ile ilgilidir” denir ve
a ~ b seklinde yazilir.

+ p € R, sifirdan farkli birimsel olmayan bir eleman olsun. Eger her a,b € Ricin p | abiken p | a
veya p | b oluyorsa p’ye R’nin bir asal (prime) elemani denir.

« p € R, sifirdan farkli birimsel olmayan bir eleman olsun. Eger her a,b € R icin p = ab yazilabil-
mesi ancak a veya b’nin birimsel olmas1 durumunda miimkiin ise p’ye R’nin bir indirgenemez
(irreducible) elemani denir.

Bilindigi gibi tam sayilarda asal ve indirgenemez elemanlar aynidir; ancak genel olarak bu iki kavram
birbirinden ayrilir. Ornegin Z, halkasinda 2 bir asal elemandir; ancak indirgenemez degildir, ¢iinkii 2 = 2-4
oldugu halde ne 2 ne de 4 birimsel eleman degildir.

Ancak R bir tamlik bolgesi ise is degisir: bir tamlik bolgesinde her asal eleman indirgenemezdir. R
bir tamlik bolgesi ve p € R asal olsun. p = ab olacak sekilde a,b € R elemanlar1 varsa, p | ab olur. Bu
durumda p | a veya p | b olmalidir. Genelligi bozmadan p | a oldugunu varsayalim. O zaman a = pc olacak
sekilde ¢ € R vardir. Buna goére p = ab = pcb olur. Tamlik bolgelerinde sadelestirme 6zelligi oldugundan
1 = cb olur; yani b birimseldir. Ote yandan p | b oldugunu kabul ettigimizde a’nin birimsel eleman olmasi
gerekir. Yani, p = a - b yazimi ancak a veya b birimsel eleman ise miimkiindiir. Bu da p’nin indirgenemez
oldugunu gosterir. Bir tamlik bélgesinde her asal eleman indirgenemez oldugu halde her indirgenemez
eleman asal olmayabilir. Bunun 6rnegini ileride verecegiz.

Bir tamlik bolgesinin elemanlarinin ilgili olmasi 6zelligi tam sayilarda mutlak degerce esit olma 6zelli-
gine denk gelir. Bunun nedeni tam sayilarin birimsel elemanlarinin yalniz 1 ve -1 olmasidir. Genel olarak
tamlik bolgelerinde ¢ok sayida birimsel eleman bulunabilir. Ornegin C[x] polinom halkasinda sifirdan

62



Tek Tirlii Garpanlara Ayirma Ozelligi: Tam Sayilar ve Otesi Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2025—1

farkh tiim karmasik sayilar birimseldir. R bir tamlik bolgesi olmak iizere eger bir b elemani a elemani ile
ilgili ise, 0 zaman a elemani da b elemanu ile ilgili olur. Yani, a ~ b ise b ~ a olur. Aslinda bir u birimsel
elemani icin @ = u - b olmas1 b = u™! - a olmasi ile esdegerdir. Dahasi, ~ bagintisi bir denklik bagintisidir.
Dikkat edilirse a ~ bise a | b ve b | a olur. Tamlik bolgelerinde bunun tersi de dogrudur; yani a | b ve
b | aise a ~ b olur. Ancak yalnizca a | b olmasi a ~ b olmasini gerektirmez. Buradaki istisnai durum b
indirgenemez iken a’nin birimsel olmamasi durumudur. Buna gore b = a - ¢ olacak sekildeki her ¢ elemani
birimsel olmak zorundadir. Ozel olarak iki indirgenemez elemandan birinin digerini bolmesi ilgili olmalar1
icin yeterlidir. Yani, p ve q indirgenemez elemanlar ve p | q ise p ~ g olur.

Her ne kadar asal carpanlara ayirma 6zelligi olarak dile getirilse de bu 6zellik aslinda bir halkadaki
indirgenemez elemanlar iizerinden tanimlanir. Fakat bu bir sorun degildir; ¢linkii sifirdan farkli birimsel
olmayan her elemanin indirgenemez elemanlarin carpimi seklinde tek tiirlii yazilabildigi halkalarda asal
ve indirgenemez elemanlar arasinda bir ayrim yoktur. Carpanlara ayirma konusu ele alindiginda akla
indirgenemez elemanlarin gelmesi son derece dogaldir. Ornegin bir tamlik bolgesinde bir a elemaninin iki
carpana ayrilmasi a = b - c esitligi ile ifade edildiginde, b ve c elemanlarinin birimsel olmayan carpanlar
olmasi, benzer bir soruyu hem b hem de ¢ icin sormamizin 6niinii acar. Yani, b ve ¢ elemanlarinin da
carpanlara ayrilip ayrilmadigini sorgulayabiliriz. Eger b ve c elemanlar1 da birimsel olmayan carpanlara
ayrilabiliyorsa, bu islemi ortaya cikan tiim yeni carpanlar icin tekrarlayabiliriz. Bu islemi tekrarladigimizda
eger bir adimdan sonra hicbir carpanin daha fazla birimsel olmayan carpana ayrilamadigini goriirsek,
elde edilen carpanlar indirgenemez elemanlar olurlar. Boyle bir durumda elde edilen yazim da a’nin
carpanlara ayrilmasi olarak maksimal indirgenemez carpan kiimesinin kullanildig: bir yazim olur. Bu
simdilik indirgenemez elemanlarin ¢arpimi olarak yazilabilme konusudur. Eger bu tiirden her yazim
bir anlamda tek tiirlii ise o zaman tek tiirlii carpanlara ayrima 6zelligi ad1 verilen 6zellik ortaya ¢ikar.
Peki bu tek tiirliiliigii nasil tanimlayacagiz? Elbette ki bazi yazimlar1 esdeger kabul ederek. Oncelikle
carpmanin degismeli olmasi nedeniyle, carpanlarin siralanmasinin ayirt edici olmadigini kabul edebiliriz.
Yani,a = b - c ve a = c - b yazimlar birbirine esdeger sayilir. Bunun disinda, eger b ve ¢ birimsel olmayan
carpanlar ise, b ve c¢’nin birimsel katlar1 olan —b ve —c ile de ayn1 yazimi elde edebiliriz. Yani,a = b - ¢
ve a = (—b) - (—c) yazimlari da birbirine esdeger sayilir. Daha genel olarak, eger b ve ¢ birimsel olmayan
carpanlar ise, herhangi bir u € R birimsel elemani i¢cin b - ¢ = (u - b) - (u™! - ¢) esitligi saglanir. Ornegin
yine rasyonel katsayili x> — 1 polinomunu ele alirsak her k > 0 tam sayis1 igin

x2—1=2kx =282 kx+27%

yazilabilir. Tiim bu yazimlar birbirinden ayiran tek sey sadece sabit carpanlardir. Yani 25x — 2K = 2K(x — 1)
ve 2 Kx 427K = 27%(x +1). Baska bir 6rnek olarak, 6 sayisini ele alalim. 6 = 2-3 ve 6 = (—2)-(—3) yazimlar1
birbirine esdegerdir. Burada, 2, 3, —2 ve —3 indirgenemez elemanlar; —2, 2’nin, —3 ise 3’{in birimsel katidir.
Bir elemanin birimsel katlar1 o eleman ile carpimsal olarak ayni 6zellikleri tasir. Ornegin bir x elemani bir
y elemanini bolerse, x’in ilgili oldugu tiim elemanlar da y’nin ilgili oldugu tiim elemanlar1 boler. Yani, u ve
v birer birimsel eleman olmak {izere eger x | y ise u - x | v - y olur. Diger taraftan x’in {irettigi temel ideal
(x) ile ux’in iirettigi temel ideal (ux) esittir. Bu nedenle, ¢arpanlara ayirma islemlerinin ilgililik araciligiyla
cesitlendirilebiliyor olmasi, carpanlara ayirma isleminin tek tiirliiliigiinii etkilemez.

Tanim 2. (Tek Turlii Carpanlara Ayirma Boélgesi)
R bir tamlik bolgesi olsun. Eger

(1) sifirdan farkl birimsel olmayan her x € R elemani, herhangi ikisi ilgili olmayan py, ..., p, € R
indirgenemez elemanlar, u birimsel eleman ve ky, ..., k,, pozitif tam sayilar olmak {izere x =

u plfl pl,j" biciminde ¢arpanlarina ayrilabilir ve

() ky,...,k,, 1y, ..., 1, pozitif tam sayilari, R’nin herhangi ikisi ilgili olmayan indirgenemez elemanla-
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rindan olusan {py, ..., p,} ve {qy, -.. , @;»} kKlimeleri ile u ve v birimsel elemanlari igin

k k l l
X = upll ...pn" = vq11 qy;l"

esitlikleri saglandigindan = mve her 1 <i < nicin k; = I, ve p; ~ q;, olacak sekilde j; indisleri
varsa,

bu halka tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi (TCB) olarak adlandirilir.

Yukaridaki tanim kabaca sunu ifade eder: Eger R bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi ise, o zaman

1. R’nin sifirdan farkli birimsel olmayan her elemani, indirgenemez ¢arpanlarina ayrilabilir;

2. R’ninsifirdan farkli birimsel olmayan bir elemaninin herhangi bir indirgenemez ¢arpanlara ayrilisinda
ayni sayida tekrar eden ve birbirleri ile ilgili olmayan sabit sayida indirgenemez carpan bulunur ve
bunlar herhangi iki ¢arpanlara ayrilista ikiser ikiser ilgili olma 6zelligi ile eslestirilebilir. Daha acik
olmak gerekirse x = upll{1 pﬁ" ve x = vqll1 qi}f, x’in iki indirgenemez carpanlarina ayrilisi ise
n =mve{p,..,p,} kimesinden {q,, ..., g, } kiimesine Gyle bir o birebir eslemesi tanimlanabilir ki
her1 <i <nigink; = l;;) ve p; ~ qg(;) olur.

Aritmetigin Temel Teoremi bize tam sayilar halkasinin bir TCB oldugunu soyler. tam sayilar disinda
rasyonel katsayili polinomlar halkasi Q[x]’in de bir TCB oldugunu sdyleyebiliriz. Bu iki halka, tek tiirlii
carpanlara ayirma 6zelligini tasiyan en yaygin orneklerdendir. Ancak, bu 6zellik sadece tam sayilar ve
polinomlar icin gecerli degildir; baska degismeli ve birimli halkalarda da bu 6zelligi gormek miimkiindiir.
Ornegin, Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasi da bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir.

Gauss tam sayilari, reel ve imajiner kisimlar: tam say1 olan karmasik sayilardir. Bunlarin kiimesini
Z][i] ile gosterecegiz. Buna gore Z[i] = {a + bi | a,b € Z} olur. Bu kiimenin, karmasik sayilarin bilinen
toplama ve carpma islemleri ile bir tamlik bolgesi oldugunu gérmek zor degildir. Bu halka, Carl Friedrich
Gauss’un asal sayilarla ilgili yaptig1 calismalarda ele alinmistir. Gauss, bu halkada tek tiirlii carpanlara
ayirma Ozelliginin bulundugunu gérmiis, bunun gibi 6zellikler araciligiyla tam sayilar hakkinda daha
fazla bilgi elde edilebilecegini ortaya koymustur. Bdylece tam sayilardan daha genis bir sistemde aritmetik
ozellikleri incelemenin yine tam sayilar ile ilgili nemli bilgiler sunabilecegi fark edilmistir. Ornegin,
Richard Dedekind, Z[i] halkasindaki aritmetigi kullanarak Fermat'nin iki-kare teoremi olarak bilinen
inlii teoremi icin 1877 ve 1894 yillarinda en az iki ispat vermistir. Bu teorem, bir asal sayinin iki kare olarak
yazilabilmesi icin gerekli ve yeterli kosullar belirler. Bu teoremin ispat ile ilgili detaylari ilerideki yaz1
dizilerimizde ele alacagiz.

Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasinin tek tiirlii ¢carpanlara ayirma 6zelligi, yine tam sayilar halkasinda
bulunan bagka bir aritmetik 6zellikten faydalanilarak elde edilebilir: b6lme algoritmasi. Antik caglardan
beri bilinen tam sayilarin bu 6zelligi su sekilde ifade edilir: hera,b € Zveb # Oicina = bq+rve0 <r < |b|
olacak sekilde tek tiirlii belirli q, r tam sayilar1 bulunabilir. Burada g boliim, r ise kalan olarak adlandirilir.
Buna gore her tam sayi sifirdan farkli bir tam sayiya boliiniir ve bu bélme isleminden bir b&liim bir de kalan
tek tiirlii olarak elde edilir. Buna benzer bir 6zellik Z[i] halkasinda da bulunur, ancak bunu matematiksel
olarak ifade ederken yukarida oldugu gibi mutlak deger fonksiyonunu kullanamayacagimiz aciktir. Bunun
yerine, Z[i] halkasi iizerinde norm adi verilen tam say1 degerli bir N fonksiyonu tanimlayacagiz. Bu N
fonksiyonu, her z = a + bi € Z[i] icin N(z) = a? + b? seklinde tanimlanir. Norm fonksiyonun asagidaki
ii¢ ozelligi dikkate degerdir:

o Her z € Z[i] icin N(z) > 0 ve N(z) = 0 ancak ve ancak z = 0.
« Sifirdan farkli her z € Z[i] icin N(z) > 1.
« Norm, ¢arpma islemi ile uyumludur: Her z,, z, € Z[i] i¢in N(z,z,) = N(z;)N(z,).

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 1.
(1) Sifirdan farkl her x,y € Z|[i] icin eger x | y ise N(x) < N(y) olur.

(2) Herx,y € Z[i]vey # 0 igin, x = yq + r ve N(r) < N(y) olacak sekilde q,r € Z|[i] bulunabilir.

Kanit. (1) Eger x | y ise, y = xc olacak sekilde ¢ € Z[i] vardir. Dikkat edilirse y # 0 oldugu icin ¢ # 0 ve
boylece N(c) > 1 olur. Bu durumda, N(y) = N(xc) = N(x)N(c) > N(x) elde edilir.

(2) C karmagik sayilar kiimesinde bilinen bélme iglemi uygulanirsa 3 = a + fi olacak sekilde o, f € Q
bulunabilir. Her reel say1 bir tam sayinin 1/2 kapali komsuluguna diiseceginden,« = n+ o’ ve f = m + f/
olacak sekilde n,m € Z ve a’, 8’ € [-1/2,1/2] rasyonel sayilar1 bulunabilir. Buna gore % =oa+fi =
(n+a)+(m+p")i = (n+mi)+(a’ + i) yazilabilir. ¢ = n+miver = (&’ + 8'i) - y denirse x = yg+r olur.
Ayrica N(r) = N(a' + B'i)N(y) < (i + i)N(y) = %N(y) < N(y) elde edilir. Boylece kanit tamamlanmig
olur. O

Ornegin x = 5+2ivey = 2—i elemanlarini ele alalim. C’'de I= §+§i olur. Buna gore z = 2—2, | —% [<
1.9 1 1, 1 o x . 271, . 201,
Sves = 2— o | -3 |< 3 yazilabileceginden, = 2+20)+ (_E - gl), buradan da x = y(2 +21)+y(—g - gl)
elde edilir g =2+ 2iver = y(—% — %i) denirse r = —1ve x = yq + r = y(2 + 2i) — 1 bulunur. Ustelik
N(r) =1 < N(y) = 5 olur. Ancak tam sayilar halkasinin aksine burada elde edilen b6liim ve kalan tek
tiirlii degildir. Ornegin x = 5+ 2ive y = 2 — i icin x = yq + r ve N(r) < N(y) olacak sekilde iki farkli g, r
cifti bulunabilir: 5+ 2i = (2 —i)(2 + 2i) —1ve 5+ 2i = (2 —i)(1 + 2i) + (1 — i). Ancak bu durumun Z[i]
halkasinin tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligine olumsuz bir etkisi yoktur.

Asagidaki teorem Z[i] halkasinda bélme algoritmasinin varliginin énemli bir faydasini ortaya koyar:

Teorem 2.
Z[i] halkasinda asal ve indirgenemez elemanlar aynidir.

Kamnit. Z[i] bir tamlik bolgesi oldugundan, yukarida da gosterildigi gibi, her asal eleman indirgenemezdir.
p € Z[i] indirgenemez olsun. Kabul edelim ki a,b € Z[i] i¢in p | ab olsun. Kabul edelim ki p } a
olsun. Bolme algoritmasindan, a = p - q; + r, ve N(r;) < N(q;) olacak sekilde q,,r, € Z[i] bulunabilir.
p 4 a oldugundan r; # 0 olur. B6lme algoritmasini bir kere daha p ve ry cifti icin uygulayalim. Buna gére
p=r;-q,+1r,ve N(ry) < N(r;) olacak sekilde g,,r, € Z[i] bulunabilir. Bu sekilde devam ederek

a = p-q+r;veN(r;) <N(p)
ry-qy+ryve N(ry) < N(rp)
ri = Fy-q;+r3veN(@rs) < N(ry)

Fici = Ti- Qi1+ i Ve N(riyp) < N(ry)

seklinde esitlikler elde edilebilir. Bu sekilde esitlikler elde edilmesi igslemine Oklid algoritmasi denir. N(p) >
N(r;) > N(ry) > ... > N(r;) > N(r;41) > 0 oldugu icin sonlu bir adim sonunda bolme algoritmasindan sifir
kalani elde etmemiz gerekir. Dolayisiyla bir n pozitif tam sayisi igin r,, = 0 olmak zorundadir. Yani r,,_, =
Fn_1 - qn olur. Buna gore r,,_; | r,_, olur. Oklid algoritmasindaki bir dnceki esitlik r,,_3 = r,_5 - @u_1 + Fn_1
oldugundan r,,_; | r,,_3 elde edilir. Bu sekilde devam ederek r,,_; | 7,2, ¥p—1 | Fn—zs-es¥p1 | Dy -1 | @
elde edilir. p indirgenemez oldugundan ya r,,_; birimseldir ya da p ile ilgilidir. Fakat eger r,,_; p ile ilgili
ise r,,_; | a oldugundan p | a olmak zorundadir. Bu da kabuliimiiz ile celisir. Dolayisiyla r,,_; birimseldir.
Simdi Oklid algoritmamizdaki tiim esitlikleri b ile garpalim:

ab = pbg, +rb
pb = rbgy,+ryb
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rlb = rzbqg + r3b
rn—Sb = ”n—zb “Qp—1 t rn—lb
”n—zb = rn—lb “qn

p | ab oldugundan ilk esitlikten p | r1 b olur. Ikinci esitlikten p | r,b olur. Bu sekilde devam ederek p | r,_;b
elde edilir. Fakat r,,_; birimseldir. Dolayisiyla p | b olur. Bu da p’nin asal oldugunu gosterir. O

Teorem 3.
Z[i] halkast bir TCBdir.

Kanit. Once sifirdan farkli birimsel olmayan her x € Z[i] elemaninin indirgenemez elemanlarin bir
carpimu ile ilgili olabildigini gosterelim. Aksini kabul edelim; yani Z[i]'nin sifirdan farkli birimsel olmayan
bir z elemani, indirgenemez elemanlarin ¢arpimi olarak yazilan hicbir eleman ile ilgili olmasin. Dogal
sayilarin iyi siralanma ilkesi geregince z’yi bu 6zellikte normu en kiigiik olan eleman olarak secebiliriz.
Buna gore normu N(z)’den kiigiik olan sifirdan farkli birimsel olmayan her x € Z[i] elemani indirgenemez
elemanlarin carpimi olarak yazilabilen bir eleman ile ilgili olur. z indirgenemez elemanlarin carpimi olarak
yazilamadigindan kendisi de indirgenemez olamaz; aksi halde tek basina z’yi indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak diislinebilirdik. Buna gore birimsel olmayan oyle u,v € Z[i] elemanlari vardirkiz =u - v
seklinde yazilabilir. N(u) < N(z)dir. Eger N(u) = N(z) ise N(z) = N(u - v) = N(u)N(v) ve buradan
N(v) = 1 olur. Yani v € {+1, +i} olur. Bu durumda v birimsel olur ki bu da bir celiskidir. Dolayisiyla
N(u) < N(z) olur. Benzer sekilde N(v) < N(z) olur. N(u), N(v) < N(z) oldugundan u ve v elemanlari da
normu N(z)'den kiiclik olan sifirdan farkli birimsel olmayan elemanlar olarak indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak yazilabilen elemanlar ile ilgilidir. Fakat z = u - v oldugundan z de indirgenemez elemanlarin
carpimi olarak yazilabilen bir eleman ile ilgili olur. Bu da aradigimiz celiskiyi bize verir. Boylece Z[i]deki
sifirdan farkli birimsel olmayan her eleman indirgenemez elemanlarin bir carpimi ile ilgilidir.

Simdide kq, ..., k,,, I, ..., I, pozitif tam sayilari, herhangi ikisi ilgili olmayan indirgenemez elemanlardan
olusan {py, ..., pn} ve {q1, ..., @} kiimeleri ile u ve v birimsel elemanlar1 i¢cin z = u plfl pl,,f" ve z =
vqll1 qi;l“ biciminde iki farkli carpanlara ayirma yazimi bulunsun. Teorem 2’den p; indirgenemez elemani

ayni zamanda asal elemandir. p; | qll1 qf;l" oldugundan p; | g; olacak sekilde bir 1 < i < m vardir.
Genelligi bozmadan i = 1 oldugunu varsayalim. O zaman g, ile p, ilgilidir; yani q; = u, p; olacak sekilde
bir u; birimsel elemani vardir. Buna gore z = up,’ -+ pl,,f” = vull1 pll1 qi;l" olur. Z[i] bir tamlik bolgesi
oldugundan, sadelesme islemi yapabiliriz. Genelligi bozmadan k; > I; oldugunu varsayalim. Bu durumda

upy ke i = vy - gy

elde edilir. Bu yazimda k; —!; bir pozitif tam say1 ise 0 zaman p, asal elemani1 qiz oo qiﬁf carpimini bdlecegi icin
g, --- » q;, indirgenemez elemanlarindan biri ile ilgili olur. Fakat g, de p, ile ilgili oldugundan, bu durumda
q, - » i, €lemanlarindan biri q; ile ilgili olur —ki bu da kabullerimiz ile ¢elisir. Dolayisiyla k; — I = 0
olur. Yani k; = [, elde edilir. Buna gére v’ = vull1 denirse v’ birimseldir ve uplz<2 p’,f" = qlz2 qi,’;‘ esitligi
yazilabilir. Buradan da n (ya da m) iizerine tiimevarim ile istenilen sonucu elde edebiliriz. Boylece Z[i]
halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi olur.

O

Simdiye dek Z[i] Gauss tam sayilar1 halkasinin, sahip oldugu aritmetik 6zellikler bakimindan ne denli
ayricalikli bir yapi sergiledigini ortaya koymaya calistik. Benzer bir insa yontemiyle, karmasik sayilar
kiimesi icerisinde bagka degismeli ve birimli halkalar da tanimlanabilmektedir. Ancak, insa yontemleri
benzesse de, bu halkalarin her biri Z[i] kadar zengin ve diizenli bir aritmetik yapiya sahip olmayabilir. Bu
durumu somutlastirmak adina, herhangi bir tam sayinin karesi olmayan bir d tam sayis1 secelim ve su

kiimeyi ele alalim:
z[Vd] ={a+bVd|a,be 7}
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Bu kiime, karmagik sayilarin toplama ve carpma islemleri ile bir tamlik bdlgesidir. Dikkat edilirse d =
—1 secildiginde, elde edilen yap1 Gauss tam sayilar1 halkas1 Z[i] ile 6zdes hale gelir. Buradaki 6nemli
noktalardan biri de her d degeri i¢in Z[\/E] halkasinin Z[i]| kadar zengin bir aritmetik yapiya sahip
olmamasidir. Ornegin, d = —5 secildiginde elde edilen Z[\/—_S] halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma
ozelligini tasimaz. Dikkat edilirse Z[\/—_S] halkasinda 6 = (1 + \/—_5)(1 — \/—_5) ve 6 = 2 - 3 yazimlari
bulunur. Ancak bu iki yazimda 1 + \/—_5 vel— \/—_5 indirgenemez elemanlari ne 2 ne de 3 indirgenemez
elemani ile ilgili degildir. Yani, Z[\/—_S] halkasi tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligini tasimaz. Buradaki
onemli nokta, Z [\/—_5] halkasinda asal ve indirgenemez elemanlarin birbirinden ayrilmasidir. Ornegin,
2 eleman:1 Z [\/—_5] halkasinin bir indirgenemez elemani olmasina ragmen asal elemani degildir. Halbu
kiZ [\/—_5] halkasinin sifirdan farkli birimsel olmayan her elemani indirgenemez elemanlarin ¢arpimi
olarak yazilabilir. Buradaki eksik, yazimin tek tiirlii olmak zorunda olmamasidir ve bunun nedeni olarak da
VA [\/—_5] halkasinda asal elemanlarin indirgenemez elemanlardan daha dar bir kiime olmasi gosterilebilir.
Bu ve benzeri durumlarla ilgili detaylar1 bir sonraki yazimizda ele alacagiz. Bir sonraki yazimizda ayrica
Z[i] halkasinin zengin aritmetik yapis1 yardimiyla Fermat'nin iki-kare teoreminin nasil ispatlanabilecegini
de gorecegiz.
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