2025-1(1)

HACETTEPE LiSANS MATEMATIK DERGISi

Nizami ki Karma Metodunun
Matematiksel Izahi

TALHA TiN

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii, 3. Stnif Ogrencisi
89 talhatin@gmail.com

1. Grup Kavrami

Bu yazida bir iskambil destesi {izerine tanimlanacak karma metotlar iizerinde durulacak, bu sebeple de
simetri gruplarindan bahsetmemiz gerekecek. Bir deste iizerinde tanimlanabilecek bir karma metodunun
simetri gruplari ile iligkisini ilk bakista goremeyecek, matematiksel olgunlugu yiiksek olmayan okuyucu-
lar endiselenmesin. Ancak tanimlar verilecek olan bu kavramlarin bizim ne isimize yarayacagi yazinin
ilerleyen kisimlarinda anlam kazanacaktir.

Soyut Cebir derslerini almis okuyucular grup kavramini ilk kez duymuyordur. Ancak grup kavrami ile
ne kastediyoruz biraz bundan bahsedelim. Bir G kiimesi alalim. Bu kiime bostan farkli olsun. Bu kiime
{izerine bir ikili islem tanimlayalim. ikili islem ile kastimiz tam olarak asagidaki gibi bir fonksiyondur:

¥ : GXG -G
(X, y)Px(x,y)=x%*Yy

Yani G kiimesinden aldigimiz iki elemani bir isleme tabi tutuyoruz ve bu islemin goriintiisii (baska bir
deyisle sonucu) yine G kiimesinde oluyor. Bir kiime ve bir islem ile bir grup yapisini insa etmek icin, bu
yapinin asagidaki ozellikleri saglamasini bekleriz.

1. Va,b,ce Gigcin (a*xb)xc=a=*(b=c) (Birlesme)
2. de€GoylekiVaeGigcin exa=axe=a (Birim eleman)
3.VaeG,Ja ' eGoyleki axa'=alsa=e (Ters eleman)

Olusturdugumuz bu yapiy1 ve sonuglarini agiklamak ayr1 bir yazinin konusu. Biz simetri gruplarinin
gosteriminden faydalanacagimiz icin bu yapiy1 yalniz bu agidan ele almakla yetinecegiz. Ancak bir grubun
ne oldugunu hi¢ duymamis okuyucular icin de su ana kadar bir sezi olusturmay1 umuyoruz.

Simetri gruplari icin cok formel bir tanim vermektense, kavramsal bir sezi hissettirmeye calisacagiz.
Simetri kelimesinin giinliik kullanimi ve etimolojisi iizerine diisiindiigiimiizde zaten mevzunun asina
oldugumuz simetrilerle ilgili olacagin kestirebiliriz. Yine de gruplar teorisinin mertebe kavrami ile simetri
grubu elemanlarinin dairesel temsilleri iizerinde 6n bilgiye sahip olmak faydali olacaktir.

2. Faro Karmasi

Faro ismi Ispanya’da meshur olan bir iskambil oyunundan gelir. Bu karma metodunun ilging sonuglar
olusturdugunu goren matematikgiler bu karma metodunu miikemmel karma olarak da isimlendirmistir.
Neden ilgin¢ sonuclar olusturdugunu analiz etmeden 6nce karma metodunu tanimlayalim. 2n tane karta
sahip bir deste alalim. Bu desteyi tam ortadan iki pargaya bolelim. Olusan iki parcay1 dylesine nizami
karacagiz ki, bir kart ilk parcadan bir kart ikinci parcadan gelecek. Bu durumda aslinda bir degil iki karma
metodu tanittik; ¢linkii bir karmanin sonunda olusacak destenin en altindaki kart, olusturdugumuz parca-
larin herhangi birinden gelebilir. Biz i¢ faro karmast olarak adlandirilan karma ile calisacagiz. Bu karma
yonteminde, karma sonunda destenin en altinda bulunan kart, ilk destenin {ist yarisindaki parcasindan
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gelir. Bu karmay1 her kartin konumunun degistigi karma olarak da gorebiliriz, ciinkii dis faro karmasinda
ilk ve son kartin konumu hep ayni kalir. Her iki karma metodunun ilgi cekici sonuglari olsa da biz bu
yazimiz boyunca i¢ faro karmasi ile calisacagiz.

1 26
2 1
3 1 26 27
4 2 27 2
47 24 49 49
48 25 50 24
49 50
50 25

Sekil 1. 50 Kart I¢in Faro Karmasi

Karma metodunu ve olusturdugu grup yapisini (her ne demekse artik!) analiz 3 5
etmek adina bir soru soralim: 50 kartlik bir desteye kag kez faro karmasi uygularsak

deste tekrar ilk konumuna ulasir? Bu soruya cevap verebilmek adina destemizdeki kart 4 4

6 3

8 6

sayisini kiiciilterek bir analiz yapalim. Sadece hesap yaparak cift sayida karta sahip
desteler icin soruyu cevaplandirdigimizda; tablonun solunda destedeki kart sayisi,
saginda ise ilk konuma donmek icin gereken faro karma sayisi olmak iizere su tabloyu

elde ederiz. 1(2) ig
Cevabimiza ulasmak adina bir fonksiyon tanimlayacagiz. Bu fonksiyonun islevi, bir a4

faro karmasi sonucunda bir kartin kacinci kart oldugunu bize sdylemek olacak. Yani
x’inci kartin bu f fonksiyonu altindaki goriintiisii, yani f(x) bir kez faro karmasina
tabii tutulan destede x’inci kartin kaginci kart oldugu olacaktir. 50 kartlik bir deste icin 50 | ?
fonksiyonun tanim kiimesindeki tiim elemanlarin (yani 1’den 50’ye kadar olan tiim
sayllarin) goriintiilerine bakalim.

12 26~ 1
24 273
36 28— 5
24 48 49 > 47
25— 50 50 —» 49

50 elemanli bir kiimeden 50 elemanli bir kiimeye, bize bu goriintiileri verecek bir fonksiyon tanimlamak
istiyoruz. Bu kisimda yeterli olgunluga sahip okuyucu simetri gruplarinin neden isimize yarayacagini sezmis
olacaktir.

Ilk 25 kart icin fonksiyon kuralini yazmak kolay, fs,(x) = 2x fonksiyonu ilk 25 kart icin isimizi
gorecektir. Ancak 26’nc1 karttan 50’nci karta kadar fonksiyon kuralini yazmak bu kadar kolay degil. Yine
de her bir kartin goriintiisiinii analiz ettigimizde destenin altindaki kisim icin de f55(x) = 2(x —26) + 1
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oldugunu gorebiliriz. O halde bu fonksiyonu bir parcali fonksiyon olarak su sekilde ifade edebiliriz:

2Xx ;x <25
xX) =
Fso(x) 2x—51 ;x>25

Simetri gruplarinin gosterimi sayesinde bu fonksiyon kurali asagidaki bicimde yazilabilir:
(124816321326)(36122448453927)
(510204029714 28) (11224437 234641 31)
(918362142331530)(17 34) (19 38 25 50 49 47 43 35)

Burada, her parantezde bir cevrimsel atamalar dizisi tarif edilir; 6rnegin ilk parantez bize f 5, fonksiyonunun
1,248~ 16—-32- 13- 26—~ 1

seklinde atamalar yaptigini syler. Takip eden diger parantezlerle birlikte degerlendirildiginde f, fonksi-
yonunun nasil calistig1 tam olarak belirli olur.

Simetri Gruplarinda Mertebe Hesaplama

Sorumuzu artik
“Bir deste, belirli bir karma yonteminin art arda uygunlamast ile ne zaman ilk konumuna doner?”

seklinde netlestirebiliriz. Dikkat edilirse f5, fonksiyonu, 7 dongiiniin bileskesi tarafindan olusuyor. Tiim
fonksiyonun mertebesini bulabilmek i¢in, onu olusturan dongiilerin mertebelerini (yani ne zaman baslangic
konumuna déneceklerini) hesaplayalim. Ilk olarak

(1248163213 26)

dongiisii ile baslayalim. 8 elemani olan bu dongiiniin mertebesini hesaplarken, bir sekizgenin donme
simetrilerini incelemek bu dongiiniin ilk konumuna ne zaman ulasacagini1 gormemizi saglayacaktir. Bir
sekizgeni sekiz kez dondiirdiigiimiizde (v /4 radyanlik donmelerden bahsediyoruz) sekizgen tekrar ilk
konumuna gelecektir. O halde bu dongiiniin mertebesi 8’dir. 8 elemani olan diger dongiiler i¢in de ayn1 hesap
yapilacaktir. 2 elemani olan dongii icin bu hesabi yaptigimizda sonug 2 ¢ikacaktir. Ciinkii bir dogruyu iki kez
7 radyan dondiirdiigimiizde ilk konumuna ulasacaktir. Bir desteye faro karmasini bir kez uyguladigimizda
bu dongiilerin her birini birer kez uygulamis oluruz. O halde bir desteye iki kez faro karmasi uyguladigimizda
2 elemani olan dongii ilk konumuna donmiis olsa da (yani 17. ve 34. kartlar tekrar 17. ve 34. kartlar olur)
diger alt1 dongiiden hicbiri ilk konumuna ulagsmis degildir. Ancak faro karmasini sekiz kez uyguladigimizda,
mertebesi sekiz olan alt1 dongii baslangi¢c konumuna dénmiis olur. Bu sirada mertebesi iki olan dongii
ise 4 kez ilk konumuna dénmiis olur. Daha sezgisel aciklanmaya ¢alisilsa da aslinda f'5, fonksiyonunun
mertebesi, bu yedi dongiiniin mertebelerinin en kiiciik ortak katina esittir.

Soruyu iskambil destelerinden asina oldugumuz 52 kartlik desteler icin sormamamizin sebebi, 52
kartlik destenin tek bir dongii verecegidir. Yani destemiz 52 tane karta sahipse, ona 52 kez faro karmasi
uygulamamiz gerekecektir. Bizi daha ilging bir sonuca ulastirdigini diisiindiigtimiizden 50 kartlik bir deste
icin cevap aradik.

3. Tersyuz Karmasi

Cift sayida karta sahip bir deste lizerine tanimlanabilecek yeni bir karma metodu tanitalim. Bu karma
metodunda, faro karmasinda oldugu gibi deste tam ortadan ikiye boliiniir ve olusan parcalardan kart numa-
ralar1 biiyiik olan parca (ilk destenin altindaki parca) ters cevrilir. Ardindan agina oldugumuz faro karmasi
uygulanir. Bu karma metodu flip shuffle olarak adlandirilir ve tersyiiz karmasi adiyla Tiirkcelestirilebilir.
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1 50
2 1
3 1 50 49
4 ) 49 2
47 24 27 27
48 25 26 24
49 26
50 25

Sekil 2. 50 Kart I¢in Tersyiiz Karmasi

Onceki karma metodu icin yaptigimiz analizi, tersyiiz karmasi icin de yapacagiz. 50 kartlik bir destede
her bir kartin bir tersyiiz karmasi sonucunda kacinci kart oldugunu su sekilde inceleyebiliriz:

1->2 26 — 49
24 27 — 47
36 28 — 45
24 — 48 49 -~ 3
25 - 50 50 —1

Tersyiiz karmasi icin de fonksiyon kuralini 6ncekine benzer bir mantikla yazabiliriz. Bu fonksiyon 50
kartlik bir destede x’inci kartin bir karma sonrasi kacinci kart oldugunu veren fonksiyondur.

2Xx ;x <25

X) =
gs0(x) 101 —2x ;x> 25

Az once faro karmasi icin cevapladigimiz soruyu, yani 50 kartlik bir deste ka¢ karma sonunda ilk
konumuna doner sorusunu tersyiiz karmasi i¢in de soralim. Ancak burada sorunun cevabini bulmak
amaciyla, faro karmasi icin yaptigimiz gibi yazdigimiz fonksiyonu kullanmak yerine; faro karmasinin ve
tersyliz karmasinin olusturdugu grup yapilari arasinda bire-bir bir esleme bulalim.

4. Faro Karmasinin ve Tersyliz Karmasinin Karsilastiriimasi

Teorem 1.

Faro karmasini 4n tane karta sahip bir desteye uyguladigimizda olusan grup yapist ile tersyiiz karmasint
2n tane karta sahip bir desteye uyguladigimizda olusan grup yapisi ayni olur.

Kamnt. Oncelikle, 4n kartlik bir deste ile 2n kartlik bir deste arasinda bire bir bir déniisiim tanimlayacagiz.
4n kartlik destenin ilk 2z kartini1 alalim; bu, bizim bire bir doniislimiimiiz olacak. Yani 4n karta sahip
destenin ilk 2n karti ile 2n karta sahip destenin tamami arasinda bir esleme oldugunu gosterecegiz. Ayrica,
bu doniisiimiin tersi, 2n kartlik bir desteyi kopyalayip, olusan iki desteden birini ters gevirerek birlestirip
4n karthik desteyi elde etmek seklinde diisiiniilebilir. Bu doniisiimii 4n = 20 kart icin gorsellestirelim.
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Asagidaki semada {izeri ¢izgili olan numaralar, ¢evrilmis kartlar: simgelemektedir.

1234567891010987654321 «— 12345678910

1019283746556473829110 <« 10192837465
5106149723883279416105 <« 51061497238
8531026719449176210358 <« 85310267194

Bu doniisiim degismelidir. Yani 6nce 4n karta faro karmasi uygulayip doniisiimii uygulamakla, dénii-
siimii uygulayip 2n karta tersyliz karmasi uygulamak aynidir.

Genel olarak gozlemleyebiliriz ki, 4n karta sahip bir desteyi alip ortadan ikiye boldiigiimiizde, destenin
altta kalan kismu iistteki destenin ters ¢evrilmis haline karsilik gelir. O

Bu teorem sayesinde 4n tane karta sahip bir desteye faro karmasi uygulamakla 2n tane karta sahip bir
desteye tersyiiz karmasi uygulamak arasinda matematiksel bir fark olmadigini, yani destenin ilk konumuna
ne zaman donecegini iki karma metodu ile de ayn1 yontemle hesaplayabilecegimizi gordiik.
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