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Bilimsel teorilerin temel islevlerinden biri, gecmis deneyimleri sistematik olarak organize ederek, bir
sonraki kusagin bu bilgi birikimini daha az zahmetle i¢sellestirmesini saglamaktir. Bu, bilimsel etkinligin
siirdiiriilebilir ve kiimiilatif sekilde ilerleyebilmesi i¢in gereklidir. Matematiksel diisiincede bu ihtiyaca cevap
veren araclardan biri de kategori teorisidir. Kategori teorisi bazi iinlii matematikgiler tarafindan "benzetme
bilimi" olarak tanimlanan matematik bilimindeki benzetmeleri sistemli bicimde ele alan disiplinler arasi bir
dildir. Bu dil, farkli matematiksel yapilardaki ortak tzellikleri ortaya ¢ikararak diisiinceyi derinlestiren bir
soyutlama sunar. Matematiksel nesnelerle bu nesneler arasindaki doniisiimleri (morfizmalari) sistematik
bicimde ele alir.

Tarihsel olarak kategori teorisine dair ilk fikirler Samuel Eilenberg ve Saunders MacLane tarafindan
1942 yilinda grup teorisi tizerine yazdiklar1 bir makalede ([2]) ortaya konmus, ancak kavramlar tam anla-
miyla bu yazarlarin 1945 tarihli calismalarinda ([3]) tanitilmigtir. Bu makalede funktorlar, dogal doniisiimler
ve kategoriler kavramsallastirilmis; kategori teorisinin cebirsel topolojiye uygulamalari ilk kez tartisiimistir.
Bu gelisme, sezgisel ve geometrik homolojiden, homolojik cebire gecisin kritik bir adim1 olmustur. Yazar-
lar, amaglarinin dogal doniisiimleri anlamak oldugunu belirtmis ve bunun 6nce funktorlarin ardindan
da kategorilerin tanimlanmasini gerektirdigini ifade etmislerdir. Bu calismalar, Emmy Noether’in soyut
yapilarin anlasilmasi icin siirecleri (6zellikle homomorfizmalar1) analiz etme yaklagiminin bir devami
niteligindedir. Eilenberg ve MacLane’in ¢alismasi, topolojik yapilarin cebirsel yapilar araciligiyla analiz
edilmesini amaclamis ve bu hedefle kategorik dili gelistirmistir.

Bu yazida yukarida bahsi gecen kategori, funktor ve dogal doniisiim kavramlar1 tanimlanacak ve bazi
temel 6rnekler verilecektir. Daha ayrintili bilgi edinmek isteyen okurlara [4], [5] nolu kaynaklar 6nerilebilir.
Oncelikle kategori teorisi kitaplarinin cogunda bulunan, kiime-teorik bir arka plana ve dile sahip olan
kategori tanimini verelim:

Tanim 1.
Bir € kategorisi

1. Ob(C) ile gosterecegimiz nesneler sinifindan;

2. Her sirali (A, B) nesneler cifti icin More(A, B) ile gosterecegimiz ve farkli (A, B) ve (C, D) ciftleri
icin More(A, B) N More(C, D) = @ olacak sekildeki morfizmalar kiimesinden;

3. f € More(A,B),g € More(B,C) olmak iizere her (g, f) ciftine bunlarin bileskesi denilen
gof € More(A, C) morfizmasini karsi getiren More(B, C) X More(A, B) — More(A, C) fonksi-
yonlarindan olusur; dyle ki

(a) Her A, B, C, D nesneleri ve f € More(A, B),g € More(B,C), h € More(C, D) morfizma-
lar1 icin birlesme kurali yani ho(go f) = (hog)o f esitligi saglanir.

(b) Her A € Ob(C) nesnesinin, her f € More(A, B),g € More(B, A) igin foly = f,140g8 =
g esitliklerini gercekleyen bir 1, € More(A, A) birim morfizmasi vardir.
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Ornek 1.
1. Set: Kiimeler kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin kiimeler.
(b) Morfizmalar: Kiimeler arasindaki biitiin fonksiyonlar. Morfizmalarin bileskesi fonksiyon-
larin alisilmig bileskesidir.

2. Vectg: Bir F cismi iizerindeki vektor uzaylari kategorisi

(a) Nesneler: Bir F cismi iizerindeki tiim vektor uzaylar.
(b) Morfizmalar: F cismi {izerindeki vektor uzaylar arasindaki dogrusal doniisiimler. Morfiz-
malarin bilegkesi dogrusal doniistimlerin bileskesidir.

3. Grp: Gruplar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin gruplar.
(b) Morfizmalar: Biitiin grup homomorfizmalari. Morfizmalarin bilegkesi grup homomorfiz-
malarinin alisilmis bileskesidir.

4. Ab: Abel grupler kategorisi

(a) Nesneler: Abel gruplar.
(b) Morfizmalar: Abel grup homomorfizmalari. Mor 45, (A, B) = Hom(A, B) ile gosterilir. Mor-
fizmalarin bileskesi grup homomorfizmalarinin alisilmis bilegkesidir.

5. Jop: Topolojik uzaylar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin topolojik uzaylar.
(b) Morfizmalar: Siirekli Fonksiyonlar. Morfizmalarin bileskesi fonksiyonlarin alisilmisg biles-
kesidir.

6. hoJ op:

(a) Nesneler: Biitiin topolojik uzaylar.

(b) Morfizmalar: Homotopik fonksiyonlarin denklik siniflari. Morfizmalarin bileskesi fonk-
siyonlarin alisilmis bilegkesidir. Bu kategori cebirsel topolojinin merkezinde yer alir ve
morfizmalarin yapiy1 koruyan fonksiyonlar olmadig1 bir kategori 6rnegidir.

7. Ring: Halkalar kategorisi

(a) Nesneler: Biitiin birimli halkalar (1 # 0).
(b) Morfizmalar: Birimi koruyan halka homomorfizmalari. Morfizmalarin bileskesi halka
homomorfizmalarinin alisilmis bileskesidir.

8. R-Mod: Sol R-modiiller kategorisi

(a) Nesneler: R birimli bir halka olmak tizere tiim sol R-modiiller.
(b) Morfizmalar: Modiil homomorfizmalari. Morg_sr,q(A, B) = Homg(A, B) ile gosterilir.
Morfizmalarin bileskesi modiil homomorfizmalarinin alisilmis bileskesidir.

9. Farkl bir C kategorisi:

(a) Nesneler: Tiim pozitif tam sayilar.
(b) Morfizmalar: iki n,m € Z* icin More(m, n) kiimesi n sayisi m ile béliinmediginde bos
kiime, boliindiigiinde ise tek bir f,, , elemanindan olugsun.
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C bir kategoridir: Oncelikle morfizmalarin bileskesini tanimlayalim. m,n,k € Z* olmak iizere
fmn € More(m,n) ve f, € More(n, k) olsun. f,,, € More(m,n) oldugundan m|n ve f,, €
More(n, k) oldugundan n|k olup dolayisiyla m|k olur. Yani bir f,, x € More(m, k) morfizmas: var-
dir. Bu morfizmay f,, , ve f,; morfizmalarinin bileskesi olarak alalm. Yani f, ,of,,, = [k
Her n € N i¢in n|n oldugundan f,, morfizmas: vardir ve n|k durumunda More(n, k)'da tek
bir f, , morfizmasi var oldugundan f, xof,, = f,x elde edilir. Benzer sekile m|n durumunda
More(m, n)de tek bir f,, , morfizmasi var oldugundan f, ,of,,, = fn, elde edilir. O halde n
nesnesinin birim morfizmasi olarak 1,, = f,,, alinabilir. Ayrica her m, n, k, [l nesneleri ve f,,, €
More(m, n), g,k € More(n, k), hy; € More(k, 1) morfizmalar: icin birlesme kurali saglanir. Yani

hk,lo(gn,kofm,n) = (hk,logn,k)ofm,n egitligi saglamr ([1])

Orneklere bakildiginda bir kategorinin, nesneleriyle degil, morfizmalariyla karakterize edildigine
dikkat edilmelidir. Ornegin J op kategorisinin kategorik 6zellikleri ile hoJ op kategorisinin kategorik
ozellikleri birbirinden farklidir. Bir € kategorisinde bir f : A — B morfizmasiigin gof = 1, ve fog = 1
olacak sekilde bir g : B — A morfizmasi bulunursa f’ye izomorfizma denir. Ornegin Set kategorisinde
izomorfizmalar birebir 6rten fonksiyonlar, Ab kategorisinde grup izomorfizmalari, J op kategorisinde
homeomorfizmalardir.

Kategori teorisi, matematiksel yapilari iki farkli sekilde birlestirir. {1k olarak, yukarida gordiigiimiiz
gibi, teorik olarak tanimlanmis ve uygun morfizma kavramina sahip hemen hemen her matematiksel
yap1 kiimesi bir kategori olusturur. Bu, kiime-teorik bir ortamda saglanan bir birlestirmedir. Ikinci olarak
ve belki de daha da 6nemlisi, bir yapi tiirli tanimlandiktan sonra, verilen yapidan nasil yeni yapilarin
olusturulabilecegini belirlemek zorunludur. Ornegin A ve B gibi iki kiime verildi§inde kiime teorisi bunlarin
kartezyen carpimi dedigimiz A X B kiimesini olusturmamizi saglar. Ayrica verilen yapilarin daha temel
alt yapilara nasil ayristirilabilecegini belirlemek de zorunludur. Ornegin, bir sonlu Abel grup verildiginde,
bu grup belirli alt gruplarinin (dik) carpimina nasil ayristirilabilir? Her iki durumda da, belirli tiirdeki
yapilarin nasil birlesebilecegini bilmek gerekir. Bu kombinasyonlarin dogasi, salt kiime-teorik bir bakisg
acistyla bakildiginda oldukca farkli goriinebilir. Kategori teorisi, bu yapilarin ¢cogunun aslinda "evrensel
ozellige" sahip bir kategorideki belirli nesneler oldugunu ortaya koymaktadir. Nitekim, kategorik bir bakis
acisindan, kiime teorisindeki kartezyen carpim, gruplarin (Abel veya degil) dik carpimi, topolojik uzaylarin
carpimi ve mantik sistemlerindeki 6nermelerin birlesimi evrensel 6zellige sahip bir kategorideki carpim
nesnesinin 6zel durumlaridir. Bir € kategorisinde verilen X ve Y nesnelerinin ¢arpimi olarak adlandirilan
nesne projeksiyon morfizmalari olarak adlandirilan p : P — X ve q : P — Y morfizmalariyla birlikte
bir P nesnesidir ve bu evrensellik 0zelligini saglar. Yani her W nesnesive f : W — X, g : W — Y
morfizmalari icin poh = f ve goh = g olacak sekilde tek bir h : W — P morfizmasi vardir. Bu ¢carpim
nesnesi izomorfizma farkiyla tektir. Dolayisiyla kategori teorisinde, belirli bir yapiy1 olusturan unsurlarin
dogas1 6nemsizdir. Onemli olan, bir nesnenin kategorideki diger nesnelerle nasil iligkili oldugudur. Kategori
teorisi, farkli yapu tiirlerinin birbirleriyle nasil iligkili oldugunu ortaya koyar. Ornegin, cebirsel topolojide,
topolojik uzaylar gruplarla (modiiller, halkalar vb.) ¢gesitli sekillerde (homoloji, kohomoloji, homotopi,
K-teorisi gibi) iligkilidir. Kategori teorisi tam da bu baglantilar1 acikliga kavusturmak ve karsilastirmak icin
Eilenberg ve Mac Lane tarafindan icat edilmistir. Iste bu amag¢ dogrultusunda en 6nemli kavramlardan
biri, funktorlar olarak adlandirilan kategoriler arasindaki morfizmalardir. Detayli tanimi verilmeden 6nce
funktorlar kategoriler arasinda yapi koruyan doniisiimler olarak adlandirilabilir.

Tanim 2.

C ve D iki kategori olsun. Bir kovaryant F : ¢ — D funktoru C’nin her A nesnesine D’nin bir F(A)
nesnesini, €’deki her f € More(A, B) morfizmasina D’de bir F(f) € Mory(F(A), F(B)) morfizmasini
karsi getiren ve asagidaki kosullar1 gercekleyen bir kuraldir:

1. f € More(A,B),g € More(B,C) ise F(gof) = F(g)oF(f)dir.
2. C’nin her A nesnesi i¢in F(1,4) = 1p4)’dir.
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Tanim 3.

Cve D iki kategori olsun. Bir kontravaryant F . ¢ — D funktoru C'nin her A nesnesine D’nin bir F(A)
nesnesini, €’deki her f € More(A, B) morfizmasina D’de bir F(f) € Mor(F(B), F(A)) morfizmasini
karsi getiren ve asagidaki kosullar1 gercekleyen bir kuraldir:

1. f € More(A,B),g € More(B,C) ise F(gof) = F(f)oF(g)dir.
2. C’nin her A nesnesi i¢in F(1,4) = 1p4)’dir.

Ornek 2.
1. U : R-Mod— Set doniisiimiinii her A € Ob(R-Mod) icin U(A) = A ve R-Mod’daki herhangi bir
f homomorfizmasi i¢in U(f) = f olarak tanimlayalim. U bir kovaryant funktordur. U’ya unutkan
funktor denir. Bunun nedeni U(A) = A’nin bir kiime olarak diisiiniilmesi yani A’nin modiil yapisinin
unutuluyor olmasi ve U(f) nin de kiimeler arasinda bir fonksiyon olarak goriilmesidir.
2. Bir € kategorisi ve C’'nin bir A nesnesini alalim. F4 = Mor(A, —) : € — Set doniisiimiinii asagidaki
gibi tanimlayalim:

(a) Her B € Ob(C) igin F 4(B) = Mor(A, B).
(b) g : B—> Cicin F4(g) : Mor(A, B) — Mor(A, C) morfizmasini F4(g)(f) = gof.

F 4 bir kovaryant funktordur.
3. Bir € kategorisi ve €’nin bir B nesnesini alalim. F2 = Mor(—, B) : € — Set doniisiimiinii asagidaki
gibi tanimlayalim:

(a) Her A € Ob(@) icin FB(A) = Mor(A, B).
(b) g : A — Cicin FB(g) : Mor(C,B) — Mor(A, B) morfizmasini1 FB(g)(f) = fog.

F3 bir kontravaryant funktordur.
4. H, : Jop—> Ab doniisiimiinii agagidaki gibi tanimlayalim:

(a) Her X topolojik uzayina n. homoloji grubu olarak adlandirilan H,(X) grubunu karsilik
getirsin.

(b) Her f : X — Y siirekli fonksiyonuna H,(f) : H,(X) — H,(Y) grup homomorfizmasini
karsilik getirsin.

H,, bir kovaryant funktordur. Bu funktor tekil homoloji funktoru olarak adlandirilir.

Tanim 4.

Verilen F : A — Bve G : A — B funktorlari icin dogal doniisiim olarak adlandirilan : F — G
fonksiyonu, A’'nin her A nesnesine B’nin bir n(A) : F(A) — G(A) morfizmasini karsilik getiren bir
fonksiyondur 6yle ki A’daki her f : A — A’ morfizmasi icin asagidaki diyagram degismelidir. Yani
G(f)on(A) = n(A")oF(f)dir.

Fa) 22 6(4)

F(f)l LG(f)

F(A")——=G(A
(4) —= G(A))

A’daki her A nesnesi i¢in 7(A) morfizmasi bir izomorfizma ise n’ya dogal izomorfizma denir.
Bir dogal doniisiim ilgili kategorilerin morfizmalarin bilegkesi gibi i¢ yapisini bozmadan bir funktoru

digerine doniistiirmenin yolunu saglar. Bu nedenle bir dogal doniisiim funktorlarin morfizmasi olarak
diistiniilebilir. Dogal doniisiimlerin bircok ornegi [4]’te verilmektedir.
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Ornek 3.

1. BirF : A — B funktoru i¢in A’nin her A nesnesine 1p(4) morfizmasini karsilik getiren 1z : F —
F bir dogal izomorfizmadir.

2. Verilen iki U : Grp— Setve F : Set—> Grp funktorlari i¢in# : 1g,, — UoF ven’ : FoU —
1g,p, fonksiyonlari birer dogal dontistimdiir.

Onerme 1.
Iki dogal doniisiimiin (dikey) bileskesi bir dogal doniisiimdiir.

Kamnit. Verilen F,G,H : A — B funktorlarii¢inn : F — Gve § : G — H iki dogal doniisiim ve
f 1 A — B morfizmasi A kategorisinde bir morfizma olsun. O zaman asagidaki diyagrami olusturabiliriz:

Fa) 2 6a) 29 Hea)
F(f)L lG(f) jH(f)
FB) =G OB) = HB)

n ve & dogal doniisiim oldugundan, sol kare ve sag kare degismelidir. Yani

G(f)on(A) = n(B)oF(f)

* H(f)o(A) = £B)oG(f).
Burad
. H()oE(A)on(A) = £(B)oG(f)on(4) = EBIon(B)oF(f)
elde edilir. Bu £o7’nin dogal doniisiim oldugu anlamina gelir. O

Eilenberg ve Mac Lane’in ilk gozlemledigi gibi, funktoru tanimlayabilmek icin kategori, dogal doniisiimii
tanimlayabilmek icin de funktor tanimlanmustir ([4, §1.4]). Kategori teorisi, matematigin farkli dallarindaki
yapilar arasinda derin birlestirici iligkiler kurar. Funktorlar ve dogal doniisiimler sayesinde, kiimelerden
gruplara, topolojik uzaylardan cebirsel yapilara kadar genis bir yelpazede yapisal doniisiimler anlam kazanir.
Bu teori, hem soyut hem de uygulamali matematigin pek ¢ok alaninda temel bir rol oynar.
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