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Diiglimler, insanlik tarihinin en eski araclarindandir. Giysi yapimindan balikcilifa, zaman 6l¢limiinden
ingaata kadar pek cok alanda kullanilmistir. Matematikte topolojinin bir dali olarak ¢alisilan diigiim teorisi
ile ilgili ilk calismalar 18. ve 19. yiizyillarda Vandermonde, Gauss ve Listing tarafindan yapilmaistir. 20.
yiizyilda Alexander ve Reidemeister 6nemli adimlar atmis, Jones'un 1984’te tanimladig1 polinom ise teoriyi
derinlestirmistir. Bugiin diigiim teorisi; matematik disinda fizik, kimya ve 6zellikle DNA topolojisi gibi
biyoloji alanlarinda da uygulanmaktadir.

Diigiimleri, kendi kendini kesmeyen kapali egriler olarak diisiinebiliriz. Matematiksel acidan ise bir
diiglim, R3 icinde birim gember S! = {(x,y) | x*> + y? = 1}’e homeomorfik olan altkiimeleri olarak tanimla-
nabilir. Burada, iki topolojik uzay arasinda tanimh bir f : X — Y fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve tersi
f~! de siirekli ise, bu fonksiyona bir homeomorfizma denir. Béylece X ve Y uzaylar1 birbirine homeomorfik,
yani topolojik olarak esdeger kabul edilir.

Sekil 1. Coziik diigim.

Sekil 1’de diigiim diyagrami verilen ¢oziik diigiim, en basit diigiim 6rnegidir. R® uzay: icerisindeki bir
diigiimiin diyagrami, diiglimiin xz-diizlemine olan izdiistimiidiir. Bir diiglimiin birden fazla izdiistimii yani
birden fazla diyagrami olabilir.
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Sekil 2. Coziik diigimiin birden fazla izdiisiim{i.

Coziik diiglimden sonraki en basit diiglim ornekleri trefoil diigiimii ve Sekiz diiglim{iidiir.

1),

Sekil 3. Trefoil diigiimii ve Sekiz diigiimii.
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Diigiimlerin ayrik birlesimlerini alirnirsa bir link elde edilir. Linki olusturan her bir diiglim, linkin bir
bilesenidir. 2-bilesenli linke Hopf link ve Whitehead link 6rneklerini verebiliriz.

DR

Sekil 4. Hopf link ve Whitehead link.

Bir diigiim diyagraminda yaylarin birbiri izerinden gectigi yerlere diigiim caprazlamasi denir. Diiglim
diyagramlarinda iki tip caprazlama goriilebilir.
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Sekil 5. Diigiim diyagramindaki ¢aprazlamalar.

Bir diigiim diyagrami iizerinde belirli bir nokta secerek, bu noktadan baslayip saat yoniinde ya da saat
yoniiniin tersine hareket edebiliriz. Diyagram iizerinde bu yoniin acik¢a belirtildigi diigiim ya da linke
yonlii diiglim ya da yonlii link adi verilir. Yonlii diiglim 6rneklerini Sekil 6’de gorebilirsiniz.
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Sekil 6. Yonlii diigiimler.

Peki, verilen iki diiglimiin birbirinden farkli olup olmadigini nasil anlayabiliriz? Ornegin, ¢oziik dii-
giim ile trefoil diiglimiiniin farkli oldugu nasil ispatlanir? Bu tiir sorular1 yanitlayabilmek icin diigiim
degismezleri ad1 verilen matematiksel araclara ihtiya¢ duyariz.

Diigiim degismezleri, bir diigiimiin farkl diyagramlarla gosterilmesine ragmen degismeden kalan,
diiglime ait temel karakteristik 6zellikleri ortaya koyan niceliklerdir. Bagka bir deyisle, diigiim lizerinde
yapilan topolojik doniisiimlerle degismeyen, diigiimiin yapisal 6zelliklerini koruyan oélgiitlerdir. Polinom
degismezleri (6rnegin Alexander, Jones veya HOMFLY polinomlar1), baglanti sayisi, minimum ¢aprazlama
say1s1 ve cebir teorisi kullanarak diiglim grubu gibi bircok farkh diigiim degismezi tanimlanmistir. Bu
degismezler, farkli diiglimleri ayirt etmenin yani sira, diigiim teorisinde siniflandirma yapabilmenin de
temel araclaridir. Ayni zamanda yon kavrami da birgok degismezin taniminda kritik bir rol oynar; ¢iinkii
bazi diigiim degismezleri yonlii diigiimler {izerinde tanimlanir ve diigiimiin yonii degistirildiginde elde
edilen deger degisebilir. Bu nedenle, yon bilgisi ve degismezlerin birlikte kullanimi, diigim teorisinde
vazgecilmez bir 6neme sahiptir.

iki diigiimiin aslinda ayni diigiim olup olmadigini, yani izotopik olup olmadiklarini géstermek i¢in
Reidemeister hareketlerini kullanabiliriz. Bu hareketler, diigiim diyagrami iizerinde yapilan lokal degisik-
liklerle, diigiimiin topolojik 6zelligini bozmadan seklinin degistirilmesini saglar. Ug temel Reidemeister
hareketi vardir ve bu hareketler Sekil 7’de gosterilmistir.
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Sekil 7. Reidemeister hareketleri.

Reidemeister hareketleri, diiglim diyagramlar: arasinda gecis yapmanin ve esdegerlik gostermenin
temel yollarindandir. Asagidaki teorem, iki diyagramin ayni diigiimii temsil etmesi icin bu hareketlerin
yeterli oldugunu ifade eder:

Teorem 1. (Reidemeister-Markov)

Iki diigiim (veya link) diyagramumn aym diigiimii (veya linki) temsil etmesi icin gerekli ve yeterli kosul, bu
iki diyagramin sonlu sayida R,, R,, R; Reidemeister hareketleri, bu hareketlerin tersleri ve diizlem izotopileri
yoluyla birbirine doniistiiriilebilir olmasidir.

Burada izotopi, diigiim yayinin siirekli bir bicimde deformasyona ugramasi anlamina gelir. Diizlem
izotopisi ise, bu deformasyonun diigiim yayinin kendini kesmeden gerceklestirdigi siirekli hareketlerdir.

Bir diiglim icin tanimlanan bir nicelik, eger tiim Reidemeister hareketleri altinda degismeden kaliyorsa,
bu nicelik diiglim degismezi olarak adlandirilir.

Simdji, diigiimler ve linkler icin tanimlanmis 6nemli bir degismez olan baglanma sayisi tizerinde duralim.
Baglanma sayisin1 tanimlayabilmek icin oncelikle diigiime veya linke bir yon vermemiz ve ¢caprazlamalarini
incelememiz gerekir. Verilen yonlii diiglim veya yonlii link diyagraminda her bir caprazlama igin, Sekil 8'de
gosterildigi sekilde bir say1 atanir. Bu atamaya gore:

+1 -degeri verilen caprazlamalara pozitif caprazlama,

—1-degeri verilen ¢aprazlamalara ise negatif caprazlama denir.

A A
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Sekil 8. Pozitif ve negatif caprazlama.

K, ve K, olmak iizere iki yonlii bilesene sahip bir link diyagrami ele alalim. Bu iki bilesen arasinda olusan
caprazlamalardaki +1 ve —1 degerlerinin toplaminin yarisi, K, ile K, bilesenleri arasindaki baglanma sayisi
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olarak tanimlanir ve bs(K;, K,) seklinde gosterilir. Baglanma sayisi, Reidemeister hareketleri altinda sabit
kaldigindan, diyagramin secimine baglh degildir ve bu nedenle yonlii linkler i¢in bir topolojik degismezdir.

Siradaki adimda, baglanma sayisinin bazi 6rnek linkler iizerinde nasil hesaplandigini birlikte inceleye-
lim. Ornegin; aralarinda hi¢ ¢aprazlama olmadii igin Sekil 9'da verilen linkin bilesenleri icin baglanma

sayis1 bs(K;, K,) = O’dir.

Sekil 9. Baglanma sayisi bs(K;,K,) = 0.

Sekil 10’da verilen Whitehead linkin bilesenleri arasindaki baglanma sayisini hesaplarken sadece

aralarindaki caprazlamalardan gelen +1 ve —1 sayilar1 hesaba katilir ve bs(K;, K;) = %(—2 +2) = 0dir.

Sekil 10. Whitehead linkin bilegenlerinin baglanma sayis1 bs(K;,K,) = 0.

Hopf linkin bilesenleri arasindaki baglanma sayisini ise bs(K;, K,) = %(+1 +1) = +1 olarak hesaplariz.

+1

+1

Sekil 11. Pozitif Hopf link, baglanma sayisi bs(K;,K,) = +1.

Whitehead link ile Hopf link’in bilesenleri arasindaki baglanma sayilar1 farkli oldugundan, bu iki linkin
birbirinden farkli oldugu sonucuna varabiliriz. Ancak, baglanma sayist ayni olan her iki linkin mutlaka
ayn1 olmasi gerekmez. Ornegin, ilk baglanma sayisini hesapladigimiz link drnegi ile Whitehead link’in
bilesenleri arasindaki baglanma sayisinin her iki durumda da 0 oldugunu gordiik. Buna ragmen, bu iki link
topolojik olarak farklidir. Bu durum, baglanma sayisinin baz linkleri ayirt etmekte yetersiz kaldigini ve
daha giiclii degismezlere ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir. Bu tiir degismezlerin incelenmesi ise bash
basina ayr1 bir yazinin konusu olabilir.

Diiglim teorisinin temel hedeflerinden biri, tiim diiglimleri belirli kurallara gore siniflandirmaktir. Bu
siiflandirma siirecinde, diiglim degismezleri 6nemli bir rol oynar; cilinkii ayni diigiimii temsil eden farkli
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Sekil 12. Baglanma sayilar1 ayni olan iki farkli link.

diyagramlar olsa bile, degismezler sabit kalir ve diigiimler arasindaki farklari ortaya koymaya yardimeci
olur. Diigiim tablosu, belirli bir ¢caprazlama sayisina kadar olan diigiimlerin sistematik sekilde listelendigi,
siniflandirmay1 gorsellestiren 6nemli bir aractir. Bu tablolar sayesinde diigtimler kolayca tanimlanabilir,
karsilastirilabilir ve topolojik yapilar: tizerine analiz yapilabilir.

Son olarak, yazimizi sadece bilgiyle degil, biraz da merakla bitirelim:

Baglanma sayisi neden daima tam sayidir?

Bu sorunun cevabini diisiiniirken, agagidaki diigiim tablosu size ilham verebilir.

SN
RO
EARC R SNNCS!

Bu diiglim tablosunda, caprazlama sayisi en fazla yedi olan diigiim diyagramlari listelenmistir. Diigtimlerin
adlandirilmasi ve siralanmasinda Alexander ve Briggs’in 1926 yilinda gelistirdikleri notasyon sistemi esas
alinmistir.
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