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1. Giris

Bir grup insan olarak dogru ya da yanlis olabilecek bir karara varmak iizereyiz. Cogunlugun kararini takip
edersek mi yoksa gruptan rastgele bir kisiyi secip onun dedigini takip edersek mi dogru karara ulagma
olasilifimiz daha yiiksek olur? Bu yazida bu sorunun etrafinda diistinecegiz. Baslangic noktamizsa su
bulmaca olacak.

(Ailenin karar1) Ug kisilik bir aile diisiinelim. Bu aile 6nemli bir karar vermenin arifesinde ve
kararlar1 ya dogru ya da yanlis olacak. Ailedeki her bir kisinin dogru karar1 vermesi olasilig1 birbirine
esit ve bu olasilik p € (0, 1).

Uc kisinin de karar1 duyulup cogunlugun kararina uyulursa dogru kararin ¢cikmasi olasiligi ne olur?
Bu olasilik p’den biiyiik miidiir, kiiclik miidiir?

.

Bu bulmacanin ¢dziimiine hemen bir sonraki béliimde bakacagiz. Oncesinde, ailenin nihai karara ulagsmak
icin aralarindan birini rastgele sectigi ve onun seciminde karar kildig1 alternatif duruma hemen bakabiliriz.
Bu durumda ailenin dogru karara varma olasiligi,
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olur; zira ii¢ kisiden herhangi birini 1/3 olasilikla se¢giyoruz ve bunu takiben bu kisi p olasilikla dogru
karara variyor. Yani aslinda bulmacadaki asil merak ettifimiz sey, cogunlugun kararini takip edip dogruya
ulasma olasiliginin rastgele bir kisinin kararini takip edip dogruya ulagsma olasilifindan daha biiyiik olup
olmadigi. Bir baska deyisle, cogunlugun karar vermesiyle dogruya ulagsma olasiligimiz acaba p’den biiyiik
miidiir?

Bir sonraki boliime gecmeden once icgiidiisel olarak bulmacanin cevabinin p’den biiyiik mii, kiiclik mii
olacagini diistinmek sizin i¢in faydali olacaktir. Unutmadan, bu biiyiikliik kii¢iikliik meselesi p’nin degerine
bagl olabilir!

2. Ailenin karari

Belirli bir p € (0, 1) i¢in ailedeki her bir kisinin dogru karar1 vermesi olasiliginin birbirine esit ve p oldugunu
varsaymistik. Ug Kkisinin de kararin1 duyup ¢ogunlugun kararina uyarsak aileden dogru kararin ¢ikmasi
olasiligiyla ilgileniyorduk. Bu béliimde bu sorunun cevabina ulasip sonraki boliimde bir genellestirmeye
bakacagiz.
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Ailedeki iic kisiyi birinci, ikinci ve iiciincii kisiler olarak diisiinebiliriz. Oncelikle, bu ti¢ kisiden her birinin
verdigi dogru ve yanlis karar1 D ve Y olarak kisaltirsak 2° = 8 farkli durum olabilecegini gozlemleyelim:

DbD, DDY, DYD, YDD, YYD, YDY, DYY, YYY.

Ornegin DDY, ilk iki kisinin dogru, iiciinciiniin yanhs karar verdigi durumu gosteriyor.

Cogunlugun kararina uyulduguna gore, bu sekiz durumdan DDD,DDY,DYD ve YDD nihai olarak dogru
karara varmamizi saglamakta. Bunlardan DDD’nin olasilig1 p3. DDY nin olasilig1 p- p-(1—p) = p>-(1—p).
Benzeri sekilde DY D ve YDD’nin olasiliklari da p? - (1 — p). Karsilik gelen bu olasiliklar1 topladigimizda
p* + 3p*(1 — p) buluyoruz. Yani ¢ogunlugun kararina uyarsak dogru karar verme olasiligi

¢(p) :=p*+3p*(1 - p)

degerine esitmis.

Python’da kisacik bir kod yazarak olusturulan asagidaki sekilden goriilecegi iizere ¢(p) degeri, p < 0, 5’ken
p’den kiiciik cikarken, p > 0, 5’ken p’den daha biiyiik ¢cikmaktadir. O halde p < 0, 5’ken rastgele bir kisinin
kararini takip etmek, dogru karar1 verme olasiligini artirtyor! Yani insanlar bireysel olarak hata yapmaya
meyillilerse oy ¢cokluguna gore hareket edince hata yapmaya daha da meyilli oluyorlar!
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p < 0,5 durumunda ¢(p) < p oldugunu sekil {izerinden gordiik ama dilersek bunu cebirsel olarak da
gosterebiliriz. Tek yapmamiz gereken ¢(p) < p © p* +3p*(1—-p)<p e p*+3p*(1—-p)—-p <0 &
p(2p? —3p + 1) > 0 oldugunu gézlemlemek ve en sondaki esitsizligin p < 0,5 oldugunda saglandig
sonucuna varmak.

Buradaki sasirtici olan ve pesine diisecegimiz gozlemimizi bir kez daha vurgulayalim.

Ailedeki ii¢ kisiden her birinin dogru karara varma olasilig1 0, 5’ten kiiciik bir degere esitse, oy
cokluguna gore hareket ettiklerinde yanls karara varma olasiliklari, rastgele bir aile bireyinin yanlig
karara varma olasiligindan daha biiyiiktiir.

Oniimiizdeki boliimde bu gézlemi ii¢ kisi yerine daha fazla kisi olsaydi durumuna genellestirecek, sonra-
sinda da bireylere karsilik gelen olasiliklar farkli olsaydi ne olurdu sorusuna bakacagiz. Bu boliimii size
benzeri bir soruyu alistirma olarak birakarak bitirelim.
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Alistirma. Iki gesit jiiri diisiinecegiz.

« Birinci ¢esit jiiri ti¢ kisiden olussun. Jiiri liyelerinden ikisinin dogru karar verme olasiliklar1 p degerine
esit. Uciincii iiyenin dogru karar verme olasilig1 ise 1/2. Jiirinin nihai karar1 da cogunlugun karari
olsun.

« Ikinci cesit jiiri ise dogru karar1 verme olasilig1 p olan sadece bir kisiden olussun.

Hangi jiiri cesidinin dogru karar1 vermesi olasihig1 daha yiiksektir? (Cevap: Ikisinde de aynidir.)

3. Daha genel bir problem

Onceki béliimde {ig kisilik bir aile {izerinden tartistigimiz sorunun dogal bir genellestirmesi var. Ailede ii¢
yerine daha fazla kisi olsayd1 ne olurdu? Bir ailedeki birey sayisinin alabilecegi birey sayisi kisitli oldugu icin
sorunun simdiki halini bir toplum {izerinden diisiinelim. Dileyenler toplumsal olarak verilmesi gereken bir
karari kafasinda canlandirip durumu daha da somutlastirabilir.

m € N olmak iizere 2m + 1 bireyden olusan bir toplum diisiinelim. Bu toplum 6nemli bir karar
verme arifesinde ve kararlar1 ya dogru ya da yanlis olacak. Toplumdaki her bir kisinin dogru karari
vermesi olasilig1 birbirine esit ve bu olasilik p € (0, 1).

2m + 1 kisinin de kararini duyup cogunlugun kararina uyarsak dogru kararin ¢ikmasi olasiligi
®2m+1(p) ne olur? Bu olasilik p’den biiylik miidiir, kiiclik miidiir? m arttikca buldugumuz olasilik
nasil degisir?

m = 1 durumunu zaten bir énceki boliimde halletmistik. m = 2 olursa toplam 5 kisi olur. Oyleyse toplumun
dogru karar1 vermesi icin en az 3 kisinin dogru karar1 vermis olmasi gerekir; yani 3, 4 ya da 5 kisinin dogru
karar1 verdigi durumlarin olasiliklarini toplamaliyiz. Tam olarak 3 kisinin dogru karar verebilmesi olasilig1
icin 5 kisiden 3 kisiyi (:) farkl sekilde secebilecegimizi ve bdylesi bir secimin istedigimizi saglamasi

olasiliginin p3(1 — p)? oldugunu gozlemleyelim. 4 ve 5 durumlari icin de ayni sekilde diisiindiigiimiizde,

#s0) = (Q)p*a - 2+ ()00 - p' + ()0 = p)°

buluruz.

m’nin 1 ve 2 oldugu durumlar artik genel durumun nasil olacagini da belli etmekte. Toplumda 2m + 1 kisi
varsa nihai kararin dogru karar olmasi i¢in en az m + 1 kisinin dogru karar1 vermesi gerekir. Tam olarak
i €{0,1,...,2m + 1} kisinin dogru karari vermesi olasiliginin

)pi(l _ p)2m+1—i

oldugunu gozlemlersek ve uygun degerler iizerinden toplam alirsak nihai kararin dogru karar olmasi
olasiliginin,

2 1
( mi+

2m'+ 1)pi(1 _ py2mti-i

$om+1(D) = Z (

i=m+1
oldugunu goriiriiz.

Simdi ilk olarak m’nin farkh degerleri icin p degeri 0'dan 1’e dogru degisirken toplumun dogru karari

vermesi olasilig1 ¢,,,,1(p)’nin nasil degistigine bir bakalim:
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Sekilden goriilecegi iizere p < 0, 5 durumunda kisi sayis1 m arttikca dogru kararin alinmasi olasiligi diisiiyor.
Yani eger bireyler yanlisi se¢meye meyilliyse bir araya gelerek yanlisi segmeye daha da meyilli hale geliyor!
I¢giidiisel olarak hissedilebilir olsa da matematiksel olarak gosterilisi de oldukga ilgi cekici kanimca.

Peki p = 0, 5 olsayd1 ne olurdu? Burada siirpriz yok ve toplumun dogru karara varma olasilif1 da 0, 5; ne
de olsa tamamen simetrik bir durum var ortada. Tabii dilerseniz bunu buldugumuz formdilii ve binom
katsayilarinin simetrisini kullanarak da gézlemleyebilirsiniz:

2m+1 2m+1

2m+1 : . om+ 1
¢2m+1(0a 5) = Z ( i )(0, 5)1(0, 5)2m+1 L = (0’ 5)2m+1 Z ( ; )
i=m+1 immal
22m+1 1
= (0,5 —— =~
(0,5) 3 5

Buraya kadarki hesaplamalarimizda tek sayida kisinin oldugunu varsaydik. Cift sayida kisi olsaydi dogru
ve yanlislarin berabere kalmasi gibi bir durum da olabilirdi ve bunu goz 6niinde bulundurmaniz gerekirdi.
Cok da ciddi bir sikint1 olusturmayacak bu durumda nasil bir yol izlenebilecegi tizerine kafa yormayi size
birakalim.

Son olarak toplumdaki her bireyin dogru karar1 vermesi olasiliginin sabit bir p degerine esit oldugunu
varsaydigimizi hatirlayalim. Bu varsayim elbette ki gercekci degil. Bir sonraki gorece teknik olan boliimde
de bu konuda kisa bir tartisma gerceklestirecegiz.

4. Ozdes olmayan bireyler durumu

Giizel bir soruyla ugrastik ama bireylerin dogru karara ulagmasi olasiliginin ayni olmasi varsayimai iizerinde
oynama yapip yapamayacagini da bir yandan merak ediyor insan. Bu boliimde icgiidiisel olarak acik
olan bir baska durumun matematiksel aciklamasini verecegiz. Iddiamiz asag1 yukari sdyle. Toplumdaki
bireylerin dogru karara varma olasiliklarinin kisiden kisiye degisebildigini ama her birininkinin 0, 5’ten
kiiclik oldugunu varsayalim. Bu durumda toplumda ¢ok fazla kisi varsa ve nihai karar oy cokluguna gére
verilirse dogru karara varilmasi olasilif1 yine 0’a yakin olacaktir. (Sonug béliimiinde daha da genel bir durum
okurun ilgisine sunulacaktir.) Tabii burada birkac muglak ifade var, bunlar1 netlestirecegiz. Asagidaki
tartisma daha teknik ve olasilik teorisinden burada her birinin detayina giremeyecegimiz bazi tanimlara
ve sonuclara ihtiya¢ duyuluyor. Dileyenler bu bilgilere [1] ya da [2] referanslarindan ulasabilir ya da bu
boliimiin okumasi ilerleyen bir zamana ertelenebilir.
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Ana gozlemimizin ispatinda kullanacagimiz en 6nemli arag olasilik teorisi ve ilgili alanlardaki meshur
sonuglardan bir tanesi olan Chernoff esitsizligidir. Asil tartismamiza gecmeden dnce bu esitsizligi bu
noktada ifade edelim, meraklilari icin ispatini da en sona ekleyelim.

Teorem 1. (Chernoff esitsizligi)

Xy, ..., X, bagimsiz, 0 ya da 1 degerlerini alan Bernoulli rassal degiskenleri olsun; p; = P(X; = 1) diyelim.
X = Z:;l X; ve u = E[X] tanmimlayalim. Bu durumda herhangi bir § > 0 i¢in,

—52u

PX > 1 +0)u) <ezs

esitsizligi dogrudur.

4.1. Ana netice

Simdi asil konumuza doniiyoruz. Ispatlayacagimiz sonug su:

n € N bireyden olusan bir toplum diistinelim. Bu toplum 6nemli bir karar verme arifesinde ve
kararlar1 ya dogru ya da yanlis olacak. Toplumdaki kisileri 1, 2, ... seklinde isimlendirelim. j € N
numarali Kiginin dogru karari vermesi olasilifini p; ile gosterelim ve

supp; < p,. <1/2

jeN
oldugunu varsayalim. Toplumun nihai kararinin oy ¢okluguna gore verildigini diisiinelim. Bu
durumda,

_ (I_ZP*)Z)n
P(toplumun nihai kararinin dogru olmasi) < e ( P2

esitsizligi saglanacaktir. Buradan, n sonsuza giderken toplumun dogru karara ulagsmasi olasiliginin
0’a yakinsadig1 goriiliir.

\.

Simdi Chernoff esitsizliginden yararlanarak iddiamizi ispatlayacagiz. Toplam n kisinin dogru ya da yanlis
bir tercihte bulundugunu hatirlayalim.! Nihai olarak dogru karara varilabilmesi icin n/2 tanesinden daha
fazlasinin dogru karar1 vermis olmasi gerekli. j = 1, ..., n igin

El, Jj’inci kisi dogru karara vardiysa,
j =

0, diger durumda,

rassal degiskenlerini tanimlayalim. Bu durumda her bir j i¢in X;, parametresi p; olan bir Bernoulli rassal
degiskenidir. X = Z;;l Xj tamimini verirsek, X dogru tercih yapmuis olan kisilerin sayisi olacaktir. O halde,

P(X>g)

olasiligini anlamak istiyoruz.

u ile X’in beklenen degerini gosterirsek, beklenen degerin dogrusalligi ile

u=EX]=E ZX]‘ = Z[E[Xj] = ij
j=1 Jj=1 Jj=1

olacagini aklimizda tutalim. Burada her bir p;’nin p, € (0,1/2) sayisindan kiigiik veya esit oldugunu

1Burada n cift say1 olursa dogru karara varanlarla yanlis karara varanlarin sayisi esit olabilir. Bu durumda toplumun bir karara
varamadigini diisiinebiliriz. Bu asagidaki hesaplarimizla ilgili herhangi bir sorun yaratmamaktadir.
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varsaydigimiz icin n

0<u<np,< >
olacaktir.

Simdi Chernoff esitsizligini kullanma zamani. Bu amacla § = 21 — 1 tanimladigimizda, Chernoff esitsizli-
U

giyle su sonuca ulasiriz:

5 - _ (n—2p)?

[p)(X ny _ __2#— 2yl _ 4ut2n
>E)—P(X>(1+5)M)Se2+5—e o=e W €))

sonucuna ulasiriz. (0 < ¢ < (0, 5)n olmasindan 6tiirii & > 0 oldugunu ve Chernoff esitsizligini kullanabil-
digimizi gozlemleyin.) Burada son basamakta birkac basit hesap yaptik, detaylar sizde. Bu noktaya kadarki
ilermeyi not diismemiz giizel olabilir.

Toplumun nihai kararinin dogru olmasi olasilig1 P (X > %), su esitsizligi saglar:

(”‘2 Z;'l=1 Pj)2
" _\Tray=tti)

i 4Zn=1pj+2n
P(X > 2) <e J

Simdi iki farkli 6zel duruma bakacagiz.

« Diyelim ki 6nceki boliimlerdeki gibi p;’lerin her biri sabit bir p € [0,1/2) reel sayisina esit. Bu
durumda, ufak tefek islemlerin ardindan

P(x > g) < ATE )

oldugunu goriiriiz. Buradan da bdylesi sabit bir p degeri durumu icin »n artarken toplumun dogru
karara ulagsmasi olasiliginin sahiden de 0’a dogru yaklastigini gozlemlemekteyiz.
« Simdi de p;’lerin farkh olabilecegini ama boliimiin baginda varsaydigimiz gibi

supp; < p, <1/2
jeN
oldugunu diisiinelim. Bu durumda, .
p=,pj<np,
j=1

olacaktir. Bu esitsizligi, (1) numarali ifadede ulastigimiz asli esitsizlik i¢in bir {ist sinir bulmakta

kullandigimizdaysa, . namp,? ~ ( (2p.? )
P(X > E) <e dnpetn = \ 4Pt

esitsizligine ulasiriz. Burada % > 0 olmasindan 6tiirii, toplum tarafindan dogru kararin ¢citkmasi

P+
olasiligi kisi sayisi artarken yine iistel olarak 0’a dogru yakinsamakta!

4.2. * Chernoff esitsizliginin ispati

Bu boliimde meraklilar icin Chernoff esitsizliginin standart bir ispatina deginecegiz. Bu ispat da gorece
teknik ve dileyenler onceki tartismamizi oldugu gibi bu kismi da ilk okumada atlayabilir. Ispatta kullanilacak
ve gorece daha temel olan Markov esitsizligi ve kalkiiliis kokenli bir esitsizligi ispatina yer vermeden sadece
ifade edecegiz.
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Teorem 2. (Markov esitsizligi)

X, negatif degerler almayan bir rassal degiskense, hert > 0 icin,

pCx > 1) < EX1

esitsizligi dogrudur.

Onerme 1.
d pozitif bir reel sayiysa su esitsizlik dogrudur:

2

5
-Q In(1 <- :
6—(1+6)In(1+9) < o

Simdi Chernoff esitsizligini hatirlayip ispatina odaklanabiliriz.

Teorem 3. (Chernoff esitsizligi)

X, ..., X, bagimsiz Bernoulli rassal degiskenlerivei = 1, ..., nicin p; = P(X; = 1) olsun. X = Z:;l X;ve
u = E[X] tamumlayalim. Bu durumda herhangi bir § > 0 icin,

—82u

PX >0+ <ers

esitsizligi dogrudur.

Kanit. t > 0 olsun. X;’lerin bagimsiz oldugunu aklimizda tutup, Markov esitsizligi ve 1 + a < e“ esitsizli-
ginden yararlanip, bir takim basit islemler gerceklestirerek su sonuca ulasiriz:

tZLX,-
PX > (1+ 8w E[e™] _ Ele ]

PEX > t(1 + 8)) = P(e!X > et1+1) <

et0+Ou — pt(1+0)u
n 3 n n
_ Hi:l [E[etXl] _ Hizl(piet +1- pl) _ Hi;l(l + pi(et - 1))
- et+ou et (43 - et(1+8)u
n pi(et—l) )yt ; t_
Il _ e@-DXp _ e =y _ ol D146
et(L+&)u et(L+8)u et(L+&)u ’

Ele'Zi=i %] E[TIL e [T, Ele™] . ... - o
T = gt = ateer esitligine ulagsmak icin kullanilmistir.) Simdi

en sagdaki {ist sinir ¢ iizerinden optimize etmek gerekli. Bu amacla ¢, = In(1 + 9) yerlestirip iist sinir1

hesapladigimizda, P(X > (1 + 8)) < eHE-1+)In(1+8))

(Bagimsizlik varsayimi,

buluruz. Onerme 1’deki esitsizlik kullanildigindaysa iddiamiz ispatlanmus olur:

—82u

PX >0 +6)u) <ezws.

5. Sonuc¢

Bu yazida ii¢ kisilik bir ailenin oy cokluguna gore verecegi bir karar icin yazdigimiz bir bulmacayla baslayip
soruyu genislettik ve hatal kararlar vermeye meyilli insanlar bir araya gelip bir karara vardiklarina hata
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yapma olasiliklarinin daha da arttifini gozlemledik. Bu noktada okur peki dogru karar vermesi olasilig1
0, 5’ten biiyiik olan insanlar da olsaydi ne olurdu diye merak edebilir. Béylesi bir durumu analiz etmek gibi
bir niyetiniz olursa n kisinin oldugu bir durumda dogru karar vermesi olasilig1 0, 5’ten diisiik olan kisilerin
h,(n) tane, 0, 5’ten biiyiik olan kisilerin h,(n) tane oldugunu varsayip h;, h, fonksiyonlari ve bu iki gruptaki
bireylerin olasiliklar tizerinde cesitli varsayimlar yaparak yine ilginc sonuclara ulasabilirsiniz. Tabii isler
gittikce tekniklesip profesyonel matematik sinirlarina yaklagsmakta. Bununla beraber dilerseniz bilgisayar
yardimiyla cesitli denemeler yapip gozlemlerde bulunabilir, sanilar ortaya atabilirsiniz. Oy cokluguna dayal
karar verilen durumlarla karsilastifinizda, hatali kararlar vermeye meyilli insanlarin etrafinizda az olmasi
dileklerimle!

Tesekkiir. Yazinin son halinin iizerinden gidip faydali yorumlarda bulunan Erdem Efe Delen’e tesekkiir
etmek isterim.
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