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Matematik, dogasi geregi dogruyu arayan bir bilimdir. Cogu zaman “Bu ifade gercekten dogru mu?” sorusu
etrafinda sekillenir. Dogru oldugunu diisiindiigiimiiz bir 6nermeyi ispatlamak, matematigin en temel
hedeflerinden biridir. Ancak en az ispatlar kadar giiclii ve 6gretici bir ara¢ daha vardir: karsi 6rnekler.

Bu kavram, bir 6nermenin hiikmiinii tek bir durum {izerinden gecersiz kilan yapidir. Bazen uzun siiren
tartismalarla savunulan bir teoremin hatali oldugunu, tek bir kars1 6rnek acikc¢a gosterebilir. Bu durum,
matematikte kesinlik kavraminin ne kadar hassas oldugunu da ortaya koyar. Kars1 érnekler, yanlis genelle-
meleri yikmanin, fazla genis onermeleri daraltmanin ve yeni dogrulara ulasmanin en etkili yollarindan
biridir. Weierstrass’in hicbir yerde tiirevlenemeyen fakat her yerde siirekli olan iinlii fonksiyonu, buna
carpici bir 6rnektir; yalnizca bir yanlisi ortaya koymakla kalmamis, fonksiyonlar teorisinde yeni bir bakis
acist kazandirmastir.

Bu tiir 6rnekleri bulmak ilk basta 6grenciler icin oldukga zorlayici olabilir. Bir 6nermenin yanlis oldugunu
tek bir kars1 drnekle gosterebileceklerini duyduklarinda, bazi 6grenciler dogru bir 6nermeyi de tek bir
ornekle “ispatlayabileceklerini” diisiiniirler. Her ne kadar yalnizca érnekler vererek bir teoremin ispatlana-
mayacagini bilseler de, bazi 68rencilerin tek bir karsi 6rnegin bir 6nermeyi gegersiz kildigini kabullenmeleri
kolay degildir. Baz1 6grenciler ise kars1 6rnegi yalnizca “istisnai” bir durum olarak goriir ve bunun daha
genel bir yapiy1 temsil edebilecegini fark edemezler. Selden & Selden (1998)([6]) bu durumu soyle ifade
etmistir:

Ogrenciler cogu zaman tek bir karsi 6rnegin bir varsayimi ¢iiriittiigiinii goremez. Bu durum, karsi 6rnegin
“var olan tek ornek” olarak algilanmasiyla meydana gelebilir; halbuki karsi 6rnek, daha genel bir durumu
temsil eder.

Zamanla 6grenciler, karsi 6rneklerin 6nemini kavrar ve onlari iiretme siirecine ilgi duymaya baslarlar.
Yanlis Onermeleri ¢iiriitmek icin karsi érneklerden yararlanmak, dogru ifadeleri sinamak agisindan son
derece etkili bir yontemdir. Ornegin:

+ Mevcut ifadeyi dogru hale getirmek i¢in hangi degisiklikler yapilabilir?
« Bir kars1 6rnegi degistirip hala kars1 6rnek olarak kalmasini saglayabilir misiniz?
« Kars1 6rneginizin ciiriittiigli bagska dnermeler diisiinebilir misiniz?

Kars1 6rneklerin aranmasi matematik tarihinde 6nemli bir yer tutar. Bu duruma iliskin ii¢ {inlii 6rnekten
bahsedecegim.

Ik 6rnek, asal sayilarla ilgili tarihsel bir yanilgiya dayanir. Uzun yillar boyunca matematikgiler yalnizca
asal sayilar iiretecek bir formiil bulmaya calistilar. Bir donem,

22" +1, neN
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seklindeki sayilarin her zaman asal olduguna inaniliyordu. Ancak Euler bu inanci ciiriiten bir kars1 6rnek
buldu. n = 5 icin bu sayinin asal olmadigini gésterdi:

22 41 =232 41=4294967297 = 641 X 6700 417.

Bu bicimdeki asal sayilara Fermat asallar1 denir ve hangi diizgiin n-genlerin cizilebilir oldugunu belirlemede
onemli bir rol oynarlar. (Bkz. 6rnegin, Aaboe (1975) s. 84, [1]).

Asal sayilarla ilgili bir bagka varsayim ise hala ispatlanmay1 ya da c¢iiriitiilmeyi beklemektedir. Goldbach-
Euler varsayimi, Christian Goldbach tarafindan 1742°’de Euler’e yazdig1 bir mektupta ortaya atilmistir
ve aldatic1 derecede basit goriiniir: 2°’den biiyiik her cift say1 iki asal sayinin toplamidir. Ornegin, 12 =
5+ 7, 20 = 3 + 17 ve benzeri.

Giiclii bilgisayarlar, olasi kars1 6rnekleri bulmak icin kullanilmis ve 4, 6, ..., 4 x 10'# arasindaki sayilar i¢inde
higbir karsi 6rnek bulunamamastir (bkz. Richstein, 2000, [5]). 2000 yilinda Faber & Faber adl1 kitap yayinevi,
bu varsayimu iki yil icinde ispatlayacak ya da ciiriitecek kisiye 1 milyon dolarlik bir 6diil vadetmistir. Ancak
odiil hala sahipsizdir.

19. yiizyilda biiyiik Alman matematik¢i Karl Weierstrass, su ifadeye karsi iinlii karsi érneklerini olustur-
mustur: “Eger bir fonksiyon (a, b) araliginda siirekli ise, bu aralikta bazi noktalarda tiirevlenebilirdir.”

Bu tiir fonksiyonlara daha sonraki boliimde ayrintili olarak deginecegiz. Weierstrass, bu karsi érneklerini
ilk olarak 1861 yilinda verdigi derslerde gostermis, ardindan 1872’de bir makalede yayimlamistir.

Onun Ornegi, matematikte sezgilerin ne kadar yaniltici olabilecegini acik bicimde ortaya koymustur. Uzun
siire “stirekli fonksiyonlar en azindan bazi noktalarda tiirevlenebilir” diisiincesi dogru kabul edilmisti; oysa
Weierstrass’in drnegi, her noktada siirekli ama hicbir noktada tiirevlenemeyen bir fonksiyonun gercekten
var olabilecegini kanitlamigtir. Weierstrass’in {inlii 6rnegi gibi biiyiik kesiflerin 1s181nda, daha temel diizeyde
bir teoremin ispatini engelleyen kritik kosullar1 anlamamizi saglayan Analiz’den birkac carpici karsi 6rnegi
ele alacagiz.

m Analizde Karsi Ornekler

Ornek 1. Eger f : R — R fonksiyonu R {izerinde siirekli ise, en az bir noktada tiirevlenebilirdir.

Kars1 Ornek. ilk olarak, Weierstrass tarafindan ortaya konulan fonksiyonu insa edecegiz. Bunun icin énce
testere disi fonksiyonu olarak bilinen o, : R — R fonksiyonunu tanimlayalim: k, m ve n harfleri tam
sayilar1 gostermektedir:

x —2n, eger2n <x <2n+1,
oo(x) =
2n+2—x, eger2n+1<x<2n+2,

o0, fonksiyonu 2-periyotludur, yani her x € R i¢in oy(x +2m) = gy(x) esitligi saglanir. Simdi de sikistirilmis
testere disi fonksiyonunu tanimlayalim:

0u(x) = (3)roy(4k),

Sekil 1. Testere disi fonksiyonunun grafigi.
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Bu fonksiyonun periyodu T), = i’dir, yani her x € R i¢in oy (x + mT}) = o (x) esitligi saglanir. M-testine

gore Z;:o:() o (x) serisi bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir, ve

f() =2 oi(x)
k=0

fonksiyonu siireklidir. f fonksiyonunun hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmadigini iddia ediyoruz. Herhangi
bir x € R alalim ve §,, = ﬁ olsun. §,, — 0 iken asagidaki fonksiyonun limitinin olmadigini gésterecegiz:

Af  fx8,) = f(x) Dy Ok(x £ 87) = 0(x)
Ax S, - 5,

Yukaridaki seri icinde k > n, k = n, k < n olmak {izere {i¢ tiir terim vardir. Eger k > n ise §,, sayis1 oy
fonksiyonunun periyodunun bir tamsayi kati olacaktir:

1
T 2.4n

e 2
Sn — 4k (n+1)‘E = gk=(+D) . T

A

dolayisiyla oy (x + 6,,) — oy (x) = 0 elde edilir. Boylece A serisi n + 1 terimin toplamina indirgenir:

X

Af  Op(x£6,) = 0n(x) Loy Tk(X £ 8y) — Ok(x)
- = +
AXx 5,1 5}1

€y)

0o(x) fonksiyonunu kullanarak o, (x) fonksiyonunu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

k
3 K o n n 1
o) (3) x-m) amghsragheg
k =
k(2 5 4k) 9 n 1 < n+1
Z n+2-—-4%x), egerﬁ+4—k_x<2k_l

Buradan aciktir ki k = n oldugunda elde edilen o, fonksiyonunun [x — ﬁ,x] aralifinda egimi 3"

ve [x,x + ﬁ] araliginda egimi —3" olacaktir. Bu durumda (1) esitliginin sag tarafindaki ilk terim icin
asagidakiler elde edilir:

Gn(x =+ 511) - Orn(x) _
| 5 |=3" @)
Diger taraftan k < n oldugunda ’O'k (x+£5,) -0y (x)‘ < .
5, -
oldugu aciktir. (2) ve (3) degerlendirmelerini (1) esitliginde gozoniine alirsak:
Af -1 1
>3 n—1 n-2 —2n _ — —(?n
‘Ax|_3 B 4+3"24+..+1)=3 - 2(3 +1)

elde edilir. Buradan §,, — 0 iken |i—£| — oo oldugunu goriiriiz, bu da f fonksiyonunun hi¢bir noktada
tiirevlenebilir olmadigini soyler.

% fonksiyonu x = a noktasinda dikey asimptota sahiptir.
8(x

Kars1 Ornek. y = sinx fonksiyonu x = 0 noktasinda dikey asimptota sahip degildir.
X

Ornek 2. Eger g(a) = O ise, F(x) =
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Ornek 3. Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin her ikisi de x = a noktasinda siireksiz ise, o halde f(x)g(x)
fonksiyonu da x = a noktasinda siireksizdir.

Kars1 Ornek. “in sinx
x, X #0, , X#0,
fy=1"x g =1 *
2, x =0, -, x=0
2
sin” x
, X#0,
(f-8x)=7 x2
1, x=0
lim 22X — 1 oldugundan
x—-0 X

lim f(x) =1# f(0) =2, limg(x) =1+ g(0) = %

Dolayisiyla hem f hem de g fonksiyonu x = 0 noktasinda siireksizdir.

Buna karsilik carpimlari:

.2
sin” x
-5 x¢0’
(f-ax)=49 x2
1, x=0
icin .2 . 2
. sin"x . sSinx
lim *5% = (1m *2*) =1=0-90

oldugundan, f - g fonksiyonu x = 0 noktasinda siireklidir.

Ornek 4. g(x) fonksiyonu x = a noktasinda tiirevlenebilir degildir, ve f(x) fonksiyonu da x = g(a)
noktasinda tiirevlenebilir degildir. Bu durumda F(x) = f(g(x)) fonksiyonu da x = f(g(a)) noktasinda
tiirevlenebilir degildir.

Kars1 Ornek. g(x) = gx — l|x| fonksiyonu x = 0 noktasinda tiirevleneblir degildir. f(x) = 2x + |x]|

fonksiyonu da x = g(0) noktasinda tiirevlenebilir degildir. Buna karsin F(x) = f(g(x)) = x fonksiyonu
x = f(g(0)) = 0 noktasinda tiirevlenebilirdir.

Ornek 5. f(x) fonksiyonu (0, co) araliginda tiirevlenebilir ve lim, _, o, f(x) vardir. Budurumdalim,_, , f’(x)
vardir.
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sin(x?)

: 2
Sin(x) fonksiyonu (0, c0) araliginda tiirevlenebilirdir ve lim,_, ., —— vardir. Ancak
X

Kars1 Ornek. f(x) =

2 2\ _qi 2
lim,_, o f'(x) = lim,_ o w yoktur.
X

£ .l
sin{x=)

: fix)

el 3 " el
2x= cos{x=) — sin{x*)

Ornek 6. Eger bir f(x) fonksiyonunun tiirevi x = a noktasinda pozitifse, 0 zaman x = a etrafinda bir
komsulukta fonksiyon artandir.

Kars1 Ornek:
x +2x2sin(L), x#0,
- ()
seklinde tanimlansin.

Bu fonksiyonun tiirevi

seklindedir.

Burada f’(0) = 1 > 0 oldugundan tiirev x = 0 noktasinda pozitiftir. Ancak, tiirev x = 0 civarindaki her
komsulukta hem pozitif hem de negatif degerler almaktadir. Bu da, f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasi
cevresinde hicbir komsulukta monoton olmadigini géstermektedir.
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.4

£6x) [ x+ 2x% sin 1 ifx#0
X)) = N
| 0, if x =0

2 “ ]
[ 1+4dxsind —2cos L, ifx #0

Sy = .
| 1. ifx=0

|

Ornek 7. Eger f(x) fonksiyonu her x € [a, b] igin tanimli ve

varsa, 0 zaman b

da vardir.

Kars1 Ornek: Dirichlet fonksiyonunu kullanalim:

1, x rasyonel ise,
f@) = i R
—1, xirrasyonel ise.
Burada
l[fGol =1
oldugundan b
| f(x)|dx =b—a.
a
Fakat b
f(x)dx
a

mevcut degildir.

Bunu belirli integralin tanimini kullanarak gosterelim. [a, b] kapali araligini alalim. Bu aralig1 n alt araliga
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bolelim ve Riemann toplamlarinin limitine bakalim:
n—

1
S=_lim > f(c)Ax;.

max Ax;—0 i—o

Burada her alt araliktan segilen c; noktasi rasyonel veya irrasyonel olabilir. Eger tiim c;’ler rasyonel segilirse,

toplam .

S=21-Axi=b—a
i=0

elde edilir. Eger tiim c;’ler irrasyonel segilirse, toplam

n—1
S=>(-1)-Ax;=-(b—a)

i=0

elde edilir. Rasyonel ve irrasyonel secimler karistirilirsa, toplam bu iki degerin arasinda herhangi bir deger
alabilir.

Dolayisiyla limit tek bir degere yaklagsmaz ve

b
f f(x)dx

Ornek 8. Eger hern = 1,2,3,...icin b, < a, ve Y, a, yakinsak ise, o halde > b, serisi de yakinsaktir.

Riemann anlaminda mevcut degildir.

Kars1 Ornek. a, = 0, b, = -1 icin, her n = 1,2,3,... i¢in b, < a, ve )] a, yakinsaktir, ancak ), oD
n n
raksaktir.

Ornek 9. Eger her n = 1,2,3,... i¢in |b,| < |a,| ve D) a, yakinsak ise, o halde Y. b, serisi de yakin-
saktir.

_ e

.. 1 - o
Kars1 Ornek. a, = Ve b, = - alalim. Burada her n = 1,2,3,... icin |b,| < |a,| saglanir ve

—1)"
z( )

n
Ornek 10. faoo f(x)dx has olmayan integral yakinsak ise, / a°° | f(x)| dx has olmayan inegral de yakin-

saktir.
® sinx
/ dx
| X

® sinx
/ | | dx
| X

a
F(a):f sin x dx.
1

serisi (alterne harmonik seri) yakinsaktir. Ancak harmonik seri ), L iraksaktrr.
n

Kars1 Ornek.

integrali yakinsaktir, ancak

integrali iraksaktir.

fonksiyonunu tanimlayalim. F(a) fonksiyonu sinirlidir ve lim,._, o, L = 0. Dirichlet kriterine gore
X

® sin x
f dx
| X
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integrali yakinsaktir.
Diger yandan,
|sinx| S sinz(x) _ 1—cos2x
x T x 0 2x
Burada f;~ Cozsidx integrali yakinsakken, /> Zidx integrali raksaktir. Buradan f;~ l—czos X dx integralinin
X X X

o | SInx

raksakhigi, dolayisiyla da /) |

| dx integralinin 1raksaklig: elde edilir.
X

Bu yazida, Analiz alanindan se¢ilmis dikkat cekici karsi ornekler aracilifiyla matematikte ispatin sinirlarini
ve sezgilerin nasil yaniltici olabilecegini inceledik.

Sonraki sayilarda, ayni yaklasimi Cebir, Topoloji ve diger temel matematik alanlarina da genisleterek,
farkli konularda karsi 6rneklerin nasil ortaya ciktigini ve diisiinme bicimimizi nasil zenginlestirdigini
gostermeye devam edecegiz.
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