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Dogadaki bircok siire¢ oldukca kalabaliktir. Ornegin, bir popiilasyonda pek ¢ok farkli tiir bulunur ve popii-
lasyonun dinamiklerini, bu tiirlerin birbirleriyle olan iliskileri belirler; canli organizmalarin davraniglari,
say1siz molekiiliin birbirleriyle etkilesime girmesiyle sekillenir; bir miihendislik probleminde, birbirlerine
bagli calisma modlar1 ve olasi ariza durumlari vardir; bir biyokimyasal reaksiyon aginda, bircok farkl tiir,
birbirleriyle etkilesime girerek yeni tiirler olusturur. Dolayisiyla hem hayatta hem de laboratuvarda ortam
oldukca kalabaliktir. Tiirler, siniflar ve durumlar iiclii besli dizilir ve sistemlerin dinamiklerini bunlarin
arasindaki iligkiler belirler.

Biz calismamizda tiim bu sistemleri, A,B ile temsil edilen iki farkl tiirden olusan bir sistem {izerinden
inceleyecegiz. Burada, A, B bir biyokimyasal siire¢ i¢in iki farkl tiir, bir popiilasyon dinamigi i¢in av-avci
gibi iki canli organizma ya da bir miihendislik problemi i¢in girdiler ve ¢iktilar olarak diisiiniilebilir. S6z
konusu sistem, iizerine c¢aligilan siireclerin 6ziinii sadelestirerek “bir halden digerine gecis” fikrini cok net
ortaya koyan bir prototip olarak diisiiniilebilir.

Simdi, G;, G, ile gosterilen iki farkl gecisten olusan bir sistemi diistinelim:

kl k2
Gl:A—)B,Gz:B—)A. (1)

Bu sistemi matematiksel olarak modellemenin iki farkli yolu vardir: (i)deterministik modelleme (ii)stokastik
modelleme. Cok basit bir sekilde anlatmak gerekirse deterministik modelleme siirprizleri hi¢ sevmezken,
stokastik modelleme tiim siirprizlere agiktir. Ornegin, konumu x ile gosterilen bir aracin t zamanina
bagli olarak yer degistirme siirecini modelleyelim. Eger, arag trafiksiz bir yolda sabit hizla gidiyorsa x
deterministik olarak modellenebilir. Bu, su demektir, aracin ne zaman nerede olacagi her zaman bellidir.
Dolayisiyla, siirec x = f(t) seklinde belirlenir. Istenilen bir ¢ zamaninda aracin konumu olan x, f(t)
fonksiyonuna ilgili ¢ yerlestirilerek dogrudan elde edilebilir. Ama eger arac¢ yogun bir trafikte sabit olmayan
bir hizla gidiyorsa, aracin 6niine ¢ikan bir engel, hizlanan veya yavaglayan arag akisi gibi faktorler aracin
gidecegi yere ulasma zamanini belirsiz hale getirecektir. Dolayisiyla, aracin bir ¢ anindaki konumu hem
zamana, hem de zamana bagl rastgele siirecleri gosteren P(¢)’ye baghdir. Dolayisiyla, siirec x = g(t, P(¢))
seklinde stokastik olarak modellenmelidir. Burada, P(¢) tiim rastgele degisimleri modelleyen olasilik
fonksiyonudur.

Simdi, eq. (1) ile belirlenen kendi orijinal sistemimize gecebiliriz. Burada k, ve k,, A, B tiirlerinin birbirlerine
doniisiimlerini etkileyen tiim siirecler dikkate alinarak belirlenen pozitif sabitlerdir.

Bu sistemi deterministik olarak modelledigimizde, sistem dinamiklerini kurallar belli ve 6ngdriilebilir kabul
eder ve modeli G; ve G, gecislerinin yonettigi bir yap1 olarak ele aliriz. Gy, A tiiriinii girdi olarak alir; A'nin
miktarini k; A oraninda azaltirken, B’yi ayn1 oranda arttirir. Benzer olarak, G,, B tiiriinii girdi olarak kabul
eder; B’yi k, B oraninda azaltirken, A’y1 bu oranda artirir. Dolayisiyla, A ve B’nin miktarlarinin zaman
icerisindeki degisimi dA dB

dt:—k1A+k2B, E=k1A—sz, (2)
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seklide verilen adi diferansiyel denklem (ADD) sistemi ile modellenir [7].

Deterministik modelleme, sistemin tamamen 6ngoriilebilir oldugu varsayimiyla calisir; oysa gercek diinya
cogu zaman bu kadar piiriizsiiz degildir. Molekiil carpismalari, diizensiz trafik akiglari veya beklenmedik
cevresel etkiler, ele alinan siirecin dinamiklerinde anlik ve tahmin edilemeyen degisikliklere yol agabilir.
Bu nedenle, incelenilen siireci siirekli ve diizgiin bir akis olarak temsil eden deterministik modelleme ¢ogu
durumda yetersiz kalir ve stokastik modelleme devreye girer. Stokastik modelleme de sistemin anlik durumu
zamana bagl bir konum vektorii ile gosterilir ve her bir gecisi tanimlayan iki temel yap1 kullanilir. Bunlar
egilim fonksiyonu ve net degisim vektoriidiir. Egilim fonksiyonu, bir gecisin hangi siklikla gerceklesmek
istedigini gosterirken; net degisim vektorii, gecis gerceklestiginde sistemin konum vektoriinde meydana
gelecek degisimin yoniinii ve biiyiikliigiinii gosterir.

Bu kavramlari eq. (1)'de verilen kendi sistemimiz iizerinden somutlastiralim. Konum vekt6riimiizii
T
X(t) = (A@®), B@)) ,X()eXx

seklinde tanimlayalim. Burada A(t), B(t) sirasiyla A, B tiirlerinin ¢ > 0 anindaki miktarlarini, X ise sistemin
konum uzayini gostermektedir. Asagidaki tabloda, G; ve G, gecisleri, bu gecislere karsilik gelen egilim
fonksiyonlar1 ve net degisim vektorleri gortilebilir:

Reaksiyon  Egilim fonksiyonu Net degisim vektorii
G :A->B a(X(1) =kA) v =(-1 1!
Gz :B—- A az(X(t)) = sz(t) Vy, = (1, —1)T

Burada, drnegin, G, gegisini belirleyen, net degisim vektorii v; sdyle diisliniilmelidir: konum vektoriiniin
birinci bilegeni olan A, 1 birim kullaniliyor, dolayisiyla v;(1) = —1, benzer olarak konum vektoriiniin ikinci
bileseni olan B, 1 birim iiretiliyor, dolayisiyla v;(2) = 1 sonug olarak v; = (=1, 1)'. Yani herhangi bir
Gy : nA+ mB — pA + qB gecisi i¢in v, = (p — n,q — m)T seklinde belirlenecektir.

Stokastik modelleme, bu gecis sistemlerini Markov zincirlerini kullanarak aciklar. Peki nedir bu Markov
zinciri? Markov zinciri, gelecekteki durumlari1 sadece mevcut durumlarina bagh olan, dolayisiyla olasilik
yapisi gecmis bilgisine ihtiya¢ duymayan “unutkan” ve “hafizasiz” siirecleri modeller. Bu siirecler giinliik
hayatta siklikla karsimiza ¢ikar: yarin havanin nasil olacagi bugiiniin hava durumuna baglidir; bir asansoriin
sonraki katta durup durmayacagi sadece bulundugu mevcut kata baghdir; yiiriiyen bir canli her adimda
yalnizca bir 6nceki adimina bakarak saga veya sola devam eder (random walk); internetin bagli-kopuk
olmasi1 durumlari arasindaki gegisler de sadece mevcut durumuna baghdir [2, 6, 8, 9]. Matematiksel olarak
Markov 6zelligi herhangi bir X siireci i¢in, P(, ) sistem dinamiklerini modelleyen olasilik fonksiyonunu
gostermek lizere

PXpi1 = jIXo =10 Xy =i', X, =1%,..., X, = 1) = P(Xpyq = jIX, = D),
seklinde ifade edilir. Dolayisiyla siirecin X,,,;’deki durumu sadece mevcut durumu olan X, ’e baghdir.

Simdi eq. (1) ile verilen kendi modelimize donebiliriz. Sistemimizde yasanacak bir sonraki gecis, sadece
mevcut A ve B tiirlerinin miktarlarina baglidir. Bu Markov yapisini kullanan stokastik modellemeye gore
eq. (1)’ile verilen sistemin konum vektorii Rastgele Zamanli Degisim Modelini (RZDM) [1] saglar. Ayrica,
sistemin olasilik fonksiyonunun zamana gore tiirevi Temel Kimyasal Denklemi (TKD) (Chemical Master
Equation) ad1 verilen diferansiyel denklemi saglar [3]. Dolayisiyla, deterministik modellemede sistem
dinamiklerini incelemek i¢in elimizde tek bir adi diferansiyel denklem varken, stokastik modelleme de
RZDM ve TKD olacak sekilde iki denklem vardir.

RZDM’nin mantig1 son derece basittir: Sistemin ¢ > 0 anindaki konum vektoriinii elde etmek igin, sistemin
baslangictaki konum vektoriine, X(0), her bir gecis kac kere oluyorsa, karsilik gelen net degisim vektoriinii
o kadar ekle. Elimizde r tane gecise sahip olan bir sistem oldugunu diisiinelim. Bu sistemi modelleyen
RZDM asagidaki sekildedir.

X)) =X0)+ ), &,
k=1
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burada &, Gy gecisinin kac kere gerceklesecegini gosteren bir sayma siirecidir. Bu say1, ortalamasi egilim
fonksiyonunun zaman icindeki integraline baglh bir Poisson siirecidir. Dolayisiyla sistemin konum vekto-
riiniin zamana gore degisimi, deterministik modellemede piiriizsiiz bir egri ile temsil edilirken, stokastik
modellemede “sicramali egriler” ile temsil edilir.

RZDM, sistemin konum vektoriiniin gerceklestirebilecegi tek bir yolu modellerken; TKD ise sistemin
olasi tiim gecislerinin olasiliklarinin zaman icinde nasil degisecegini modeller. Dolayisiyla, RZDM sistem
icin olasi tek bir yol sunarken, TKD tiim yollarin ihtimallerini veren bir diferansiyel denklem sunar. Bu
nedenle teorik analizlerde TKD daha yaygin olarak kullanilir. Bu denklem, sistemin belirli bir durumda
bulunma olasiliginin zamana goére nasil degistigini ifade eder. Sistemin mevcut durumdaki olasilig:: (i)
diger durumlardan mevcut duruma yapilan gecislerle artarken (ii) mevcut durumdan baska durumlara
yapilan gecislerle azalir.

Elimizde r tane gecise sahip, X(¢) = x konumunda olan bir sistem oldugunu ve P(x; t) = P(X(t) = x)nin
sistemin bir t aninda x konumunda bulunmasi olasiligini gosteren fonksiyon oldugunu diisiiniirsek, sistemi
modelleyen TKD asagidaki sekildedir:

r

% P(x;t) = ), (ak(x ) P(x — v t) — a () P(x; t))
k=1

Burada her bir terim icin a;(x — v;) P(x — v;), x — v, konumundan x konumuna gelen giris oranini;
a;(x) P(x) ise x durumundan bagka konumlara ¢ikis oranini géstermektedir.

eq. (1) ile verilen sistem icin X (t) = (A(t), B(t))" konum vektoriinii kullanarak, her bir durum igin
P(A, B;t) := P(A(t) = A, B(t) = B)
olasiliklarini tanimlayalim. Bu durumda sistemi modelleyen TKD,

%IP(A,B; N =k(A+1)PA+1,B-1;t)— k;AP(A, B;1)

+k,(B+1)P(A—1,B+1;t)— k,BP(A,B;t) 3)
seklinde yazilir. Burada, tanimsiz durumlar i¢in P = 0 kabul edilir [11].

Simdi, 6rnek olarak A = {0, 1} ve B = {0, 1} oldugunu kabul edelim. Bu durumda, sistemin konum uzay1 X
dort farkli elemandan olusacaktir:

X ={(0,0), (1,0), (0,1), (1, 1)},

bu ise bize asagidaki TKD denklemini verir:

d
dt (0’ 0’ t) 0’

£ 51,0, =, PO, 1;0) — ky P(1,050),
d
L 0,130 =k, P(1,0:0) ~ K, PO, 150),

% PQ,1;¢t) = —(k; + k) P(1, 151).

Daha genel bir durumda, A = {0, 1,...,n}, B = {0, 1, ..., m} olacak sekilde genislerse, bu durumda olasi
konumlarini sayisi, yani X’in eleman sayisi (n + 1) X (m + 1) olacaktir. Tiir sayilarinin ikiden fazla olabildigi,
her bir tiirlin miktarinin yiizbinlerle hatta milyonlarla ifade edildigi gercek sistemlerde bu denklemin
boyutu o kadar biiyiir ki TKD’yi dogrudan ¢ozmek neredeyse imkansiz hale gelir.

Elimizde sistem dinamiklerini modelleyen TKD oldugunda sistemin konumunun zamana gore nasil
degistigini {iretmek icin Gillespie tarafindan 6nerilen stokastik simiilasyon algoritmalarint (SSA) kullaniriz.
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Bu algoritmalar, gecis hizlarini belirleyen, egilim fonksiyonlarini kullanarak gecislerin hangi sirayla ve
hangi zamanda gerceklesecegini modele ait olasiliklar kullanarak belirler ve boylece sistemin muhtemel
bir yolunu ¢ikarir. Bu yontem, temelinde olasilik kurallarina gore rastgele secimler yapan bir Monte Carlo
metodudur. Kisaca 6zetlemek gerekirse, olasilik dagilimlarindan rastgele 6rnek ceken bir yontemdir [4].

Monte Carlo yontemi, aslinda insanlarin hayatin her asamasinda kullandig1: bir sonuca varmak igin
defalarca deneme prensibine dayanir. Bu yontem, analitik olarak ¢oziimii oldukca zor olan karmasik prob-
lemlerin ¢oziimlerine, problemlerin tanimlandigi olasilik dagilimindan ¢ok sayida rastgele 6rneklem alarak
yaklasir [5]. Ornegin, kenar uzunlugu 1 birim olan bir karenin igerisine, rastgele noktalar atip bu nokta-
larin ne kadarinin birim ¢ember icine diistiigiinii sayarak 7 sayisini yaklasik olarak hesaplayabiliriz [10].
Buradaki temel fikir, cember ve karenin alanlar arasindaki baglantinin dogrudan 7 sayisina bagli olmasidir.
Rastgele secilerek koyulan noktalar arttikga, 7z sayisi i¢in daha dogru bir yaklasim elde edilecektir. Ornegin,
nokta sayis1 N = 10* iken 7 = 3.1508 olarak elde edilir (bkz. fig. 1a), N = 107 icin ise 7 ~ 3.1405 olarak
bulunur (bkz. fig. 1b).

Monte Carlo 7 = 3.1508 (N = 10%) Monte Carlo 7 = 3.1405 (N = 107)

Cember i¢ .
0.9 Cember digind

0.8

- Cember icinde
- Cember disinda

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 08
(a) N = 10* i¢in 7z tahmini (b) N = 107 i¢in 7 tahmini

Sekil 1. Farkli 6rneklem sayilar1 icin Monte Carlo yontemi kullanilarak elde edilen 7 tahminleri.

Gillespie’nin SSA’larini, Markov siirecleri ile modellenen bir sistemde, gerceklesecek olaylari, rastgele
secen bir karar mekanizmasi olarak diisiinebiliriz. Bu secimler, elbette belli kurallar dahilinde gerceklesir.
SSA’lara gore, gerceklesecek her olayin bir gerceklesme olasilig1 vardir. Bu olasilik daha yiiksekse olay daha
hizli yani sik gerceklesir.

Simdi eq. (1)de verilen sisteminin dinamiklerine donebiliriz. Bu sistemde yer alan G,, G, gecislerinin
gerceklesme olasiliklar1 egilim fonksiyonlari kullanarak belirlenir. SSA’lar her adimda iki karar verir: (1)
bir sonraki gecis ne zaman olacak? (2) hangi gecis gerceklesecek?. Gerceklesen gecisin net degisim vektorii
kullanilarak sistemin konum vektorleri giincellenir. Bu kararlar tamamen olasilik kurallarina gore verilir.
Dolayisiyla, Gillespie’'nin SSA’lar1 aslinda sistem dinamiklerini hangi gecis, ne zaman sorularini rastgele
secimlerle cevaplayarak ¢c6zen bir Monte Carlo metodudur [4]. SSA algoritmalari, her bir simiilasyonlarinda
TKD’yi kullanarak {izerinde ¢alisilan sistemin olasi bir gerceklesmesini (yolunu) verir.

Simdji, eq. (1)’'de verilen sistemin dinamiklerini stokastik ve deterministik modelleme yoluyla inceleyebiliriz.
Sistem dinamiklerini, stokastik modellemede, eq. (3)’lin olas1 bir gerceklesmesini SSA algoritmalariyla iirete-
rek; deterministik modellemede ise eq. (2)'de verilen ADD denkleminin ¢6ziimiinii kullanarak inceleyecegiz.
SSA algoritmasinin iirettigi olasi bir gerceklesmede A, B tiirlerinin zamana bagli davraniglari sicramali ve
diizensiz bir yol izlerken (bkz. fig. 2a) ; ADD modelinin ¢6ziimii ile elde edilen sistem dinamikleri daha
sakin ve kesintisiz bir yol izlemektedir (bkz. fig. 2b).

Sistem dinamiklerini mikroskobik 6lciitte inceleyen stokastik modelleme ile makroskopik dlciitte inceleyen
deterministik modelleme birbirlerinden tiimiiyle de bagimsiz degildirler. Uzerine calisilan sistemde, stokas-
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Tek SSA gerceklesmesi: A(t) ve B(t) 8 Deterministik ADD ¢oziimii: A(t) ve B(t)

—Re
—— B(t) (SSA) — — B(t) (ADD)

80 b
70

90

[=2]
o
T

AN

Molekiil sayist
Molekiil sayist
o
o

N
o
T

30

10 . . . . 20 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

(a) Tek SSA gerceklesmesi. (b) ADD c¢6ziimii

Sekil 2. (a) eq. (3)’te verilen TKD’nin Gillespie’nin onerdigi SSA’lar ile elde edilen olast bir yolu (b) eq. (2) ile verilen
deterministik ADD sisteminin ¢oziimii. Stokastik modelde sistem dinamikleri sicramal ve giiriiltiiliidiir;
deterministik modelde ise sistem dinamikleri piiriizsiiz bir egri seklinde elde edilir.

tik modelleme ile elde edilen tiir miktarlarinin ortalama degerlerinin zamana gore degisimleri, deterministik
modelleme ile elde edilen ADD denklemine yaklasik bir davranig gosterir. Hatta eger egilim fonksiyonlari
lineerse, yani her bir gecis en fazla tek bir tiirden olusan girdiye sahipse, bu durumda tiir miktarlarinin
ortalamasinin zamana gore tiirevlerini gosteren ADD, deterministik modelleme yoluyla elde edilen ADD

ile tam olarak cakisir.

Bu durumu eq. (1) lizerinden inceleyelim. Ortalama tiir sayilarini,

A(t) :=E[A()] = D, AP(A,B;t),  B(t) :=E[B(t)] = ), BP(A,B;1)
A,B A,B

seklinde gosterelim.

Ortalama tiir sayilar1 icin diferansiyel denklemler: Once A(t) icin:
d— d d
—A@t) = — D AP(A,B;t) = ), A—P(A, B; 1)
dt dt v “ dt
= A[kl(A +DPA+1,B—1;0) +ky(B+1)P(A—1,B +1;t) — (k;A + k,B) P(A, B; t)].
AB

Simdj, ilk iki terimde, olasilik ifadelerini ayni indeksler {izerinden toplamak i¢in basit bir indeks kaydirmasi
yapacagiz. Birinci terimde yer alan P(A + 1, B — 1;¢) ifadesini yeni indekslerle yazmak iizere A’ = A + 1
ve B’ = B — 1 olarak tanimlayalim. Boylece bu terim P(A’, B’; t) bigimine doniisiir. Benzer olarak, ikinci
terimdeki P(A — 1, B + 1;¢) terimi icin A’ = A — 1 ve B’ = B + 1 olarak belirleyelim, bu terim de ayn1
sekilde P(A’, B’; t) seklinde yeniden yazilabilir. Indeks kaydirmasi yalnizca toplama degiskenlerinin adini
degistirdigi icin toplamin degeri degismez; bu nedenle toplamlari yine A, B indeksleriyle ifade edecegiz.

Bu indeks kaydirmalarini uyguladigimizda

%Z(t) =3[ - kyA + kB P(A, B; 1)

A,B
= —k, ), AP(A,B;t) + k, ). BP(A, B;1)
A,B A,B
= —k, A(t) + k,B(t),
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olarak elde edilir. Dolayisiyla d— i _
EA(t) = =k A(t) + k,B(¢). 4)

Benzer sekilde B(t) icin:

d

= d d
—B(t) = — ) BP(A,B;t) = ), B—P(A,B;t
B d%(,,)%dt(,,)

=" [kiA — k,B| P(A, B; 1)
A,B
= ki A(t) — k,B(2),

yani d— _ _
EB(O = k1 A(t) — k,B(1). (5)

Deterministik ADD ile uyum
Deterministik modelde elde ettigimiz, eq. (2) ile verilen ADD sisteminde eger
A@) :=E[A®)],  B(t) :=E[B(1)]

seklinde tanimlarsak, eq. (4) ve eq. (5) tam olarak eq. (2) ile cakisir. Yani bu basit 6rnekte, stokastik olarak
modellenen tiir miktarlarinin ortalama degerlerinin zamana gore tiirevleri deterministik model ile elde
edilen ADD denklemini saglar ve “cok sayida SSA gerceklesmesinin ortalamasi = ADD ¢6ziimii” gdzlemini
teorik olarak dogrular. Bu dogrulama asagidaki sekillerde net bir sekilde goriilebilir.

SSA gergeklegmelerinin ortalamas: ve ADD: A(t) SSA gerceklegmelerinin ortalamas1 ve ADD: B(t)

80

80
SSA muhtemel yollar
—— A(t) (SSA ortalamasi)
70l - = ADD A(t) i 70l
-
7
60 1 60 @
4
= 50 1 EQ/ 50
40 ’ 40
S
g
30 7 30, SSA muhtemel yollart | |
= B(t) (SSA ortalamas1)
— — ADD B(1)
20 I I | I 20 I I h I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
(a) (b)

Sekil 3. (a) Coklu SSA simiilasyonlarinin ortalamasi ile deterministik ADD ¢dziimiiniin A(t) tizerindeki
karsilagtirmasi (b) ayni karsilastirmanin B(t) icin elde edilen sonucu. Her iki durumda da tekil SSA gerceklesmeleri
stokastik ve sigcramali bir yap1 sergilerken, bu gerceklesmelerin ortalamasi deterministik ADD ¢oziimiiyle tam olarak

cakismaktadir. Bu sonug, ADD denkleminin incelenen sistemin ortalama davranisini temsil ettigini, SSA

algoritmalarinin ise tek bir stokastik rastgele 6rnek yolu iirettigini acik¢ca gostermektedir.

Bu basit iki gecisli 6rnek, stokastik ve deterministik yaklagimlarin ayni siireci iki farkli 6lcekte nasil
yorumladigini acikca gostermektedir. SSA algoritmalari siireclerin rastlantisal yollarini ortaya koyarken,
ADD modeli bu siireclerin ortalama davranigini tanimlar. Boylece Markov-Monte Carlo stokastikligi ile
ADD deterministikligi, ayn1 dinamigin birbirini tamamlayan iki yiizii olarak ortaya ¢ikar. Bu iki bakig
agisinin birlikte ele alinmasi, karmasgik sistemlerin dogasini anlamak icin giiglii ve biitiinciil bir cerceve
sunar.

54



Markov—Monte Carlo Stokastikligi ve Deterministik Model Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

m Kaynaklar

[1] D.F. Anderson and T. G. Kurtz. Continuous time Markov chain models for chemical reaction networks.
In Design and analysis of biomolecular circuits: engineering approaches to systems and synthetic biology,
pages 3-42. Springer, 2011.

[2] R. W. Darling and J. R. Norris. Differential equation approximations for Markov chains. 2008.

[3] D.T. Gillespie. A rigorous derivation of the chemical master equation. Physica A: Statistical Mechanics
and its Applications, 188(1-3):404-425, 1992.

[4] D.T. Gillespie. Stochastic simulation of chemical kinetics. Annu. Rev. Phys. Chem., 58(1):35-55, 2007.
[5] J. Hammersley. Monte Carlo methods. Springer Science & Business Media, 2013.
[6] V. G. Kulkarni. Modeling and analysis of stochastic systems, 2016.

[7] J. D. Murray. Mathematical biology: I. An introduction, volume 17. Springer Science & Business Media,
2007.

[8] J. R. Norris. Markov chains. Number 2. Cambridge university press, 1998.

[9] J. Smiesko, M. Kontsek, and K. Bachrata. Markov-modulated on-off processes in IP traffic modeling.
Mathematics, 11(14):3089, 2023.

[10] S. Strbac-Savic, A. Miletic, and H. Stefanovi¢. The estimation of Pi using Monten Carlo technique
with interactive animations. In 8th International Scientific Conference” Science and Higher Education
in Function of Sustainable Development-SED, volume 2015, 2015.

[11] D.J. Wilkinson. Stochastic modelling for systems biology. Chapman and Hall/CRC, 2018.

55



	Ortalama tür sayıları için diferansiyel denklemler:

