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Yiizyillardir matematigin temelini olusturan Oklid geometrisi; daire, kiire ve kare gibi ideal sekiller iizerine
kuruludur. Ancak bu kusursuz yapilar, doganin karmasik bicimlerini agiklamakta yetersiz kalir. Benoit
Mandelbrot’un iinlii sozleriyle ifade edecek olursak: "Bulutlar kiire, daglar koni, kiy1 seritleri cember ve
agac kabuklari diiz degildir; hatta 1s1k bile diiz bir ¢izgide hareket etmez."

Gergek diinyada karsilastigimiz pek ¢ok yapi, pargali ve ayrintili bir yapiya sahiptir. Bu tiir sekilleri anlamak
ve modellemek amaciyla gelistirilen yaklasim Fraktal Geometri olarak adlandirilir.

Fraktal kelimesi, Latincede "kirilmis” ya da "parcalanmis” anlamina gelen fractus sozciigiinden tiiretilmistir.
Matematiksel olarak fraktallar; farkli 6lceklerde benzer desenlerden olusan (6z-benzerlik/self similarity),
sonsuz ayrinti iceren ve ¢ogu zaman tam sayl olmayan, yani kesirli boyutlarla tanimlanan geometrik
yapilardir. Basit kurallarin art arda tekrar edilmesiyle karmasik sekillerin ortaya ¢ikmasi, fraktallarin dikkat
cekici 6zelliklerinden biridir.

Fraktal geometri modern anlamda 1970’li yillarda Benoit Mandelbrot tarafindan sistematik hale getirilmistir.
Ancak George Cantor, Helge von Koch ve Wactaw Sierpinski gibi matematikgilerin yaptig1 calismalarla
19. ylizyilda temelleri atilmistir. Bu calismalar matematikgciler tarafindan uzun siire alisilmadik, hatta
"matematiksel canavarlar” olarak adlandirilmigtir. Mandelbrot ise bilgisayarlarin sundugu gorsellestirme
imkanlarini kullanarak bu daginik fikirleri bir araya getirmis, bu yapilara "fraktal” adini1 vermis ve fraktal
geometriyi bagimsiz bir arastirma alani haline doniistiirmiistiir.

Simdi birkag fraktal 6rnegini inceleyelim.

B Koch Kar Tanesi: Sonsuz Cevre, Sonlu Alan

Koch kar tanesi; Isvecli matematikgi Helge von Koch’un tanimladig, fraktal geometrinin en klasik 6rnek-
lerinden biridir. Bu yapi; alani sonlu ancak cevresi sonsuz olan, bir¢cok iiggenin kar tanesi formunda {ist
iiste dizilmesiyle olusan bir sekildir. Eskenar bir {icgenin siirekli olarak ug¢ kisimlarinin, simetrik sekilde
katlanmasiyla elde edilen sekil kar tanesini andirdigindan bu ad1 almistir.

Simdi Koch Kar Tanesinin adimlarini inceleyelim. Bir eskenar ticgen alalim ve bu egkenar {icgene temel
kurali uygulayalim.

Temel Kural:

1. Ucgenin her bir kenar1 alinir. Bu kenarlar, {i¢ esit parcaya béliiniir.
2. Orta parca taban kabul edilerek, disa dogru bakan yeni bir eskenar {icgen insa edilir.
3. Ardindan, bu orta parca (baslangigtaki kenarlarin 1/3’11) silinir.
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Tekrarlama:

Fraktal Geometri Uzerine Bir inceleme

Bu siireg, elde edilen yeni seklin her bir dogru parcasina sonsuza kadar uygulanir.

Sonsuz Cevre:

adimdaki ¢cevre uzunlugu P, formiilii ile gosterilir:

4
Pe=Fy(3)

Bu iissel artis, sonsuz sayida adim i¢in uygulandiginda (k — o) kar tanesinin uzunlugunun da sonsuza
(o0) yaklagmasi anlamina gelir:

Her bir adimda, seklin ¢evre uzunlugu sabit olarak 2 oraninda artar. Eger baslangic cevresi Py ise, k.

k

hmszoo

k—oo

Sonlu Alan

Toplam alan, baslangi¢ alanina sonsuza kadar eklenen kiiciik alanlarin toplamina esittir. Bu toplam, bir
geometrik seri olusturur:

3] [e3) [ 1 4 n—1
A, =A0+nZ::1AAn, nZ::lAAn =nZ::1AO-§ : <§>

Serinin toplamini hesaplamak icin AA,, ifadesini kullaniriz. Bu, ilk terimi a = A - L ve ortak orani r =

4
" 3 9
olan bir geometrik seridir. Toplam1 ), = P formiilii ile bulunur: Toplam Alan:
-r
1 1

o Ao 3 Ao g 19 3

— 3 — 3 -_— @ — — = . —_—

DA, = —— = —— = A 375 =403

n=1 1-— ; -
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m Sierpinski Ucgeni:

Polonyali matematik¢i Walcaw Sierpinski, daha sonralari kendi adiyla anilan Sierpinski Uggeni fraktalini
tanimladi. Sierpinski Uggeni, ici dolu bir eskenar tiggenin her adimda kendi icinden daha kiiciik boyutlu
eskenar ticgenlerin ¢ikarilmasiyla olusur.

Temel Kural:

1. Ici dolu bir eskenar iicgeni alinir.
2. Uggenin kenarlarinin orta noktalar1 birlestirilerek bir ticgen olusturulur ve ilk ticgenin icinden bu
ticgen cikarilir.

Artik elimizde kenar uzunlugu ilk eskenar iicgenin kenarinin yari1 uzunlugunda 3 adet eskenar iicgen
kalmustir.

Tekrarlama:

Bu islem, kalan her yeni kiiclik tiggen icin sonsuza kadar uygulanir.

Bu fraktal 6rnegindeki en dikkat gekici sonuc, temel kuralin sonsuz kez tekrarlanmasi durumunda alanin
sifira yaklagmasidir. Her adimda alanin 1/4°i atildigi icin, k-inc1 adimda kalan alan A, = (%)k formiiliiyle
hesaplanir. Adim sayis1 sonsuza yaklastikca (k — o) licgenin alan1 matematiksel olarak sifira yaklasir.

AL LSO

B Fraktal Boyut:

Klasik Oklid geometrisinde boyutlar tam sayilarla ifade edilir: Nokta 0, dogru 1, diizlem 2 ve kiip 3 boyutlu-
dur. Ancak Felix Hausdorff ve Abram Besicovitch tam say1 olmayan boyutlar1 6ne siirerek matematikte
devrim yaratmisglardir. Bu 6nerme; dogrularin bir, karelerin iki boyutlu oldugunu kabul ederken, bir¢ok
karmasik egrinin icerdikleri bilgi miktarina gore degisen "ara” boyutlara (in-between dimensions) sahip
oldugunu kanitlamigtir. Bu tarz, tam say1 olmayan boyutlara giiniimiizde Hausdorff-Besicovitch boyutlar
denir.

Mandelbrot, bu "ara boyut” tanimini kullanarak dogadaki diizensizlikleri arastirmig ve boyutla ilgili ilk
calismasi Ingiltere kiyilarinin uzunlugunu merak etmesiyle baglamistir. Bu ¢alismalar sonucunda fraktal
boyutu tanimlamistir.
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Boyutun Matematiksel Hesaplamasi:
« Bir dogru parcasini 3 kat biiyiitiirsek boyu 3 kat uzar, boyutu 1'dir.
« Bir kareyi 3 kat biiyiitiirsek alani 9 kat artar, boyutu 2dir.
« Bir kiipii 3 kat biiyiitiirsek hacmi 27 kat artar, boyutu 3’tiir.

Ancak fraktal bir yapida durum farklidir. Koch kar tanesinin olusumunda kullanilan kural, yalnizca tek bir
dogru parcasina uygulandiginda ortaya cikan fraktal yapiya Koch egrisi ad1 verilir:

Koch egrisinde bu durumu incelersek, iki nokta arasinda sonsuz uzunlukta olmasiyla bir dogrunun &tesine
tasarken, bir diizlemi tam olarak dolduramamaktadir. Bu nedenle boyutu 1 ile 2 arasinda bir "ara deger”
olmalidir.

Mandelbrot’un tanimina gore fraktal boyut (D), 6lgekleme carpani (s) ve olusan yeni parca sayist (N)
arasindaki logaritmik iligkidir:

_ log(N)
~ log(s)
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Koch Egrisi Uygulamasi

Koch egrisinde 6lgegi 3 kat biiyiittiigiimiizde (s = 3), yap1 kendisini 4 yeni parca (N = 4) ile yineler.

log(4)
log(3)

4=3"= D =log,(4) =

Bu hesaplamanin sonucu olan D =~ 1,262, yapinin bir ¢izgiden daha karmagik ama bir ylizeyden daha az
yogun oldugunu matematiksel olarak gostermektedir.
Sierpinski Ucgeni Uygulamasi

Sierpinski ticgeninde 6lgekleme ¢arpani 2 iken (s = 2), ortaya ¢ikan parca sayisi 3’tiir (N = 3).

log(3)
log(2)

3=2P=p=

Bu hesaplamanin sonucu olan D = 1, 585, Sierpinski Ucgeni’nin bir cizgiden (D = 1) cok daha yogun
oldugunu ancak bir diizlemi (D = 2) tamamen dolduramadigini gdsterir. Bu "ara boyut”, yapinin sonsuz
cevre uzunluguna sahip olmasina ragmen alaninin sifira yaklagmasinin matematiksel ifadesidir.

m Dogadaki Uygulamalari:

Romanesco Karnabahari: Dogadaki fraktal 6rneklerinden biridir. Spiral seklindeki yesil konilerin farkli
boyutlarda birbirini tekrar etmesiyle sekillenir. Karnabaharin bir parcasina yakindan bakildiginda tiim
karnabahardaki desenin aynisi goriiliir.

Akciger: Insan viicudundaki fraktal 6rneklerden biridir. Bu sistem, giderek incelen ve siirekli dallanan
tiiplerden olusur. Solunan hava, bu dallanmis yap1 boyunca ilerleyerek en ugta yer alan mikroskobik
hava keseciklerine, yani alveollere ulasir. Alveoller, gbozeneklerin son derece kiiciiltiilmiis hallerini andirir.
Yapinin bu 6zelligi, yiizey alanini maksimuma cikararak gaz aligverisinin son derece verimli gerceklesmesini
saglar. Oyle ki birkag tenis kortu biiyiikliigiindeki yiizey alani, birkag tenis topu hacmindeki bir alana sigar.
Bu devasa yiizey alani, viicudun yeterli miktarda oksijen alabilmesi icin hayati bir avantaj saglar.
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Kan Damarlari: insan viicudundaki bir diger fraktal 6rnegidir. Bu sayede, viicudun yalnizca yaklasik
%5’lik bir hacmini kaplamalarina ragmen, kani viicudun en iicra koselerine kadar ulastirabilirler. Bronglara
ait tiiplere benzer bicimde, kan damarlar1 da giderek daha kiiciik dallanmalara ayrilan bir yapilanma
goriillir. Atardamarlar, aort ile baglar ve ilerledik¢e daha kiiciik damarlara ayrilir. Bu dallanma siireci,
kilcal damarlar ile devam eder ve birbirine cok yakin, yogun bir ag yapisi olusturarak son bulur. Bu 6zelligi
sayesinde kan damarlari, fraktal sacaklara benzer bir yapi olarak ifade edilir.

Pisagor Agaci: Fraktal geometrinin en bilinen yapilarindan biri olan Pisagor Agaci, "fraktal golgelik”
olarak da adlandirilir. Bu yapi, dogrularin belirli kurallara gore ayrilmasi esasina dayanir ve dogadaki
dallanma siireclerine gorsel olarak oldukca benzer bir diizen sergiler. Insa siirecinde dogrular yerine kareler
ve tiggenler kullanilir; her adimda bu geometrik sekiller belirli oranlarla cogaltilarak karmasik fakat diizenli
bir yapi elde edilir. Bu yinelemeli siire¢ sonucunda kendine benzerlik 6zelligi tasiyan fraktal bir olusum
ortaya cikar.
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Kendine benzeyen (6z-benzer) fraktal yapilar yalnizca dogada degil, Islam mimarisinde kullanilan geomet-
rik siislemelerde de goriilmektedir. Ozellikle girih desenlerinde, ayn1 geometrik sekillerin farkli lceklerde
tekrarlanmasi, biiyiik desenlerin daha kiiciik benzer parcalara boliinmesiyle saglanir. Bu yapi, fraktal
geometrinin temel kavramlarindan biri olan 6z-benzerlik ilkesine karsilik gelmektedir.

Harvard Universitesi’'nden Peter J. Lu ve Paul J. Steinhardt’in ¢alismasi, bu desenlerin yalnizca estetik
amaclarla degil, bilingli bir geometrik sistemle iiretildigini ortaya koymustur. Topkap1 Sarayi’'nda bulunan
15. Yiizyila ait Topkap1 Parsdmeni, islam mimarlarinin ongen, besgen ve altigen gibi cokgenlerden olugan
bir girih karo sistemi kullandigin1 gostermektedir.

m Atomik Olcekte Fraktal Diizen: Kuazikristallerin Kesfi

Uzun yillar boyunca kristaller, atomlarin uzayda periyodik ve diizenli bicimde tekrarlandig1 yapilar olarak
tanimlanmistir. Bu anlayisa gore yalnizca belirli simetri tiirlerine izin veriliyor, besli simetri gibi klasik
kristalografiye uymayan diizenlerin dogada var olamayacagi kabul ediliyordu. Matematiksel acidan ilgi
cekici olsalar da, bu tiir yapilarin fiziksel diinyada bir karsilig1 olmadig diisiiniiliiyordu.
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Bu yerlesik goriis, 1982 yilinda Daniel Shechtman’in klasik kristal tanimlarina uymayan bir atomik diizeni
gozlemlemesiyle sarsildi. Incelenen yapi ne tamamen diizensizdi ne de bilinen kristaller gibi periyodikti;
buna ragmen acik ve kararh bir diizen sergiliyordu. Daha sonra kuazikristaller olarak adlandirilan bu
yapilar, diizen ile diizensizlik arasinda yer alan sira dis1 bir geometriye sahipti. O dénemde heniiz farkinda
olunmasa da, bu yapi fraktal geometrinin temel kavramlarindan biri olan dlgekten bagimsiz diizen fikriyle
giiclii bir benzerlik tasiyordu. Ancak bu bulgular, yerlesik kabullere aykiri oldugu...

...gerekcesiyle baslangicta bilim diinyasinda sert elestirilerle karsilandi; Shechtman’in ¢alismalari ciddiye
alinmadi, kendisine konuyu yeniden 6grenmesi tavsiye edildi ve bir siire sonra icinde bulundugu arastirma
grubundan ayrilmak zorunda kaldu.

Yasanan tiim bu olumsuzluklara ragmen Shechtman ¢aligsmalarindan vazgecmedi. Bulgularini farkl krista-
lograflarla paylasmaya devam etti ve destek arayisini siirdiirdii. Bu siirecte temas kurdugu bilim insanlar1
arasinda, matematiksel desenler iizerine ¢alisan arastirmacilar da bulunuyordu. Bu temaslar, dikkatlerin
matematikci Roger Penrose’un gelistirdigi kendini tekrar etmeyen mozaik desenlerine yonelmesine zemin
hazirladi. Penrose mozaiklerinin incelenmesi, arastirmacilarin Orta Cag Islam mimarisinde kullanilan
girih desenlerini yeniden degerlendirmesine yol acti. Girih desenlerinin, Penrose mozaiklerine benzer
bicimde periyodik olmayan ancak yiiksek derecede diizenli geometrik yapilardan olustugu fark edilmis;
yapilan calismalar, bu desenlerin yar1 kristal diizenlerle ayn1 matematiksel prensipleri barindirdigini ortaya
koymustur.

Kristalograf Alan Mackay, Penrose’un ¢alismalari ve bu calismalar 1s181nda yeniden degerlendirilen Islam
mimarisi desenlerinden yola cikarak, benzer bir diizenin atomik 6l¢cekte de miimkiin olup olamayacagini
sorguladi. Mackay, maddelerin yapi taslari olan atomlarin, tipki bu mozaikler gibi kendini tekrar etmeyen
ancak diizenli dizilimler olusturabilecegini one siirdii. Bu fikri sitnamak amaciyla Penrose mozaiklerindeki
kesisim noktalarina atomlar: temsil eden noktalar yerlestirdi ve elde ettigi yapiy: bir kirinim ag1 olarak
inceledi.

Ortaya ¢ikan kirinim deseni, klasik kristallerde goriilmeyen onlu simetriye sahipti. Bu sonugc, periyodik
olmadan da diizenli bir atomik yapinin miimkiin olabilecegini gosteriyor; ancak donemin kristalografi
anlayisi bu tiir bir yapiy1 tanimlamakta yetersiz kaliyordu. Mackay’ nin bu modeli, literatiirde heniiz adi
konmamis olan bu sira dis1 yapilarin anlagilmasinda kritik bir koprii islevi gordii.

Nitekim Daniel Shechtman’in laboratuvarinda goézlemledigi ve baslangicta aciklanamayan kirinim desenleri,
Mackay’nin 6ngordiigii bu atomik diizenle ortiisiiyordu. Paul Steinhardt ve Dov Levine’in calismalariyla
birlikte, bu yapilar kuazikristaller olarak tanimlandi ve bdylece daha 6nce varlif1 gozlemlenmis ancak
literatiirde agikca tanimlanamamis olan bu atomik diizenler bilim diinyasina kazandirilmis oldu.

Glinlimiizde yar kristaller; dayanikl ylizey kaplamalarindan 1s1 yalitimina, tibbi malzemelerden endiistriyel
uygulamalara kadar pek cok alanda kullanilmaktadir. Sahip olduklari sira disi fiziksel 6zellikler, bu yapilarin
yalnizca teorik bir merak konusu olmadigini, ayni zamanda yiiksek teknolojinin 6nemli bir bileseni haline
geldiklerini gostermektedir.

Sonug olarak fraktal geometri, yalnizca dogadaki karmasik sekilleri tanimlayan soyut bir matematik alani
degildir. Dogadan sanata, mimariden atomik yapilara uzanan bu yaklagim, farkli disiplinlerin ayn1 geometrik
dili konusabildigini géstermektedir. Yar1 kristallerin kesfi de bu ortak dilin bir sonucudur: Matematiksel
desenler, sanatsal sezgi ve fiziksel gozlem birleserek dogada var olan ancak uzun siire "imkénsiz" kabul
edilen bir diizeni goriiniir kilmistir. Bu ¢181r acici anlayis, ancak yillar sonra bilim diinyasinda tam anlamiyla
kabul gérmiis ve Daniel Shechtman’a 2011 yilinda Nobel Kimya Odiilii kazandirmustr.
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