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B 1920’ler New York’unda Bir Gece

Gece yarisina yaklagirken Broadway’in arka sokaklarindan birinde kiiciik ama satafatlh bir salon 1s1l 151l
parliyor. Igeride dumanli bir hava, kahkahalarla karisik fisildagmalar, pariltili giysiler ve dikkatle bekleyen
gozler... Salonun merkezinde yiikselen kiiciik bir sahne var. Perdeler aciliyor, 1siklar kisiliyor ve tek bir
spot sahnenin ortasindaki adama odaklaniyor.

Adam, diinyanin en iinlii sihirbaz1 Harry Houdini. Ellerinde siradan goriinen beyaz bir kagit tutuyor. Ne
zincir var bu kez, ne kilitli bir kutu... Yalnizca bir k&git. Houdini onu birkag kez dikkatlice katliyor. Salon
sessizlesiyor. Bir makas pariltis1 gbze ¢arpiyor. Houdini, tek bir hamleyle kagida bir kesik atiyor.

O an sanki zaman duruyor. Seyirciler nefeslerini tutmus. Kagit acildiginda ise herkesin gozleri biiyiiyor:
siradan kagit, tek bir kesikle kusursuz bir yildiz sekline déniismdiis. Salon alkiglarla calkalaniyor.

Bir an icin herkes sihre inaniyor. Ama perde arkasinda, bu “mucizenin” matematikle gizli bir bagi var...

B Houdini ve Kagidin Sihri

Harry Houdini (1874-1926), asil adiyla Erik Weisz, Macaristan'da dogup Amerika'da {inlenen bir illiiz-
yonistti. Zincirlere, kelepgelere, su dolu tanklara meydan okuyan kacis gosterileriyle diinyanin dort bir
yaninda s6hret kazandi. Onun icin sahne yalnizca eglencenin degil, ayni zamanda insanin sinirlarini
zorlamanin da yeriydi.

Ne var ki Houdini’nin ilgisi yalnizca zincirlerden kurtulmaya degildi. 1922’de yayimladig1 Paper Magic
(Sihirli Kagit ya da Kagit Sihri/Kagittan Sihir) isimli kitabinda, kagitla yapilabilecek basit ama sasirtici
illtizyonlar1 topladi [3]. Sayfalar arasinda kagittan yiiziikler, sapkalar, tavsan figiirleri ve seyirciyi hayrete
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Sekil 1. Houdininin Paper Magic kitabinda tarif edilen bes tepeli y1ldiz. Cizgiler boyunca okla belirtilen yonlerde
kesikli cizgiler boyunca katlayip, makasla kalin siyah ¢izgi boyunca kesin. [4]

diisiiren “tek kesik” numaralari yer alir. Bir kagidi katlayip tek hamlede yildiz cikarmak, ya da basit bir
kesikle karmagik sekiller elde etmek... Bugiin bunlar "¢cocuk oyunu” gibi goriinse de, Houdini déneminde
seyirciyi biiylileyen bir mucizeydi.

Matematiksel acidan bakildiginda, Paper Magic siradan bir eglence kitab1 olmanin Gtesine gecer. Ciinkii
burada tarif edilen bircok numara aslinda katlama geometrisinin erken érnekleridir. Houdini belki bunu
"matematik” adi altinda sunmuyordu, ama kagidin potansiyelini kesfetmeye yonelik meraki, ileride mate-
matikgilerin {izerinde ¢alisacagi biiyiik problemlere kap1 araliyordu.

B Tek Kesik Problemi

Houdini’nin Paper Magic kitabinda yalnizca bir sahne numarasi gibi goriinen "tek kesik” hilesi, aslinda
matematikte daha genel ve derin bir problemle ortiisiir. Bu problem giiniimiizde "Fold-and-Cut Theorem”
ya da Tiirkge ifadesiyle "Katla ve Tek Kes" problemi olarak bilinir.

Problem Tanima: Bir diizlemsel cokgen P verilsin. Bu cokgeni, bir kdg1din iizerine yerlestirmek istiyoruz.
Acaba bu kagidi yalnizca katlama islemleriyle dyle bir hale getirebilir miyiz ki, tek bir diiz kesim yapildiginda
P cokgeni eksiksiz ve dogru bicimde ortaya ciksin?

Baska bir ifadeyle: Hangi sekiller yalnizca tek bir kesikle elde edilebilir?

Kirigami: Origami, -ori (katlanmis ya da katlamak) ve-gami (kagit) kelimelerinin birlesiminden olusan
bir sozciiktiir. Bu problemde ise katlamanin yanisira kesmeye de miisade edilir. Bu durum icin kullanilan
sozclik ise "kirigami” dir. (Kiri’ nin kesmek anlamina geldigini tahmin ediyorsunuzdur:)) Yapmayan yoktur
diye diisiiniiyorum, anakuldayken ya da ilkokuldayken kagid1 katlayip keserek elele tutusan cocuklar elde
ederdik.

Hemen bu noktada sizi gecmise gotiirelim ve kirigami denemeleri yapalim ama bu sefer bir kisitimiz var,
makasla tek bir kesik atma hakkimiz var. E biiyiidiik artik, isler biraz daha zorlassin degil mi?
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Ornek 1.
Kare kagidi uygun sekilde katlayip, tek bir kesikle

« Once eskenariicgen kesmeyi deneyin,

« ardindan bir kare kesmeyi deneyin,

« sonra kagidin yar1 alanina sahip bir kare deneyin,

« sonra diizgiin altigen,

« diizgiin sekizgen,

+ daha sonra diizgiin besgen ve diizgiin bes tepeli y1ldiz

deneyin. Peki diizgiin yedigen ya da dokuzgen i¢in de benzer islemleri yapabilir miyiz sizce? Problemi
biraz daha zorlastirmak isterseniz, katlama sayiniza sinir koyun, 6érnegin en fazla 4 katlama ile bu islemi
yapabilir miyim? Peki {i¢ yeterli olur mu? Bu sorularin bazilarina cevaplar ve farkl kirigami drnekleri
Google booksta Cansu Betin Onur ve Sinem Onaran’la birlikte etkinlik 6rneklerimizi topladigimiz {icretsiz
kitaba bakabilirsiniz:

Bu problem kombinatoryal geometri ve algoritmik origaminin kesigiminde yer alir. Katlama islemi diizlemin
belirli bolgelerini iist {iste bindiren geometrik doniistimlerdir. Tek kesik, biitiin bu katlamalarin sonucunda
olusan karmasik {ist iiste binmis kagit tabakalarinin bir "tek kesme iglemi” ile kesilmesidir. Burada kritik
nokta, cokgenin tiim kenarlarinin ayni anda ortaya ¢ikmasini saglamaktir.

Matematik¢ilerin meraki suydu: Sadece bazi dzel sekiller mi bu yolla elde edilebilir, yoksa her cokgen icin
bayle bir katlama vardir mi? Hatta cokgenin tek parca ve baglantili olmasina bile gerek yok!

B Problemin C6zimii: Fold-and-Cut Teoremi

Bu soruya kesin yanit1 1998-1999 yillarinda Erik D. Demaine, Martin L. Demaine ve Anna Lubiw verdi.
Ortaya koyduklari teorem giiniimiizde "Fold-and-Cut Theorem" olarak bilinir [4, 5].

Teorem 1. (Demaine—-Demaine—-Lubiw, 1998/1999)

Herhangi bir diizlemsel cokgen P, uygun katlamalar yapilarak bir kagit iizerinde 6yle yerlestirilebilir ki, tek
bir diiz kesim sonucunda P eksiksiz ve dogru bicimde ortaya cikar.

Ispat: Yontem Iki farkli ydntemle bu teorem kanitlanabilmektedir.

o Ilk yontem, "straight skeleton (dogrusal iskelet)” yontemini kullaniyor, kullanici dostu bir yapici
algoritma sunuyor ancak matematiksel olarak ispati biraz zayif (Bu yazida bu algoritma verilecektir:))

« Ikinci yontem ise “disc packing (daire paketleme)” yontem olarak bilinen bir yontemle teorik olarak
daha giiclii ancak pratikte uygulamasi daha karmasik bir yontem.

Dogrusal iskelet yontemi 1995 yilinda Oswin Aichholzer ve arkadaslarinin makalesinde verilmis [1] ve
bir cok arastirmada farkli sekillerde kullanilmistir. Temel olarak bir poligonun icine giderek kiiciilen (ya
da biiziilen), esit araliklarla cokgenin kenarlarina paralel kenarlarini olusturdugumuzda ve en sonunda
baslangictaki poligonun ve icerde cizilen tiim poligonlarin koselerini birlestirerek kenarlar ve/veya koseler
ve/veya kiicililtme islemi sonunda elde kalan kenarla elde edilen bir graftir. Demaine ve arkadaglar1 bu
yontemi kullanarak kesmek istedigimiz cokgeni kagida cizer ve icinde kdselerden gecen aslinda cokgenin
aclortaylarinda olusan dogrusal iskeletini elde ederler. Asagida bazi1 onemli tanimlardan bahsettikten sonra
basit 6rneklerle neden dogrusal iskelet yonteminin ise yarar bir arac oldugunu gorecegiz. Buradaki en
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onemli ve cok sik kullanilacak ifadelerden biri de "kat izi (crease)” ve tiirleridir. Kagidi her katladiginizda
tizerinde bir ¢izgi olusur buna kat izi deriz. Katlanmis bir modeli agtiginizda "kat izi desenini (crease
pattern)” elde edersiniz. Kat izi desenlerinde iki farkl ¢izgi goreceksiniz, 6rnegin "diiz ¢izgi, kesikli ¢izgi"
gibi veya "kesikli cizgi, kesikli ve noktal1” ¢izgi ya da "mavi ¢izgi, pembe cizgi" gibi. Bir tiir ¢izgi boyunca
dag (yani dig biikey) digeri boyunca da vadi (yani i¢cbiikey) katlama yapacaginiz anlamina geliyor.

j—
L.

Sekil 2. D1s biikey kat izi (yani Dag)

Sekil 3. i¢ biikey kat izi (yani Vadi)

Not: Kagidi kat izi desenlerinde belirtilen tiim izleri dag/vadi atamalarina gore yapip katladiktan sonra
elde ettiginiz bir modeli bir kitabin i¢ine yeni bir kat izi olusmadan veya herhangi bir kat izinin yonii
degismeden koyabiliyorsaniz o modele diiz katlanabilir (flat foldable) model denir.

Sekil 4. Bu kat izlerinin tiimiind tiiriine (dag/vadi) uygun katlayabilir misiniz?

Sekil 5. Sekil 4’'teki kat izi desenlerinden sadece en sonuncu kat izi desenin katlandigini gérmiissiiniizdiir. Bu kat izi
desenin katlanmis haline basit ya da temel katlama denir.

Tek koseli kaz izi desenleri icin diiz katlanabilirlikle ilgili {ic temel teorem vardir. Kawasaki, Meguro ve
Maekawa teoremleri [7]. Kawasaki teorem bir kose etrafindaki kat izilerinin aralarinda kalan agilarla
ilgili sunu soyler: Birer atlayarak acilar topladigimizda 180° olmalidir. Maekawa’da "bir kdsede birlegen
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dag ve vadi kat izi sayilarinin farkl iki olmalidir” der. Meguro ise diiz katlanabilir modelin iki renkle
boyanabilecegini soyler. Maalesef birden fazla koseli kat izi desenleri igcin bu problemlerin bazilar1 NP-
Tamdir, [2].

\

Sekil 6. Soldaki kat izi deseninde dag ve vadi sayilarina bakarsaniz Maekawa teoremini saglamadigini géreceksiniz
(4 — 1 # 2) dolayst ile kat izleri tiirlerine uygun katlandiginda sagdaki gibi diiz katlanabilir olmayan bir model elde
edilecek.

Kagidi katlayip kesebilmek icin de diiz katlanabilir hale gelmesi gerekir. Dolayisi ile bu yazida bahsedilen
problemin ¢oziimiinde elde edilecek kat izi desenin yerel olarak Kawasaki ve Maekawa kosullarinin
saglanmasi kriteri goz oniine alinir.

m Arka Plan

Katla ve tek kes teoremi, herhangi bir diizlemsel ¢cokgenin uygun katlamalarla tek bir diiz kesimle elde
edilebilecegini sdyler demistik. Ispat yapicidir: bir dogrusal iskelet iizerinden tiiretilen kat izi deseni ve
uygun dag/vadi atamalari, tek kesimi miimkiin kilar. Aslinda elde edilen iskelet cokgenin aciortaylarindan
olusmakta ve bu iskelete kdgelerden kesim hattina cizilen uygun dikmelerle gerekli kat izi deseni tiretilmek-
tedir. Bu kat izi deseni tek degildir. Eger kesmek istedigimiz cokgen bir {icgense, dogrusal iskeletin aslinda
{icgenin tek noktada birlesen aciortaylarini demek oldugunu gorelim. Ornek 1’te bahsedilen sekiller {iggen
dahil diizgiin ¢cokgenlerdi, bu nedenle simetrik katlamalarla ¢oziime ulagsmak biraz daha kolaydi. Burada
ise cesitkenar bir tiggen icin bir ¢oziim bulmaya calisacagiz. Ama oradaki iiggen icin kullandiginiz fikrin
burada da isledigini gorebilirsiniz.

Sekil 7. Herhangi bir {icgenin aglortaylar1 bir noktada kesisir. Bu noktadan iicgenin kenarlarina dikme inmek
miimkiindiir (icteget cemberin yaricaplari). Acglortaylari dag, bu dikmeyi vadi alalim. Bu dikmelerden sadece bir
tanesini almamaiz yeterlidir. Son resimde bdylece Maekawa teoremi saglanir (¢linkii 3 — 1 = 2). Agilarla ilgili de
Kawasaki teoreminin saglandigini hemen gorebilirsiniz yani mor acilarin toplami da kirmizi agilarin toplami da
180°dir.
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S

Sekil 8. Aichholze ve arkadaslarinin makalesinde [1] tarif edilen yontemle dogrusal iskelet olusturuldu (mavi) ve
diiz katlanabilirlik teoremlerine uygun dikme (pembe) eklendi. 7 ile kargilatirarak elde edilen dogrusal iskeletin
aslinda aciortaylar oldugunu gorebilirsiniz)

Simdi kat izlerinin tiirline uygun katladiginizda ticgenin kenarlarinin diiz bir cizgi seklinde kagidin 6n ve
arka yliziinde yer aldigini goreceksiniz.

A

Sekil 9. Kat izlerine uygun bicimde (maviler cizgiler boyunca dag, pembe ¢izgi boyunca vadi) katladiginizda yesil ile
cizilen licgenin kenarlarinin {istiiste geldigini goreceksiniz. 3. adimda belirtilgigi gibi bu cizgi boyunca makasla
keserseniz ve acarsaniz iiggeni tek kesikle elde edeceksiniz.

91



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2 Harry Houdini: Bir Sihirbaz mi, Yoksa Bir Matematikgi mi?

Simdi sirasiyla bir kare ardinda 6zel olmayan bir dortgen alip dogrusal iskelet ve ardindan dikmeleri
bulalim:

Sekil 10. Sirasiyla, bir kare, herhangi bir dortgen ve bir kedi:) kat izleri olusturuldu. Bu izlerden tiiriine (dag/vadi)
uygun katlamalar1 yapip keserseniz istenilen modeli tek kesile elde edebilirsiniz. Sonuncu figiiriin kat izlerini sizlere
bir meydan okuma olarak biraktik. Dogru kat izlerini bulup kesen ilk kisiye bir siirprizim olacaktir.

Artik Demaine ve arkadaslarinin verdigi algoritmay1 yazalim. Elbette algoritmada burada verilenden ¢ok
daha karmasik drnekler icin verilen koridor tiirii belirleme ve agac kontrolleri var. Bu yontemlerden bu
yazinin uzunlugunu goz oniinde bulundurarak burada bahsetmeyegiz. Ayrica konu ile ilgili agik sorular
oldugunu da tiim ilgililere duyuralim. Size bu algoritma ile elde ettigimiz kedi modelinin kat izlerini Sekil
10’da 3. resimde verdik. Bu model de koridor veya agac¢ kontrollerine ihtiya¢ duymaz.
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m Algoritma Semasi (Ozet)

Algorithm 1 Katla ve Tek Kes teoremi i¢in Dogrusal Iskelet Tabanl Sema

Require: Basit (veya delikli) diizlemsel cokgen ya da ¢cokgenler ailesi P
Ensure: Tek diiz kesimle P’yi ortaya c¢ikaran kat izi deseni (Dag-Vadi atamalariyla)

1: On isleme: Girdi cokgen(ler)ini saat yoniine/tersi tekdiize yonlendir; iki-renkli yiiz ayrimiyla dis/ic
bolgeleri ayir.

2: Iskelet hesabi: Kenarlar1 eszamanli ice dogru ofsetle; kose ikililerinin aciortay kesisimleri edge event
(kenar olay1), bir kdsenin karsi kenarla bulusmasi split event (ayri olay) {iretir. Olaylar1 uzakliga gore bir
oncelik kuyrugunda isle ve dogrusal iskelet grafini inga et.

3: Dik katlar: Dogrusal iskeletin kdselerinden kesim hattina inen dik kat izleri iiret. Her dik 151n yiizeyi
terk edene ya da bir bagka bir kesim hatt1 bolgesindeki iskeletin kenarindan yansitarak iskeletin bir
kosesine varana kadar yansimali sekilde ilerlet.

4: Kagit sinari: Tiim iskelet ve dik 1sinlari, kat izi desenini tamamen kapsayan bir dikdortgen sinirla
(kagit) siirlayip sonlu hale getir.

s: Koridorlar: Iskelet ve dik katlardan olusan agda koridorlari (akordiyon kanallari) belirle; her koridor
icin katlanma yonii alternansini (Dag/Vadi) olustur.

6: Dag/Vadi atamasi: Koridor alternansi ile tiim kat izi kenarlarina Dag/Vadi ata; dogrusal iskelette,
180° den kiigiik acilarin aciortaylar1 dag, 180° den kiigiik agilarin agiortaylari dag, 180° den biiyiik
acilarin aciortaylari vadi olur. Dikler dag/vadi olarak degisir. Gerekli yerlerde golge-agac/mesafe tabanl
tutarlilik kontrolii uygula.

7: Kesim hatti: Cokgen kenarlarinin ayni dogruya hizalandig hatti sec; tek diiz kesimi bu hat {izerinde
yap.

8: return Dag-Vadi etiketli kat izi deseni.

B Peki kimdir Eric Demaine? - Geng¢ Bir Dahi

Eric D. Demaine (d. 1981), bilgisayar bilimi ve matematik alaninda origamiyle ilgili calismalariyla diinya
capinda taninan bir isimdir. Cocuklugundan itibaren babas1 Martin Demaine ile birlikte yogun bir sekilde
origamiyle ilgilenmis, bu ilgisini akademik arastirmaya doniistiirmiistiir.

Demaine, 20 yasinda Massachusetts Institute of Technology (MIT) tarihindeki en gen¢ profesorlerden
biri olmustur. Calismalarinin merkezinde algoritmik geometri, kombinatorik optimizasyon ve origami
matematigi vardir. Katlama problemlerini yalnizca estetik bir ugras olarak degil, bilgisayar biliminin temel
algoritmik sorulariyla yakindan iligkili bir arastirma alani olarak ele alir.

Ozellikle fold-and-cut teoremi, origaminin bir "sanat” olmaktan te, kat1 bir matematiksel yap1 oldugunu
ortaya koymustur. Demaine ve ekibinin gelistirdigi algoritmalar, yalnizca origami degil, ayn1 zamanda
malzeme bilimi, robotik ve miihendislikte katlanabilir yapilarin tasariminda da kullanilmaktadir.

g
Demaine’nin dersi icin QR kodu: EF:3

Bugiin Eric Demaine, MIT’de bilgisayar bilimi profesorii olarak caligmakta, origami ve matematik kesisi-
minde yeni problemler iizerine {iretken bir arastirma programi yiiriitmektedir. Ayni zamanda babasiyla

birlikte "mathematical art” sergileri acarak, bilimle sanat arasindaki sinirlar1 zorlamaktadir. (Bakiniz:
[Ok0]

2

EEEE)

Sekil 11°de Eric Demaine’in elinde yer alan baglantili olmayan cokgenler gibi modelleri veya bagka sasirtici

modelleri tek kesikle nasil elde edebileceginize dair kat izi desenlerinin sablonlar1 bu sayfada (®:=

3
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Sekil 11. Demaine’nin MIT’de, katla ve kes teoremini anlattif1 dersten aldigim bu karede, kestikten sonra kagittan
birden fazla parca baglantisiz seklin tek kesikle elde edilebilmesinin onda uyandirdigi heyecani gorebilirsiniz. Tim
dersi izlemek i¢in asagidaki QR kodu kullanabilirsiniz.

verilmektedir, meydan okuma sorumuz Sekil 10’da verilen soru icin bu sablonlardan destek almak isteyebi-
lirsiniz:)).

B Sonug: Sihir ile Matematik Arasinda ince Bir Cizgi

Bir yanda 1920’lerin New York’unda, sahnede tek bir kesikle yildiz ¢ikaran bir sihirbaz: Harry Houdini.
Diger yanda 1990’larin sonunda, teorik bilgisayar biliminin en saygin konferanslarinda ayni soruya kesin
bir yanit veren matematikgiler: Erik Demaine ve ekibi.

Houdini icin bu, seyircinin nefesini kesen bir illiizyondu. Basit bir kagit, birkag¢ katlama ve tek bir makas
darbesiyle mucizeye doniisiiyordu. Seyirciler alkiglarken, belki de hic¢biri bunun ardinda evrensel bir
matematiksel ilkenin gizlendigini diistinmiiyordu.

Demaine icinse ayni kagit, soyut bir diizlem, cokgenlerin geometrisi ve algoritmalarin diliydi. Bir ispat,
yalnizca 6zel sekiller icin degil, her cokgen icin tek kesikle elde edilebilirligi glivence altina aliyordu. Burada
sihir yoktu; ama en az sihir kadar biiyiileyici bir hakikat vardi: kagidin altinda yatan matematiksel diizen.

Belki de Houdini gercekten yalnizca bir sihirbazdi. Belki de farkinda olmadan matematik tarihine ilham
veren bir onciiyli oynuyordu. Kesin olan su ki, kdgidin katlar1 arasinda hem illiizyonun hem de matematigin
ortak bir dili var. Katlanmis bir kagidin sessizce fisildadig: sey sudur: Bazen sihir/mucize, yalnizca dogru
zamanda atilmis tek bir kesiktir.

B Uyan: Tarihsel Baglantinin Sinirlari

Houdini’nin yasadig1 yillarda "Geometry of Paper Folding, T.Sundara Row, (1890)", "Hiden Senbazuru
Orikata (Bin Turna Katlamanin Sirlar1), Akisato Rito, (1797)" "A Japanese Book Wokoku Chiyekurable,
K.S. Sen, (1721)" kitaplar1 vard1 ve origami 6zellikle avrupada okullarda kullanilmaya baslamisti. Dolayisi
ile Houdini’nin origami bildigini tahmin etmek zor degil. Houdini’'nin Paper Magic kitabindaki tek kesik
numaralari, bugiin katla ve tek kes teoreminin 6zel 6rnekleri olarak yorumlanabilir. Ancak bu noktada
dikkat edilmesi gereken iki sinirlama vardir: Birincisi, Houdini’nin esas amaci sahne illiizyonu yaratmakti.
Ikincisi, elimizde Demaine ve arkadaslar’’nin dogrudan Houdini’den esinlendigine dair bir kanit yoktur.
Dolayisiyla bu baglanti, birebir bir nedensellikten ¢ok, ayni fenomenin farkli baglamlarda ortaya cikisi
olarak diisiiniiliilebilir. Houdini’nin yaptig1 sey sinirli sayida basit sekille gosterilen bir sihirdi; Demaine ve
arkadaslari’nin ispati ise bu fikrin evrensel diizeyde, tiim ¢okgenler icin gecerli oldugunu ortaya koymustur.
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