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Bu yazida degismeli Banach cebirlerinin en temel yapu teorisi olan Gelfand Teorisini ele alacagiz. Biiyiik Rus
matematikci Israel Moiseevich Gelfand’in (1913-2009) doktora tezinde (1935) gelistirdigi bu teori degismeli
Banach cebirlerinin siirekli fonksiyon uzaylari ile baglantisini ortaya koymasi bakimindan matematik
literatiirlinde cok énemli bir yere sahiptir.

1. BANACH CEBIRLERI

Bir A vektor uzayi lizerinde onu ayni zamanda halka yapan bir carpim var ise A’ya bir cebir denir. Bu
yazida vektor uzaylarimiz daima karmasik sayilar cismi C iizerinden olacaktir. Eger A cebri normlu bir
vektor uzay1 ise A’ya bir normlu cebir denir. Eger A normlu cebri, normun tiirettigi metrige gore tam ise,
yani A’daki her Cauchy dizisi yakinsak ise, (bir bagka deyisle A bir Banach uzayi ise) ve A’nin iizerindeki
carpim
llabl| < llall - |Ib]| Va,be A

aksiyomunu sagliyorsa, A’ya bir Banach cebri denir. Bir Banach cebrinin halka yapisini incelemek i¢in
onun tersinir elemanlarini incelemek énemlidir. Tersinirlikten sézedebilmemiz icin cebrimizin birimli
olmasi yani carpma isleminin bir birim elemani olmasi gerekir. Ne yazik ki her Banach cebrinin birimi
yoktur. Bunun en bilinen 6rnegi X sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olmak {izere

K(X) :={T : X - X | T tikiz dogrusal operatordiir}

ile tanimlanan tikiz operatorler cebridir.

1.1. Banach Cebirlerine Ornekler
(1) X tikiz Hausdorff bir topolojik uzay olmak iizere
A:=CX):{f : X—>C: f surekli}
siirekli fonksiyonlar uzay1 noktasal toplam
(f +8)(x) 1= f(x) + g(x)

noktasal carpim

(fe)(x) := f(x)g(x)

islemleri ve

1flleo 2= sup{|f(x)| : x € X}

normu ile bir Banach cebridir. Burada A’nin normunun

If&llo < lIflleo - llgllco  Vf,8 €A
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sartini sagladig: asikardir.
()
A =Cy(R) :={f : R > C : fsiireklive Ve > 0, IN € N sup{|f(x)| : x € R\ [-N,N]} <¢}
bicimindeki sonsuzda sifir olan siirekli fonksiyonlar uzayi da noktasal toplam, noktasal carpim ve
Iflleo := supf|f(x)] : x € R}
normu ile bir Banach cebridir.

(3) X bir Banach uzay1 olmak {izere
A :=B(X) :={T : X - X : T dogrusal ve sinirl1 operator}
bicimindeki sinirli dogrusal operatorler uzay: da noktasal toplam
(S+T)(x) :=Sx+Tx,

bileske islemi (ST)(x) := S(T(x))

ve operatdr normu ) )
ITIl = sup{l|Txlx : |Ix|lx <1}

ile bir Banach cebridir. Yine A’nin normunun
TS| <|IT|l- IS VT,S€A
sartini sagladig asikardir.

(4) Yine X sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olmak iizere
A :=K(X) : {T : X - X : T dogrusal ve tikiz operatordiir}
bicimindeki tikiz operatorler uzayi, yine noktasal toplam
S+T)x) :=Sx+Tx,

bileske islemi (ST)(x) := S(T(x))

ve operator normu
ITIl = sup{l|Txlx : |Ix|lx <1}

ile bir Banach cebridir.

BirT : X —» X operatorii S :={x € X : ||x||x < 1}i¢in T(S) := {Tx : x € S} C X'de tikizdir sartin1
sagliyorsa yani X’in kapali birim yuvarinin T altindaki goriintiisiiniin kapanis1 X’de tikiz ise T’ye bir
tikiz operator denir. Tikiz operatorler sinirhidirlar ve eger K(X) = B(X) ise X sonlu boyutludur ve bu da
I : X - X,I(x) := x birim operatoriiniin tikiz olmasina denktir (Bir Banach uzay:1 sonlu boyutludur
ancak ve ancak kapali birim yuvari tikizdir).

Yukaridaki ilk iki 6rnek degismeli Banach cebirlerinin tipik 6rnekleridirler, ilk 6rnek birimli iken ikinci
ornek birimli degildir. Son iki 6rnek ise degismeli olmayan Banach cebirlerinin tipik ornekleridirler, ticlincii
ornek birimli iken son 6rnek birimli degildir.

2. BIRIMLESTIRME

Bir Banach cebri birimli degil ise onu birimli bir Banach cebrinin icerisine izometrik olarak gomme islemine
birimlestirme denir. Burada temel fikir Banach cebrindeki bir a € A’y1 A'nin kendisi iizerindeki bir
carpma operatorii olarak gormektir, yani her a € A’yabir M, : A - A, M,(b) : = ab operatorii karsilik
gelir.

97



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2 Degismeli Banach Cebirlerinin Gelfand Teorisi

Yanii : A & B(A), 1(a) := M, seklinde bir operatorle A, B(A) icerisine gomiiliir. Fakat bu gomme her
zaman izometrik olmayabilir, ancak

lablla < llallallblla Va,b e A

oldugundan dolay1
Mgl < llalla Vae€ A

saglanir. Bu 1 gommesi her zaman izometrik olmayacagindan onu taklit eden bir insaa ile A’nin bir birim-
lestirmesi digsal olarak yapilabilir:

A:=CO®A :={}a):1€C,ac A}
olsun. Bu A kiimesine ¢arpimi, 1 : A < B(A) gbmmesinden ilham alarak yani

(AL + M)(uI + Mp) = Al + Mapypatab
oldugunu gozoniinde bulundurarak 1,4 € C, a,b € A icin

A,a).(u,b) := (Au,Ab + ua + ab)
olarak tanimlayabiliriz. Ayni sekilde toplam
A,a) + (u,b) :=(A+u,a+b)
olarak tanimlanir. Bir tek A iizerinde norm tanimlamak kaliyor ki onu da
14, )| == 14] + [lalla

seklinde tanimlariz. Bu durumdai : A < A, 1(a) := (0, a) seklindeki gbmme izometriktir ve (1,04) € A,
A’nin birimi olur. Yani A birimli bir Banach cebridir ve 1 : A & A izometrik bir ggmmedir. Burada her

ALuecC,a,be Aicin
14, a)(u, DI| < [I(A, )| | (e, )|

sartinin saglandigini da gérmek zor degildir. Ayrica eger A degismeli ise A da degismelidir. Birimlestirme ile
eger A Banach cebrinin birimi yok ise A’nin yerine onun A birimlestirmesini alarak birimli varsayabiliriz.

3. TERSINIR ELEMANLAR VE SPEKTRUM

A birimli bir Banach cebri olsun 6yle ki 1 € A, A’nin birim elemani, yani A’nin {izerindeki carpmanin
birimi olsun. O halde bir a € A elemani i¢in bir a™! € A varsa ki

saglanir, bu durumda a € A’ya tersinir denir. Birimli bir A Banach cebri igin

G(A) :={a € A : a tersinirdir} C A
tersinir elemanlarin kiimesinin A’daki ¢carpmaya gore bir grup oldugu asikardir. Bir a € A elemaninin
spektrumu o(a) :={A€C: Al —a ¢ (A}

olarak tanimlanir. Tersinir elemanlarla ilgili asagidaki g6zlem sonuclar1 bakimindan ¢ok 6nemlidir:

Teorem 1. (Neumann Serisi)

A birimli Banach cebri olsun ve 1 € A, A’nin birimi olsun. Ayrica a € A olsun. Eger ||a|| < 1 ise
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1 — a € G(A)dwr, yani tersinirdir ve tersi de

+o0
1-a)'= Z a”,
n=0

0

a’ := 1 olmak iizere, bir kuvvet serisi ile verilir.

Kanit. Her N € N icin
1-a"M=(1-a)Q+a+a®+--+a")=Q+a+a*+-+aV)Q1—-0a)

oldugunu gérmek zor degildir. Bu durumda a° : = 1 olmak iizere

N
SN = Z a
n=0

seklinde tanimlanan {Sy}x>® C A dizisinin A’da bir Cauchy dizisi oldugunu gésterelim: N,M € N ve
N > M olsun, o halde

N N N
ISy =Sull =11 D a™ll< D lla™l< D (llal)
n=M+1 n=M+1 n=M+1
N-M-1
= lla|M* > lal”
n=0
ve ||a|| < 1iken NoM_1 oo )
D0 llal" < D lal* =
n=0 n=0 1- ||a||
oldugundan afM+1
ISy — Sl € ——
1—|laf|

elde edilir ki bu da
ISy = Smll = 0, NyM - +o0

olmasi, yani {S,\,};\L,":1 C A dizisinin Cauchy dizisi olmas1 demektir. Burada A bir Banach uzayi oldugundan
{Sn}5X, C A dizisi yakinsaktir, lim Sy :=y € A olsun. O halde lim 1 — aV*! = 1 oldugundan

(I-a)y=y0-a)=1
saglanir. O

Bu teoremin bir diger ifadesi de eger |1 — a|| < 1ise a € G(A)d1r, yani a tersinirdir, seklindedir. Yani
B(1,1) :={a € A : ||1 —a|| < 1} C G(A) dir. Bunun bir sonucu olarak, G(A)'nin carpma islemine gore bir
grup oldugu gozoniine alindiginda, G(A) nin A’nin acik bir altkiimesi oldugu elde edilir:

Onerme 1.

A birimli bir Banach cebrive G(A) := {a € A : a tersinirdir} olsun. O hdlde G(A) C A’min acik bir
altkiimesidir.

Kanit. a € G(A) olsun. Ayrica b € B(a, ”alT”) ={beA:|b—aqa| < ”alT”} olsun. O halde a=!(b —a) =

ise

a'b — 1 oldugundan ||b — a|| <

fla=1]
1

1= ab = a6 = @)l < lla~ b ~ @ < fla™ =7 =
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olur ki buda a='b € G(A) olmas: demektir. Yani ||b al| < ” ise a='b € G(A) dir. Burada G(A) carpma
islemine gore bir grup oldugundan IIb—al| < — = ise a‘lb € §(A)vea € G(A)= a(a'b) = b € G(A)

olur, yani a € G(A) ise B(a ) C G(A) oldugundan G(A) C A'nin acik bir altkiimesidir. O

1||

Onerme 1’in bir sonucu da spektrum o(a) C C kiimesinin tiimleyeni olarak tanimlanan p(a) := C \ o(a)
resolvent kiimesinin ac¢ik olmasi, dolayisiyla o(a)nin her zaman kapali bir kiime olmasidir: 4, € p(a)
p(a)’nin herhangi bir elemani olsun, o halde 4,1 —a € G(A) saglanir. Burada G(A) C A acik oldugundan bir
6 > Ovardirki B(4g1 —a,8) :={b € A : ||b — (11 — a)|| < 8} C G(A) saglanir. Bu durumda |1 — 2o| < &
ise [|(A1 — a) — (Aol — a)|| = |4 — 4| < & oldugundan 11 — a € G(A) = 4 € p(A) saglanir. Dolayisiyla
D(4¢,6) :={A € C : |1 — | < &} C p(a)saglanirkibuda p(a) C Cninagikve o(a) C C'nin kapali olmasi
demektir. Ayni sekilde o(a) C C’nin sinirli oldugunu ve hatta o(a) € D(0, ||a|]) :={z € C : |z| < ||a||}
oldugunu gosterebiliriz: A € C ve |A| > ||a|| olsun. O halde 11 —a = A(1 — %) ve ||%|| < 1 oldugundan

1-— % € G(A) olur. Ayn1 zamanda 4 # 0 oldugundan A(1 — %) = A1 — a € G(A) olur, yani |A] > ||a]| ise
Al—a € G(A)=> A & o(a) olur. Buda A € o(a) ise |1]| < ||a|| olmasina denktir. Sonug olarak o(a) C C her
zaman kapali ve sinirli, dolayisiyla tikiz bir kiimedir.

Tersinir elemanlarin kiimesinin acik olmasina paralel olarak ters alma islemi de «~! : G(A) — G(A)
fonksiyonu olarak dii§1'inijld1'igunde olabildigince diizgiin bir fonksiyon oldugu, hatta analitik oldugu

goriiliir: xy € G(A) ve x € B(xy, —— = ) olsun, bu durumda ||1 — x; x|| < 1 oldugundan
0
+0o0 +0o0
(xgtx) ™ =x"1x = Z(l —-x;x)t = xt = 2(1 —x;tx)xgt
n=0 =

olarak bulunur yani x~!, x"’lerin, n € N, bir serisi olarak yani bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu

durumda A € Cve |4]| > ||a|| iken

+00

f@ =@ -t =23 (%)

n=0

seklinde tanimlanan f : C \ o(a) — A fonksiyonunun analitik oldugu goriiliir. Burada analitikten
kasit fonksiyonun A’nin bir kuvvet serisi olarak yazilabilmesidir. Bunu bildigimiz klasik anlamda analitik
fonksiyon olarak gorebilmemiz i¢in f fonksiyonunun herhangi bir ¢ € A’ dogrusal sinirli fonksiyoneli ile
bilegkesi olan F fonksiyonuna bakariz: F : C\ g(a) » C

5))-32 5%

Bu F fonksiyonunun analitik oldugu agiktir ve || biiylidiik¢e |F(1)|'nin 0’a yaklagtig1 goriiliir. Yani bu
analitik fonksiyonun biitlin C’ye analitik olarak genisleyememesi gerekir, eger geniglerse her yerde 0 olmasi
gerekir ki bu miimkiin degildir. Bu F fonksiyonunun biitiin C’ye analitik olarak genislemesi o(a) =

olmasi durumunda miimkiindiir ki buradan Gelfand’in o(a) # @ oldugunu soyleyen teoremi elde edilir:

+oo

FQ) :=¢(A1—a) ™) = ¢<% 2

n=0

Teorem 2.
A birimli bir Banach cebrive a € A olsun. O hdlde o(a) # @.

Kanit. Varsayalim ki o(a) = @ olsun ve ¢ € A’ dogrusal sinirli bir fonksiyonel olsun. Yukaridaki gibi

F:C\o(a)>C, } n
- F(A) :=¢((/11—a)-1)=¢<%+2< ) ) Z ¢(a )

n=0
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fonksiyonuna bakalim. Burada o(a) = § oldugundan F : C — C fonksiyonu biitiin C’'de analitik bir
fonksiyondur. Simdi |1| > 2||a|| olsun. O halde ||%|| < % oldugundan

GEEM=HEE -3
lur ki bud d o ”
olur ki bu durumda |]!:(/1)’:|/11_| ¢<:§)<%) ) S%

elde edilir. Bu da |1| > 2||a|| iken F(4)'nin sinirli oldugunu ve hatta

lim |F(2)] =0

|A|=>+00

oldugunu verir. Bu durumda F biitiin C’de analitik oldugundan siireklidir, dolayisiyla D(0, 2||a||) :=
{A € C : |1] < 2||a]|} tizerinde de sinirlidir. O halde F biitiin C’de analitik ve sinirli bir fonksiyondur ve
biitiin C’de analitik ve sinirh bir fonksiyonun sabit olmasi gerektigini sdyleyen Liouville teoremine gore
F sabit olmalidir, F sonsuzda 0 oldugundan bu sabit de 0 olmalidir. Burada ¢ € A’ keyfi oldugundan
F(1) = ¢((A1 — a)~!) = 0 ise Hahn-Banach teoremi geregi (11 — a)~! = 04 olmalidir ki bu da bir geliski
dogurur, zira A'nin toplamaya gore birim elemani 0,4 hicbir zaman tersinir olamaz. Bu celiski o(a) = @
varsayimizdan kaynaklandigi icin o(a) # @ olmalidir. O

Teorem 2’nin ¢ok 6nemli bir sonucu da birimli bir Banach cebri ayn1 zamanda bir béliim halkasi ise yani her
sifir olmayan eleman tersinir ise bu Banach cebrinin C ile ayni1 olmasi gerektigini sdyleyen Gelfand-Mazur
Teoremidir:

Teorem 3. (Gelfand-Mazur Teoremi)

A birimli bir Banach cebri olsun oyle ki ayni zamanda bir boliim halkast olsun, yani a € Ave a # 04 ise
a € G(A) olsun. O hdlde A =C1, :={A1 : 1 € C}dir.

Kamnit. Herhangi bir a € A alalim. Teorem 2 geregi o(a) # ¢ oldugundan bir 4 € o(a) vardir ki bu da
Al — a ¢ G(A) demektir. Burada A boliim halkasi oldugundan bu da A1 — a = 04 = a = A1 olmasin
gerektirir. O

Spektrumla ilgili onemli bir 6zellik de polinomlar altinda degismez kalmasidir, yani bir a € A elemanini bir
pA) := Z?:o c j/lj polinomunun icerisine koyarak elde ettigimiz p(a) = Z;:O cjaj ,a’ :=1elemaninin

Sa13

spektrumu o(p(a)), o(a)’min p altindaki goriintiisii p(c(a)) ile aynidir. Bu 6zellige “Spektral Gonderim
Teoremi” (Ing. Spectral Mapping Theorem) denir:
Teorem 4. (Spektral Gonderim Teoremi)
1.4.birimli bir Banach cebrive p(1) := Z?:o cjxlj bir polinom olsun. O hdlde p(a) := Z;Lo cjaj, @ = 1
icin
o(p(a)) = p(c(a)) :={pQA) : 1 € o(a)}

saglanir.

Kanit. u € o(p(a)) olsun. Ayrica g(4) := u — p(4) olsun. Cebirin temel teoremi geregi 4y, 44, ..., 4, € C,
fo 7 Ovardirld 4 = 2oy = (ks = D) -G = )
saglanir. Burada q(a) := ul — p(a) ¢ 9(A) oldugundan ve

q(a) = Ap(41 - a)(4;1 - a)--- (1,1 — a)
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oldugundan bir j € {1, ...,n}i¢in 1;1 — a & G(A) olmahdir. Buda 1; € o(a) olmasini gerektirir. Ayrica
q(4;) = u— p(1;) = 0 oldugundan u = p(1;) ve 1; € o(a) = u € p(a(a)).

u € p(a(a)) olsun. Yine g(1) := u — p(4) olsun. Yine
q) = Ao —D)(A = A) -+ (4, — 1)
oldugundan bir j € {1, ..., n} vardir ki 4; € o(a) saglanir. Ayn sekilde
q(a) = ul = p(a) = A1 - a)--- (4,1 - a)
oldugundan q(a) = ul — p(a) € G(A) olmalidir, zira eger q(a) € G(A) olsaydr her j € {1,...,n} icin
1j1 —a € G(A) olurdu. Bu durumda u € o(p(a)) olur. O
Bir a € A elemaninin spektral yaricap1 r(a):
r(a) :=sup{|d]| : 1 € o(a)}

olarak tanimlanir. Burada o(a) € D(0, ||a||) :={z € C : |z| < ||a]|} oldugundan her a € A icin r(a) < ||a]|
saglanir. Spektral yaricapi a’nin normu ||a||’ya baglayan Beurling’in spektral yaricap formdiilii asagidaki
gibidir:

Teorem 5. (Beurling Spektral Yaricap Formiilii)

A birimli bir Banach cebrive a € A olsun. O hdlde

1
r(a)= lim |ja"||»
n—+oo

saglanir.

Kanit. A € o(a) olsun. O halde Spektral Gonderim Teoremi geregi her n € N i¢in A" € o(a") saglanir. Ayni
zamanda o(a) C {1 € C : || < ||a||} oldugundan
1
2" = 141" < lla"|| = 1Al < lla*||", VneN

saglanir. Burada 4 € o(a) keyfi oldugundan

1 1
r(a) < |la"|» VYneN = r(a) < liminf ||a"||»
n—+oo

saglanir.

A € Cve |A| > r(a) olsun. O halde ' := % igin || < % vel — AVa € G(A) saglanir. Burada ¢ € A’
tutalim ve f : D(0, %) - C,

a)
+0o0
f@) 1= ¢ —za)™) = ) p(a")z"
n=0

analitik fonksiyonuna bakalim: Bu fonksiyonun kuvvet serisi her z € D(0, %) icin yakinsak oldugundan
ria
her ¢ € A’ ve z € D(0, %) icin {¢>(z”a”)}::z) c C dizisi C’de sinirlidir. O halde diizgiin sinirhilik prensibi
geregi {||z"a"||}} % C R* dizisi de simrhidir. Bu da bir M > 0 igin |z| < % iken
= ria
1

1
Iz"a™|| = |z|" la"|| < M = |z| [|a"||» <M~

102



Degismeli Banach Cebirlerinin Gelfand Teorisi Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

olmasini gerektirir ki burada n € N {izerinden limit alindiginda

1 1 . !
— >r(a)=> = lim sup ||a”||»

|z A B

elde edilir ki bu da 1
r(a) > limsup ||a”||»

n—oo

olmasi demektir. O

4. IDEALLER VE GELFAND DONUSUMU

A birimli bir Banach cebri olsun. Bir I C A altuzay1 eger a € A, x € I iken ax € I sartin1 saglyorsa
I C A’ya A’nin bir sol ideali, xa € I sartini sagliyorsa I C A’ya A'nin bir sag ideali, hem ax € I hem de
xa € I sartlarini sagliyorsa I C A’ya A'nin bir ideali denir. Eger I C A idealiI # A ve I # {04} sartlarini
sagliyorsa I C A’ya bir has ideal denir.

Eger I C Abir hasideal ise I # A oldugundan I N G(A) = @ olmalidir. AyricaB(1,1) :={a € A : ||[1—a|| <
1} C G(A) oldugundan B(1,1) N I = @ olmahdir. Bu durumda eger I C A bir has ideal ise I C A da bir has
idealdir (I, I'nin kapanisini belirtmektedir).

Ideallerin en énemli 6rnekleri cebir homomorfizmalarinin ¢ekirdek uzaylaridir: A birimli bir Banach
cebri ve B bir cebir olsun, bir ¢ : A — B dogrusal fonksiyonuna cebir homomorfizmas: denir eger
her x,y € A icin p(xy) = ¢(x)p(y) saglanirsa. Burada ¢ : A — B bir cebir homomorfizmasi iken
ker(p) :={x € A : p(x) = 0g} cekirdek uzayinin A’nin bir ideali oldugunu gérmek zor degildir. Burada
B .= C 6zel durumunda ¢ : A — C homomorfizmasina bir karakter denir. Bir ¢ : A — C karakterinin,
eger ¢ # 0 ise, otomatik olarak sinirhh olmasi gerektigini, hatta ||¢|| = 1 olmas1 gerektigini gérmek zor
degildir: Eger bir a € A icin |¢(a)| > ||a|| olsa idi ||$|| < 1 oldugundan 1 — % € G(A) olurdu ki bu

durumda bir b € A icin (1 — %)b =b(1l — %) = 1 olurdu. Fakat bu da ¢(1 — %) = 0 oldugundan
(1 — %)b) =¢(1 — %w(b) = $(1) = 1 = 0¢(b) = 0 gibi bir celiskiye yol acardi. O hilde hera € A
icin |¢(a)| < [|a]| olmahdir ki ¢(1) = 1 oldugundan [|¢|| = 1 olmahdir.

Bir I C A has ideali bagka hicbir has idealin igerisine girmiyorsa yani bir J C A ideali icin J 2 I iken
J =1IveyaJ = A oluyorsabul C A idealine A’nin bir maksimal ideali denir. Zorn lemmasi kullanilarak
her I C A idealinin bir maksimal idealin igerisine girmesi gerektigi gosterilebilir. Ayrica her has idealin
kapanisinin da bir has ideal oldugu gozoniine alindiginda maksimal ideallerin kapali olmalar1 gerektigi
kolaylikla gosterilebilir.

Eger A birimli bir Banach cebri ve I C A onun bir ideali ise ¢ : A — A/I béliim fonksiyonu (Ing. quotient
map) vasitasiyla A /I béliim uzayinin biitiin idealleri ile A’nin I’y1 igeren idealleri arasinda birebir érten bir
esleme kurulur. Bu eslemeyi kullanarak eger ¢ : A — C bir karakter ise ve ¢ # O ise ker(¢) :={a € A :
#(a) = 0} C A cekirdek uzayinin bir maksimal ideal olmasi gerektigi gosterilir, zira eger ¢ # 0 ise ¢(1) = 1
oldugundan ¢ ortendir. Ayrica ¢ bir halka homomorfizmasi oldugundan halka homomorfizmalarinin
birinci izomorfizma teoremi geregi A/ker(¢) bir halka olarak C’ye izomorfiktir. Bu durumda C bir cisim
oldugundan A/ker(¢) de bir cisimdir. Dolayisiyla A/ker(¢)'1n higbir has ideali yoktur ki bu yukarida
bahsettigimiz esleme geregi A'nin ker(¢)’y1 iceren hicbir has idealinin olmamasi gerektigini gosterir ki bu
da ker(¢)'1n bir maksimal ideal olmas1 demektir.

Eger A bir Banach cebri ve I C A kapali bir ideal ise A/I bolim uzay: da boltim normu || - ||,
lla + 1|l :=inf{[la - x| : x € I}
ile bir Banach uzayidir. Ayn1 zamanda

(a+Db+I):=ab+1
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seklinde tanimlanan ¢arpim iyi tanimli bir halka carpimidir. Bu ¢arpim islemi ve béliim normu ile A/T
boliim uzay1 bir Banach cebri olur:

Onerme 2.

A bir Banach cebrive I C A kapali bir ideal olsun. O hdlde A /I boliim uzay, boliim normu ile bir Banach
cebridir.

Kanit. Burada gosterilmesi gereken tek sey
llab +I|ly < lla +Ilgllb +1]l; Va,beA
oldugudur: € > 0 verilmis olsun, boliim normunun tanimi geregi x, y € I vardir ki
e+lla+Illg>lla+x|, e+]|b+I|lg>|b+yl
saglanir. Bu durumda ay + bx + xy € I oldugundan ve

llab + Il < [|(a + x)(b + y)|| = |lab + (ay + bx + xy)||
<lla+x|l[[b+yll <(e+|la+I]l)E+ b +1]ly)

oldugundan ¢ — 0% alinarak
llab +Illg < [la +1llgllb + Il

elde edilir. O

A birimli bir Banach cebri ve ¢ : A — C bir karakter iken ker(¢) := {a € A : ¢(a) = 0} C A'nin bir
maksimal ideal oldugunu gordiik. Tersine olarak herhangi bir maksimal idealin bir karakterin cekirdek
uzay1 olmasi eger A degismeli ise miimkiindiir. Yani A degismeli ve birimli bir Banach cebri ve I C A,
A’nin bir maksimal ideali ise bir ¢ : A — C karakteri vardir ki I = ker(¢) := {a € A : ¢(a) = 0}
olur: A birimli ve degismeli bir halka ve I C A bir maksimal ideal oldugundan dolay1 A/I bolim uzay1
bir cisimdir. Bu durumda Gelfand Mazur Teoremi geregi A/I, C’ye izometrik izomorf olmalidir, yani bir
Y : A/I - Cizometrik izomorfizmasi vardir. Ayni zamandaq : A - A/I boliim fonksiyonu g(a) :=a+1I
bir homomorfizma oldugundan ¢ : A — C, ¢ := 1oq bir karakterdir ve I = ker(¢) saglanir.

Bir A birimli Banach cebri {izerindeki biitiin karakterlerin kiimesine A’ dual uzayinin tizerinden noktasal
yakinsamay1 koruyan en kaba topoloji olan zayif  topolojisi konur, yani

M, :={¢p € A’ : ¢ bir karakterdir ve ¢ # 0}

iken {¢,}oe; C My netiicin ¢, — ¢ € M, ancak ve ancak her a € A icin ¢,(a) — ¢(a) saglanir.
Bu topolojiyle M4, C A’ tikiz Hausdorff bir topolojik uzay olur. Bu uzaya karakter uzay1 denir, eger A
degismeli ise karakterlerin ¢ekirdek uzaylar: ile maksimal idealler ayni olduklarindan dolay:1 maksimal
ideal uzay1 denir.

Onerme 3.

A birimli bir Banach cebri olsun. O hdlde (M 4, w *) karakter uzay: zayif * topolojisi ile tikiz Hausdorff bir
topolojik uzaydir.

Kanit. Alaoglu Bourbaki teoremi geregi B, :={¢p € A’ : ||¢|| = 1} C A’ zayif * topolojisiyle tikiz Hausdorff
bir topolojik uzaydir. Bu durumda M 4 ’nin da tikiz Hausdorff oldugunu gostermek icin M, C B4, 'de kapali
oldugunu gostermek yeterlidir: {¢,},c; C M4 bir net olsun dyle ki ¢, — ¢ € A’ zayif * yakinsasin. Bu
durumda a,b € A ve her a € J i¢in ¢, (ab) = ¢,(a)$.(b) oldugundan ¢,(ab) — ¢(ab) ve ¢,(a)p.,(b) —
#(a)$(b) oldugundan ¢(ab) = $(a)$(b) olmalidir, yani ¢ € M ,’dir. O

Maksimal ideal uzayi ile spektrum arasindaki iligski A degismeli iken tam olarak ortaya cikar:
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Onerme 4.
A birimli ve degismeli bir Banach cebri olsun. O hdlde a € A iken

ol@)={p(a) eC: p €My}

saglanir.

Kanit. {¢(a) € C : p € M} C o(a):

A € {¢(a) € C : ¢ € M4} olsun, o halde bir ¢ € M, vardir ki A = ¢(a) saglanir. Eger x € G(A) ise
her ¢ € M, igin ¢(x) # 0 oldugu agiktir zira eger bir ¢ € M, igin $(x) = Oise p(x71x) = p(1) = 1 =
P(xDp(x) = p(x~1)0 = 0 olur ki bu geliski her ¢ € M, icin ¢(x) # 0 oldugunu gosterir. Bu durumda
$#(A1—a) = 1—¢(a) = 0 oldugundan 11 —a ¢ G(A) ve dolayisiyla A € o(a) olmalidir.(Bu kismin ispatinda
A’nin degismeli olduguna hi¢ deginilmemis olmasi dikkate degerdir.)

o(a) C{p(a) eC: p € My}

A € o(a) olsun. O halde A1 — a ¢ G(A) saglanir. Budurumdal = (A1 —a)A :={(11—a)x : x € A} C A,
A degismeli oldugundan A’nin bir has idealidir. Her has ideal bir maksimal ideal tarafindan icerildiginden
dolay1 bir J C A maksimal ideali vardir ki I = (11 — a)A C J saglanir. Yine A degismeli oldugundan A’'daki
her maksimal ideal bir ¢ € M 4 karakterinin cekirdek uzayidir, yani J = ker(¢) dir. BudurumdaAl —a € J
oldugundan ¢(41 — a) = 1 — ¢(a) = 0 saglanir, yani bir ¢ € M, icin 4 = ¢(a)dir. O

Simdi Gelfand doniistimiiniin tanimini vermeye haziriz: A birimli ve degismeli bir Banach cebri ise M 4
zayif * topolojisiyle tikiz Hausdorff bir topolojik uzaydir, C(M,) : {f : My — C : f siirekli} siirekli
fonksiyonlar cebri noktasal toplam, noktasal ¢arpim islemleri ve

I1flleo == sup{|f(x)] : x € My}
normu ile bir Banach cebridir. Bu iki cebir A ve C(M,4) arasinda A’y1 C(M 4)’ya gotiiren dogal bir cebir
homomorfizmasi
[t A->CMy) TI(a)¢) =a(g) :=¢(a)

seklinde tanimlanir. Bu I' cebir homomorfizmasina Gelfand Doniisiimii denir. Gelfand doniisiimiiniin
sinirli oldugu ve hatta
D@l =7(a) < flal| VaeA
sartinin saglandigini gérmek zor degildir, zira Onerme 4 geregi

{L(a)(@) : p € My;={g(a) : p € My} =o0(a)

oldugundan ||T'(a)|| = r(a) saglanir.

5. C*-CEBIRLERI VE GELFAND NAIMARK TEOREMi

Bir A Banach cebrinin iizerinde (i) her a,b € A icin (a + b)* = a* + b*, (ii) her A € Cve a € A igin
(da)* = Aa*, (iii) her a,b € Aicin (ab)* = b*a* ve (iv) her a € A icin (a*)* = a sartlarin1 saglayan bir
* . A - A involiisyonu varsa A’ya bir Banach™ cebri denir. Bir Banach* cebri A,
la*all = lla|* VaeA
sartini sagliyorsa, A’ya bir C*-cebri denir. Bir C*-cebrinin en prototipik 6érnegi H bir Hilbert uzayi olmak
lzere
B(H) :={T : H— H : T dogrusal ve sinirli}

dogrusal sinirli operatorler uzayidir. Buradaki involiisyon bildigimiz eslenik almadir yani

(Tf.eu=(fT"¢n Vf.geH
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sartin1 saglayan biricik T* operatoriidiir. Ayrica ||a*al| = ||a|* aksiyomu
IT*T|| = IT||> VT € B(H)
olmasindan gelmektedir.

Bir C*-cebri A’nin birtakim 6zel elemanlar1 6nem kazanmaktadirlar: (i) a € A, a* = a sartini1 sagliyorsa
a € A’ya kendine eslenik (ing. self adjoint) denir. (ii) a € A, a*a = aa* sartini sagliyorsa a € A’ya
normal denir. Eger A birimli ise ve a € A, a*a = aa* = 1 sartin1 sagliyorsa a € A’ya birimsel (Ing.
unitary) denir.

Bir A C*-cebrinde a € A iken ||a*a|| = ||a||* aksiyomu (a*)* = a aksiyomu ile birlikte ||a*|| = ||a|| olmasi
gerektigini verir zira ||a*a|| = ||a||* < ||a*|| ||a|| oldugundan ||a|| < ||a*|| oldugu goriiliir.

Eger bir C*-cebri A birimli degilse birimlestirmesi Banach cebirlerinde yaptigimiz gibi A := C @ A olarak
yapilir, fakat dikkat edilmesi gereken nokta (1, a) € A igin

14, @)l == |A] +[lalla

normu C*-cebirlerinin ||a*a|| = ||a||* norm aksiyomunu saglamaz. Onun yerine 1 : A < B(A), 1(a) := M,
gommesinin izometrik oldugu goriiliir, zira x := ”a m icin
a
aa* * k)% * 2
Mgx = all’ llaa™|| = |I(a*a)*|| = lla*al| = ||al|
oldugundan her a € A icin ||[M,|| = ||a|| saglanir. Bu1 : A & B(A), 1(a) := M, gbmmesinden gelen norm

(4, @)l :=sup{||Ax + ax||4 : [|[x|la <1}
ile A := C @ A birimli bir C*-cebri olur ve 1(a) := (0, a), A’nin A icerisine izometrik bir ggmmesidir.

Birimli bir A C*-cebrinde kendine eslenik elemanlar1 birimsel elemanlara gonderen iistel fonksiyon siklikla

kullanilir:exp : A — A, too g

a
exp(a) := Z R a®=1
k=0

fonksiyonu iyi tanimli bir fonksiyon olup bu fonksiyona iistel fonksiyon denir. Klasik kalkiiliiste gordii-
glimiiz e* fonksiyonunun Banach cebirlerindeki tam karsilig1 olan bu fonksiyon a,b € A icin ab = ba

ise exp(a + b) = exp(a) exp(b)

0zdesligini saglar. Ayrica involiisyon A iizerinde siirekli oldugundan

T ko E® ok
(exp(a))* = (Z a_) => @y _ exp(a*) Va€A
k=0

&kl k!

saglanir. Bu durumda a € A kendine eslenik ise (ia)*(ia) = (ia)*(ia) ve (ia)* = —ia oldugundan
exp(ia)* exp(ia) = exp((ia)*) exp(ia) = exp(—ia)exp(ia) = exp(ia — ia)
=exp(04) =1 = exp(ia) exp(ia)*
saglanir, yani exp(ia) birimseldir. Eger a € A birimsel ise ||a*a|| = ||1]| = ||a||* = 1 oldugundan ||a|| = 1
olmalidir. Ayrica r(a) < ||a|| oldugundan eger A € o(a) ise |[4| < 1 olmalidir. Ayn1 zamanda % €o(a™)

oldugundan ve a=! € A da birimsel oldugundan |1| > 1 olmalidir. Sonug olarak a € A birimsel ise
o(a) CT :={1 € C : |A] = 1} olmaldir. Eger 1 € o(a) ise e* € o(exp(ia)) oldugunu gérmek de zor
degildir:

eill _ exp(ia) — ei/l(l _ e—i/leia) — ei/l(l _ e—i(ﬂl—a))
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+00 .
_ eit(11 _D-af
=etdl a)<,§) &k + 1) )

oldugundan A1 — a & G(A) ise e*1 — exp(ia) & G(A) olmasi gerekir, yani e € o(exp(ia)) dur.

Biitiin bunlarin sonucu olarak eger A birimli bir C*-cebri ve a € A kendine eslenik ise exp(ia) birimsel
oldugundan, 1 € o(a) iken e € o(exp(ia)) C T :={1 € C : || = 1} olur ki bu da 1 € R olmasini
gerektirir. Yani a € A kendine eslenik ise o(a) C R olmalidir. Bunun 6nemli bir sonucu asagidadir:

Onerme 5.
A birimli bir C*-cebrive ¢ € M 4 A iizerinde bir karakter olsun. O halde

$(a*) = p(a) VaeA

saglanir.

Kanit. {¢(a) € C : ¢ € M4} C o(a) oldugunu biliyoruz. Bir a € A verildiginde onun kendine eslenik
dekompozisyonu % "
a+a a—a ,
b:= ,C .= —, a=b+ic
2 2i
seklinde yapilir ki burada b, ¢ € A kendine eslenik elemanlardir. Bu durumda ¢(b) € o(b) ve ¢(c) € o(c)

oldugundan ¢(b), ¢(c) € R olmalidir. O halde

p(a*) = ¢((b +ic)*) = ¢(b — ic) = ¢(b) — ig(c) = $(b) + i(c) = ¢(b + ic) = ¢(a)

saglanir. O

En sonunda Gelfand Naimark Teoremini ispatlamaya haziriz:

Teorem 6. (Gelfand Naimark Teoremi)
A birimli ve degismeli bir C*-cebri olsun. O hdldeT : A — C(M,)
[(a)(¢) := a(¢) = ¢(a)

Gelfand doniisiimii bir izometrik izomorfizmadur.

Kamnt. T bir izometridir: Eger a € A kendine eslenik ise
k k
la*all = lla?|| = lla|* = [la*|| = llall* Vk €N

saglanir. Beurling spektral yaricap formiiliinden bu durumda

. 1 . P
IT@llee = r(a) = lim [la"[|» = lim |la®'||> = ||a]|
n—+oo k—+oc0

elde edilir. Eger a € A herhangi bir eleman ise b : = a*a kendine esleniktir, bu durumda
IT®)lleo = r(b) = [Ib]| = [la*al| = ||al|?
saglanir ve ayrica Onerme 5 geregi
IT(b)leo = supi|$(b)| : ¢ € M4}
= sup{|¢(a*a)| : ¢ € My} = sup{|p(@)| : ¢ € Ma} = [F(@)||%

oldugundan
IT(@lleo = llall
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saglanir.

I['(A) = C(M,) oldugunu gostererek ispatimizi bitirelim: I'(A) C C(M 4)’nin bir altcebri oldugu agiktir. Bu
altcebir I'(1) = 1 saglandigindan sabitleri igerir, ayrica

T(a*)(¢) = p(a*) = p(a) = T(a)($) Vé € M,

oldugundan I'(A) kompleks konjiigasyonu korur. Eger ¢;,¢, € My, ¢1 # ¢, ise bir a € A vardir ki
T(a)(¢,) = ¢1(a) # ¢$,(a) = T'(a)(¢,) oldugundan I'(A), M ,’nin noktalarini ayirir. Bu durumda Stone
Weierstrass teoremi geregi I'(A) C C(M4)'da yogundur, ayni zamanda I' izometri oldugundan ve A bir
Banach uzay1 oldugundan, I'(A) C C(M 4)'da kapalidir. Sonug olarak I'(A) C C(M4)'da hem yogun hem de
kapali oldugundan I'(A) = C(M4) olmalidir. O
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