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Onceki yazimizda antik Yunan matematikgilerinin ¢alismalarina kadar uzanan tamsayilardaki ¢arpanlara
ayirma 0zelliginin bagka halkalarca de saglandigini gordiik. Bu kapsamda, 6zel olarak, Gauss tamsayilari
olarak bilinen karmasik sayilar kiimesinde, tipki tamsayilarda oldugu gibi, asal sayilar tanimlanabildigini
ve bu sayede carpanlara ayirma o6zelligini tartigabildigimizi gormiistiik. Bu yazimizda, daha 6nce sz
verdigimiz gibi, Gauss tamsayilarinin bu giiclii 6zelligi sayesinde elde edebilcegimiz bazi sonuglara ve bu
sonuglarin say1 teorisi acisindan dnemli olan ve "iki kare teoremi” olarak bilinen sonucu. Ayrica gelecek
yazimiz icin bir tlir hazirlik olmasi bakimindan bazi cebirsel tamsay: halkalarina da kisaca deginmek
istiyoruz.

B Gauss Tamsayilar ve iki Kare Teoremi

Hatirlayacak olursak, Gauss tamsayilar1 Z[i] = {a + bi | a,b € Z} kiimesi, karmasik sayilar kiimesinin
bir alt halkasidir. Burada i, hayali birim denilen ve i? = —1 esitligini saglayan sayidir. Her halkada oldugu
gibi Gauss tamsayilar1 halkasinda da asal sayilar, sifir veya birimsel (yani tersinir) olmayan ve kendisi ile
birimsellerin ¢arpimi disinda bagka bir sekilde carpanlara ayrilamayan elemanlar olarak tanimlanir. Ornegin
1+ i € Z[i] elemani bir asal Gauss tamsayisidir. Ciinkii 1 + i sayisini carpanlara ayirmak istedigimizde,
1+ i = (a + bi)(c + di) seklinde bir carpanlara ayirma yapabilmemiz icin ac — bd = 1ve ad + bc = 1
denklemlerinin saglanmamasi gerekir. Bu denklemler ancak a, b, ¢, d tamsayilariigcina = +1,b = 0,c = +1,
d=0veyaa =0,b = +1,c =0,d = +1 oldugunda saglanabilir. Yani 1 + i sayisin1 Z[i] i¢inde ¢arpanlara
aywrabilmek icin carpanlardan birinin birimsel olmasi gerekir. Fakat 2 € Z sayis1 Gauss tamsayilari iginde
asal degildir. Ciinkii 2 = (1 + i)(1 — i) seklinde bir carpanlara ayirma miimkiindiirvene 1 +inede1 —i
birimsel degildir. Bu 6rnekler bize Gauss tamsayilari i¢inde asal sayilarin dagiliminin tamsayilar icindeki
asal sayilarin dagilimindan farkh oldugunu gosterir. Ancak Gauss tamsayilar1 halkasinda da tamsayilarda
oldugu gibi her elemanin asal carpanlara tek tiirlii ayrilabildigini, yani Gauss tamsayilar1 halkasinin da bir
tek tiirlii carpanlara ayirma halkasi oldugunu biliyoruz.

Z[i] halkasinda bir elemanin ¢arpanlarinin (ya da denk olarak bolenlerinin) hangi tipte oldugunu veya
bir Gauss tamsayisinin birimsel olup olmadigini anlamak i¢in norm fonksiyonunu adi verilen kullanigh
bir aragtan da yararlanabiliriz. Gauss tamsayilari i¢in norm fonksiyonu N(a + bi) = a? + b? seklinde
tanimlanir. Buna gore her z € Z[i] icin N(z) € Nve N(z) = 0 ise z = 0 olur. Ayrica her z,, z, € Z[i] icin
N(z,2z,) = N(z1)N(z,) esitligi saglanir. Norm fonksiyonunun bu carpimsal 6zelligi sayesinde ilk olarak bir
Gauss tamsayisinin birimsel olup olmadigini anlayabiliriz.

Teorem 1.
Her z € Z][i] icin asagidakiler denktir:

(1) z birimsel bir elemandir.
(2) N(z) =1.
(3) z=+1veyaz = +i.
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Kanit. (1) = (2): z birimsel ise, z'nin bir tersi vardir, yani zz=! = 1. Norm fonksiyonunun ¢arpimsal

ozelliginden dolay1 N(z)N(z™!) = N(1) = 1 olur. N(z), N(z™! > 0) oldugundan, N(z) = 1 olur.

(2)= (3): N(z) = lise, z = a + bi icin a® + b?> = 1 olur. Bu durumda (a, b) ikilisi yalnizca (+1, 0) veya
(0, +1) olabilir. Dolayisiyla z = +1 veya z = =+i olur.

B)=>0)x1-1=1,(-1)-(-1) =1,i-(-i) = 1ve(—i)-i = 1 oldugundan, z = +1 veya z = =i ise, z
birimsel bir elemandir. 0

Yukaridaki 6rnekte ele aldigimiz 1 + i sayisinin normu N(1 + i) = 12 4+ 12 = 2’dir. 1 + i = z; - z, olacak
sekilde z, z, € Z[i] elemanlar1 varsa, N(1 + i) = N(z;)N(z,) esitliginden 2 = N(z;)N(z,) olur. Buradan
N(z;) ve N(z,)'nin yalnizca 1 ve 2 degerlerini alabilecegini goriiriiz. Ancak N(z) = lise z = +1 veya
z = #i, yani z birimsel bir elemandir. Dolayisiyla 1 + i sayis1 asal bir Gauss tamsayisidir.

Teorem 2.
p bir asal tamsayt ise, asagidakilerden yalnizca biri dogrudur:

(1) p Gauss tamsayiari icinde de asaldrr.

(2) p =2dirve2 = (1+i)(1 — i) seklinde carpanlara ayrilr.

(3) p=1(mod4)ve p = a®+ b? olacak sekilde a,b € Z tamsaylari vardw, yani p iki kare toplami
olarak yazilabilir.

Kanit. p bir asal tamsay1 olsun. Kabul edelim ki p # 2 olsun. Bu durumda N(p) = p? olur. Eger p Gauss
tamsayilar1 i¢inde asal ise, (1) maddesi dogrudur. Aksi halde, p Gauss tamsayilar icinde asal degildir.
Bu durumda p = z,z, olacak sekilde z;, z, € Z[i] elemanlar1 vardir ve ne z; ne de z, birimsel degildir.
Dolayistyla N(z;), N(z,) > 1 olur. Norm fonksiyonunun ¢arpimsal 6zelliginden dolay1 N(p) = N(z;)N(z,)
esitligi saglanir. Yani p? = N(z;)N(z,) olur. Buradan N(z;) ve N(z,)’'nin yalnizca p degerini alabilecegini
goriirliz. O halde N(z;) = p ve N(z) = p olur. Simdi z; = a + bi i¢in N(z;) = a? + b?> = p olur. Bu
durumda p = a®+b? olacak sekilde tamsayilar a, b vardir. Simdi p’nin 4 ile boliimiinden kalani inceleyelim.
a ve b tamsayilarinin her biri ya ¢ift ya da tek olabilir.

« Eger a ve b ikisi de cift ise, 0 zaman a = 2m ve b = 2n olacak sekilde m,n € Z icin yazilabilir. Bu
durumda p = a? + b? = 4m? + 4n? = 4(m? + n?) olur. Yani p sayis1 4’iin kat1 olur ki, bu da p’nin
asal say1 oldugu varsayimiyla celisir.

« Eger a ve b ikisi de tek ise, 0 zaman a = 2m + 1 ve b = 2n + 1 olacak sekilde m, n € Z igin yazilabilir.
Bu durumda

p=a’+b>=02m+1)7>+Q2n+1)>
=4m?+4m+1+4n’ +4n+1
=4m* +m+n*+n)+2
olur. Bu da p’nin bir tek asal say1 oldugu varsayimiyla celisir.
« Eger a tek ve b cift ise, 0 zaman a = 2m + 1 ve b = 2n olacak sekilde m, n € Z icin yazilabilir. Bu
durumda
p=a’+b%=02m+1)?+(2n)?
=4m? +4m + 1 + 4n?
=4m? +m+n?)+1

olur. Yani p sayisinin 4 ile boliimiinden kalan 1 olur.
« Eger a cift ve b tek ise, 0 zaman da benzer sekilde p sayisinin 4 ile boliimiinden kalan 1 olur.

Sonuc olarak, p sayisi asal ve p # 2 ise, p = 1 (mod 4) olur ve p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilar1
vardir. Eger p = 2ise,0zaman 2 = (1+i)(1—i) seklinde carpanlara ayrilir. Boylece teoremdeki ii¢ durumdan
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en birinin dogru oldugu gosterilmis olur. Ayrica bu ii¢ diirlimun ayrik oldugu da aciktir. Dolayisiyla teorem
ispatlanmuis olur. O

Yukaridaki teorem, tamsayilardaki asal sayilarin Gauss tamsayilari icindeki durumunu agiklamaktadir.
Ozellikle (3) maddesi, asal sayilarin iki kare toplami olarak ifade edilebilmesiyle ilgili 5nemli bir sonugtur.
Buna gore teoremin (1) maddesine uyan asal tamsayilar1 merak etmek dogaldir. Bunu asagidaki teorem ile
aciklayabiliriz.

Teorem 3.
p bir asal tamsayt ise asagidakiler denktir:

(1) p, Gauss tamsayilart icinde asaldir.
(2) p=3(mod4).
(3) p sayst iki tamsayimin karelerinin toplami olarak ifade edilemez.

Kanit. p bir asal tamsay1 olsun. Eger (1) maddesi dogru ise, o zaman p = 2 olamaz. Ayrica, bu durumda,
onceki teoremin (3) maddesi de dogru olamaz. Ciinkii eger p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilari
varsa, o zaman p = (a + bi)(a — bi) olacagindan p, Gauss tamsayilar1 i¢inde asal degildir. Ote yandan
p =0 (mod 4) veya p = 2 (mod 4) olamayacagi da agiktir. Dolayisiyla (1) maddesi dogru ise, (2) maddesi
dogrudur.

Simdi (2) = (3) gerektirmesini gosterelim. p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilar1 olsun. Teorem 2’nin
kanitinda oldugu gibi incelenecek olursa

0 (mod 4), eger a,b ikisi de cift ise
p=142 (mod4), egera,b ikiside tekise
1 (mod 4), eger a tek, b cift veya a cift, b tek ise

durumlar elde edilir. Buradan goriilebilecegi gibi, p = 3 (mod 4) ise, p = a? + b? olacak sekilde a, b
tamsayilar1 bulunamaz.

(3) maddesi dogru ise Teorem 2’den dolay1 (1) maddesi de dogrudur. Boylece teorem kanitlanmis olur. [J

Yukaridaki iki teorem birlikte ele alindiginda, bir asal tamsayinin Gauss tamsayilari i¢inde asal olup
olmadiginm belirlemek icin o asal tamsayinin 4 ile boliimiinden kalanina bakmamaiz yeterli olur. Eger asal
tamsay1 4k + 1 seklinde ise, 0 zaman o asal tamsay1 Gauss tamsayilari i¢inde asal degildir ve iki kare toplami
olarak ifade edilebilir. Eger asal tamsay1 4k + 3 seklinde ise, o zaman o asal tamsay1 Gauss tamsayilari
icinde asaldir ve iki kare toplami olarak ifade edilemez. Ayrica 2 sayisi da Gauss tamsayilari icinde asal
degildir ve 2 = 12 + 12 geklinde iki kare toplami olarak ifade edilebilir.

Teorem 4.
Bir asal Gauss tamsayist asagidaki sekillerden birinde ifade edilebilir:

(D p bir asal tamsayi ve p = 3 (mod 4) olmak iizere +p ve +ip.
(I) a,b € Zve a® + b? = p asal say1 olmak iizere a + bi.

Kanut. 1. tipten Gauss sayilarinin asallif1 yukaridaki teoremlerden agiktir. II. tipten bir Gauss tamsayisinin
asalligini da norm fonksiyonunun carpimsalligini kullanarak kolayca gorebiliriz.

Simdi z = a + ib bir asal Gauss tamsayisi olsun. Eger b = 0 ise z = a bir tamsayidir ve bu tamsayzi,
birden farkli iki tamsayinin carpimina ayrilirsa Gauss tamsayilari icinde de ayrilir. Dolayisiyla |a| bir asal
tamsayidir. z = a bir asal Gauss tamsayisi oldugundan Teorem 3 geregince P = 3 (mod 4) olur. Ote yandan,
a = 0ise z = ib olur ve benzer sekilde |b| bir asal tamsayidir ve bu durumda |b| = picinz = +ipve p =3
(mod 4) olur. Boylece I. tipteki asal Gauss tamsayilar elde edilir.
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Simdi a # 0 ve b # 0 oldugunu varsayalim. N(z)’nin asal bir tamsay1 oldugunu gosterelim. Eger N(z) asal
degil ise, N(z) = mn olacak sekilde m,n € Nve 1 < m,n < N(z) i¢in yazilabilir. O zaman a? + b?> = mn
olur. Kabulden dolay1 a + ib asal bir Gauss tamsayisidir. Ayrica eger a — ib iki Gauss tamsayisinin ¢arpimi
olarak yazilabilirse, eslenigi olan a + ib de bunlarin esleniginin ¢arpimi olarak yazilabilir. Dolayisiyla,
a — ib de bir asal Gauss tamsayisidir. Eger m ve n asal Gauss tmasayilari ise Z[i] bir tek tiirlii carpanlara
ayirmma bolgesi oldugundan bu durum bir ¢eligki olur. O halde m veya n’den en az biri asal Gauss tamsayisi
degildir. Diyelim ki m asal Gauss tamsayisi degildir. O zaman m = z,z, olacak sekilde z,, z, € Z[i] ve ne
z, ne de z, birimsel degildir. Fakat bu durumda da (a + ib)(a — ib) = mn = z,z,n esitliginin sol tarafi
iki asal Gauss tamsayisinin carpimi iken sag tarafi en az iic¢ asal Gauss tamsayisinin ¢arpimi olur. Bu da
Z[i]'nin bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi olmasiyla celisir. Boylece N(z) bir asal tamsayidir. O halde
N(z) = a® + b? = p olacak sekilde bir asal tamsay1 p vardir. Boylece II. tipteki asal Gauss tamsayilari elde
edilir. O

Teorem 5.
p bir asal tamsayi ve a, b, c, d pozitif tamsayilar olmak iizere

p=a’+b*=c*+d?

olsun. O zamanyaa = +cveb = +dyada a = +d ve b = +c olur.

Kanit. (a + ib)(a — ib) = (c + id)(c — id) esitligi N(a + ib) = N(c + id) = p esitligini verir. Dolayisiyla
Teorem 4 geregince a + ib ve ¢ + id asal Gauss tamsayilaridir. Z[i] bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi
oldugundan, a + ib sayisi ¢ + id sayisinin birimsel (yani +1 veya =+i) kati1 olmak zorundadir. Bu durumda
a+ib, +(c+id), +i(c +id) tipindeki elemanlarindan biridir. a, b, ¢, d > 0 kabul edildiginden, a+ib = c+id
veya a + ib = d + ic olur. Buradan istenen sonug kolayca elde edilir. O

Simdi sadece asal tamsayilarin degil, tiim tamsayilar icin iki kare toplami olarak ifade edilebilme durumunu
belirleyecegiz. Fakat oncesinde asagidaki lemmay1 kanitlayalim.

Onsav 1.

Iki kare toplami olan sayilarin carpumi da iki kare toplamui olarak yazilabilir.

Kanit. a® + b? ve ¢? + d? iki kare toplami icin
(a? + b*)(c? + d?) = a?c? + a?d? + b3c? + b%d?

(ac — bd)? + (ad + bc)?

olacagindan istenen sonug elde edilir. O

Teorem 6. (iki Kare Teoremi)
n € N icin asagidakiler denktir:

(1) n = a?+ b? olacak sekilde a, b € Z tamsayilari vardr.
(2) n’nin asal carpanlarina ayrilisindaki p asallanindan p = 3 (mod 4) olacak sekilde olanlarin
kuvvetleri cifttir.

Kanit. (1)= (2): n = a? + b? olacak sekilde a, b € Z tamsayilari olsun. O zaman n = (a + ib)(a — ib) olur.
Z|[i] bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi oldugundan, a + ib ve a — ib Gauss tamsayilari icinde asal
carpanlara ayrilabilir. Teorem 4 geregince a + ib = p, ... p,2; ... Z; Ve @ — ib = p; ... p,Z; ... Z, olacak sekilde
4 ile boliindiigiinde 3 kalani veren p; asal tamsayilari ile normu asal olan z, ..., z,, Gauss tamsayilar1 vardir.
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Bu durumda
n = (a+ib)(a—ib) = p}.. p;N(zy) ... N(z,)

ve heri = 1,...,sicin N(z;) bir asal tamsay1 ve N(z;) =1 (mod 4) olur. Buradan goriilebilecegi gibi, n’nin
asal carpanlarina ayrilisinda p; asal tamsayilarinin kuvvetleri cifttir.

(2)= (1):n € Nigin n = p{'p3* --- p* seklinde asal carpanlara ayrildigini varsayalim. Burada her p; bir
asal tamsay1 ve her e; bir pozitif tamsayidir. Kabulden dolay her p; icin asagidakilerden biri dogrudur:

* D= 2!
+ p; =1 (mod 4),
« p; = 3 (mod 4) ve ¢; cift sayidir.

Teorem 2, Teorem 3 ve Lemma 1 geregince ilk iki durumda pfi ifadesi iki kare toplami olarak yazilabilir.
p; = 3 (mod 4) ve ¢; = 2t cift tamsayisi ise, p;' = (p!)* + 0% seklinde iki kare toplamu olarak yazilabilir.
Ayrica iki kare toplami olan sayilarin ¢carpimi da iki kare toplami olarak yazilabildiginden, n de iki kare
toplami olarak yazilabilir. O

Ornek 1.

n = 2450 sayisinin iki kare toplami olarak yazilip yazilamayacagini belirleyelim. 2450 = 2! - 52 . 72 seklinde
asal carpanlara ayrilir. Burada 2 ve 5 sayilari iki kare toplami olarak yazilabilir. Ayrica 7 = 3 (mod 4) ancak
kuvveti cift oldugundan, Teorem 6 geregince 2450 sayisi da iki kare toplami olarak yazilabilir. 2450 sayisinin
iki kare toplami seklindeki yazimlarini bulmak icin 6ncelikle bu sayiy1 asal carpanlarina ayiralim:

2450 =2-52.72
=1+ -10)-Q+20)*Q1 - 2i)?- 72

Gauss tamsayilarinda bu carpanlari cesitli bicimlerde iki gruba ayirabiliriz 6yle ki bir grup digerinin
eslenigidir. {1k olarak,

2450 = [(1 + )1+ 2i)? - 7] - [(1 = DA = 2i)% - 7]
seklinde yazarak, birinci ¢arpani hesaplayalim:

(1422 =1+4i—4=-3+4i
A+i)(-3+4)=-34+4i-3i—4=-7+i
(=7+1)-7=-49+7i

Buna gore 2450 = |—49 + 7i|> = 492 + 7? = 2401 + 49 olur.
Alternatif olarak,

2450 = [(1 +i)(1 = 2i) - 72] - [(1 = DA + 2i) - 77]
seklinde yazarsak:

QA+ -20)=1-2i+i+2=3—i
(3—1)-49 =147 — 49i

bulunur. Bu durumda 2450 = 1472 + 492 = 21609 + 2401 olur.
Bir bagka gruplandirmada ise,

2450 = [(1 + i)(1 + 20)(1 = 2i) - 7] - [(1 = i)(1 + 2i)(1 = 2i) - 7]
yazabiliriz. Burada (1 + 2i)(1 — 2i) = 1 + 4 = 5 oldugundan:

1+1i)-5-7=(5+5i)-7=35+35i
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Bu durumda 2450 = 35% + 352 = 1225 + 1225 olur.

Sonug olarak 2450 = 72 + 492 = 492 + 72 = 352 + 352 geklinde farkli bigimlerde iki kare toplami olarak
yazilabilir.

Ornek 2.

Asagidaki diizlemsel sekilde a, b, c, x, y, z ve t birbirlerinden farkli birer pozitif tamsayi olmak {izere kenar
uzunluklar1 bu sayilara esit olan, hipoteniizleri esit uzunlukta ve ayni dogru iizerinde ii¢ adet dik iicgen
gosterilmistir.

Burada aradifimiz, a, b, x, y, z ve t sayilarinin toplaminin en kiigiik degeridir. Ucgenlerin hipoteniiz
uzunluklari esit ve ¢ birim oldugundan Pisagor teoremine gore

=a’+bP=x>+y’=z22+1¢>

olur. Dolayisiyla karesi en az {i¢ farkli bicimde iki (pozitif) kare toplami olarak yazilabilen en kiigiik c
sayisini aramakla baslayabiliriz. Tabii buradaki her yazimda toplam terimlerinin birbirinden farkli olmasi
gerektigini de unutmamaliy1z. Bu ana sorunun ¢dzilimii i¢in Once asagidaki sorulara yanit arayarak biraz
1sinalim.

Iki pozitif kare toplami olarak yazilabilen en kiiciik tamsayr nedir? Toplam terimleri farkli olacaksa bu sayt ne
olur? Bu sorunun yanitin1 Teorem 6 geregince 2 = 12 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki toplam terimlerinin
ayni olduguna dikkat edelim. Buna gore toplam terimleri de farkli olup iki pozitif kare toplam1 olarak
yazilabilen en kiiciik tamsay1 Teorem 4’tin de yardimiyla 5 = 12 + 22 olarak bulunur.

Iki pozitif kare toplamui olarak en az iki farkl bicimde yazilabilen en kiiciik tamsayr nedir? Bu sorunun
yanitin1 da Teorem 6 geregince 50 = 52 + 52 = 72 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki yazimlarin birinde
toplam terimlerinin ayni olduguna dikkat edelim. Buna gore toplam terimleri de farkli olup iki pozitif
kare toplami olarak en az iki farkli bicimde yazilabilen en kiiciik tamsay1 Teorem 4’iin de yardimiyla
5% 13 = 65 = 82 + 12 = 72 + 4% olarak bulunur. Buradaki esas fikir sayinin yaziminda en az iki asal carpan
bulunmasini saglamaktir. Bu asallar1 da 4 modiiliine gore 1 kalani veren asallardan secmek akillica olur;
aksi halde diger asallar, ancak cift kuvvet ile yazilabilmesi ve iki (pozitif) kare toplami olarak yazilamamasi
nedeniyle, sayiy1 biiylitmekten baska bir ise yaramayacaktir. Buna gore n = pq seklinde bir say1 icin p
ve q asallar 4k + 1 seklinde ise, p = z,z, ve q = z,z, olacak sekilde z,,z, € Z[i] bulunabilir. Béylece
n = (z,2,)(z1z;) ve n = (z,z,)(z12,) seklinde iki farkl bicimde yazilabilir. Iki durumda da n = zZ tipinde
olacagindan n sayisi iki kare toplami olarak iki farkli sekilde yazilabilir.

Simdi esas sorumuza geri donelim. Ug pozitif kare toplami olarak en az ii¢ farkli bicimde yazilabilen ve
tam kare olan en kiiciik tamsayiy1 artyoruz. Yukaridaki diisiinceleri kullanarak bu sayinin (5)? olmasi
gerektigini sdyleyebiliriz. Nitekim

(5-13)% = (1 + 2i)%(1 — 20)*(2 + 31)%(2 — 3i)?
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oldugundan bu say1y1

[(1+ 202 + 3D = 20)(2 = 3D)? (A)
[(1 4 2i)(2 = 3)]2[(1 = 2i)(2 + 30)]? (B)
[(1 + 20)(1 — 2)(2 + 30)?][(2 — 30)*(1 — 20)(1 + 2i)] ©
[(2 + 3i)(2 — 3D + 20)2][(1 — 20)2(2 — 30)(2 + 30)] D)

Bicimlerinden biriyle ifade edebiliriz. (A) ifadesinden 652 = 33? + 562, (B) ifadesinden 65% = 16> + 632,
(C) ifadesinden 652 = 252 + 60% ve (D) ifadesinden 65% = 392 + 522 yazimlan elde edilir. Ustelik sadece
ti¢ degil dort farkl iki kare toplam1 bulmus oluruz. Buradan ¢ = 65, (a,b) = (33, 56), (x,y) = (16,63),
(z,t) = (25, 60) olarak alinabilir. Boylece aradigimiz toplam en az 33 + 56 + 16 + 63 + 25 + 60 = 253 olur.

B Cebirsel Tamsayi Halkalari: Giris

Gauss tamsayilarinin sahip oldugu benzersiz 6zellikler — 6zellikle “Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma" (Unique
Factorization Domain - UFD) ve Oklid Algoritmasi'nin uygulanabilirligi - bize aritmetigin giivenli sularinda
ylizme imkani vermisti. Ancak cesaret edip matematigin derin sularina acildigimizda, bu 6zelliklerin her
zaman elimizin altinda olmadigini goriiriiz. Gelecek yazilarimiza bir koprii olmasi adina, simdi tamsay1
kavramini biraz genisletelim ve baz1 “iyi huylu” ve “kitii huylu” 6rneklere goz atalim.

Cebirsel Tamsayi Nedir?

Gauss tamsayilarini tanimlarken katsayilarin tamsay1 olmasini yeterli gormiistiik. Ancak daha genel bir
tanim i¢in “monik polinom" kavramina ihtiyacimiz vardir. Bir a karmasik sayisi, katsayilar1 tamsay1 olan
ve bagkatsayisi 1 olan (monik) bir polinomun kokii ise, a’ya bir Cebirsel Tamsay1 denir. Ornegin i sayisi
x? + 1 = 0 denkleminin kokii oldugundan bir cebirsel tamsayidir. Benzer sekilde \/5 sayisida x> —2=0
denkleminin kokiidiir ve bir cebirsel tamsayidir. Peki, rasyonel sayilar kiimesindeki 1/2 sayis1 bir cebirsel
tamsay1 midir? x = 1/2 icin en basit tamsay1 katsayili denklem 2x — 1 = 0’dir. Ancak bu polinom monik
degildir (cilinkii bagkatsayisi 2’dir). Bunu monik yapmak icin 2’ye bolersek x — 1/2 = 0 elde ederiz ki bu
sefer de katsayilarin tiimii tamsay1 olmaz. Dolayisiyla 1/2 bir cebirsel say1 olsa da, bir cebirsel tamsay1
degildir. Bu ayrim, yapisal olarak tamsay1 kavramini genisletirken, bazi 6nemli 6zelliklerin korunmasini
saglar.

iyi Huylu Ornekler: Eisenstein ve Altin Oran

Gauss tamsayilarinin yasadigi evrende yalniz olmadigini gostermek icin iki giizel 6rnegimiz var. Bu halkalar
da Z[i] gibi Tek Tiirli Carpanlara Ayirma Bolgesi (UFD) 6zelligine sahiptir.

1. Eisenstein Tamsayilar1 (Z[w]): Birimin kiip kokii olan w = e

; —1+iV/3
2rf3 = T\/_ sayisini ele alalim. w,

x% + x +1 = 0 denkleminin kokiidiir, dolayisiyla bir cebirsel tamsayidir. Z|w] = {a + bw | a,b € Z} kiimesi,
karmagik diizlemde kareler yerine eskenar tiggenlerden olusan bir kafes (lattice) olusturur.

Z|w]: Uggen Kafes

75



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2 Gauss Tamsayilari ve Cebirsel Tamsayi Halkalar

Gauss tamsayilari icin oldukca kullanisli olan norm fonksiyonu burada N(a + bw) = a? — ab + b?
seklinde tanimlanir. Geometrik olarak Z[w], diizlemi Z[i]’den daha siki paketler. Herhangi bir karmasik
sayinin en yakin kafes noktasina olan uzaklig Z[i]'de maksimum 1/ V2 ~ 0.707 iken, Z[w]'da bu mesafe
1/ \/5 ~ 0.577dir. Bu “yakinlik”, b6lme algoritmasinin (kalanl bélme) burada da kusursuz calismasini
saglar. Sonug olarak Eisenstein tamsayilar1 da bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir.

2. Altin Oran Halkas1 (Z[¢]): Z[\/g] halkasina baktigimizda, burada “eksik” bir seyler oldugunu goriiriiz.
1+V5
2
bir cebirsel tamsayidir, fakat Z[\/g] icinde degildir.Bu nedenle, Q(\/g) cisminin “asil” tamsayilar halkasi

Z[¢] ={a+ b¢ | a,b € Z} kiimesidir ve bu halka da bir tek tiirlii carpanalra ayirma bolgesidir.

Ciinkii Altin Oran sayisi olan ¢ = , X — x — 1 = 0 monik polinomunun kokiidiir ve dolayisiyla

Kaos: Z[\/—_S]

Her seyin Z[i] veya Z|w] gibi miikemmel isledigi yanilgisina diismemek gerektigini, Z[v/ —5] = {a+by/ =5 |
a,b € Z} halkasinin bir tek tiirlii ¢carpanlara ayirma bolgesi olmadigina onceki yazimizda deginmistik.
Simdi bu halkaya biraz daha yakindan bakalim.

Norm fonksiyonumuz N(a + by/—5) = a? + 5b? olsun. 6 sayisini iki farkl sekilde ¢arpanlarina ayiralim:

6=2-3=(1+V=5)-1-v-5)

Carpanlar daha fazla parcalanabiliyor mu diye bakalim. Bunu normlar1 kontrol ederek yapabiliriz:

+ N(2) = 4. Eger 2 = xy olsaydi, N(x)N(y) = 4 olurdu. N(x) = 2 olmali (aksi halde x birimsel olur).
Ancak a? + 5b% = 2 denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur. Demek ki 2, indirgenemez (irreducible)
bir elemandir.

+ Benzer sekilde N(3) = 9 ve normu 3 olan bir eleman olmadigindan 3 de indirgenemezdir.

« N(1+4/=5) =12+ 5(1)? = 6. Normu 2 veya 3 olan eleman olmadig igin bunlar da indirgenemezdir.

Elimizde 6 sayisinin iki tamamen farkli (birbirinin birimsel kat1 olmayan) indirgenemez carpanlara ayrilist

var. Bu durum, Z[4/ —5] halkasinda Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma 6zelliginin bozuldugunu gosterir. Daha da
ilginci, bu halkada "Asal” ve "Indirgenemez" kavramlari ayrigir. Tamsayilarda alistigimiz iizere p bir carpimi
boliiyorsa (p|ab), carpanlardan en az birini bolmelidir (p|a veya p|b). Buna asallik 6zelligi denir. Ancak

Z[\/—_S]’te 2 sayisi, (1 + \/—_S)(l - \/—_5) = 6 carpimini boldiigii halde, ne (1 + \/—_S)’i ne de (1 — \/—_S)’i
bélemez. Dolayisiyla 2 sayisi bu halkada indirgenemezdir ama asal degildir. Iste bu aritmetik “kaos”,
19. yiizyi1lda Kummer ve Dedekind gibi matematikgileri "Ideal Sayilar” teorisini gelistirmeye iten temel
motivasyon olmustur. Gelecek yazimizda, bu kaosu ¢ozmek icin sayilarin kendisi yerine, say1 kiimeleri
olan "Idealler” ile nasil calisacagimizi ve tek tiirlii carpanlara ayirma ozelligini idealler diinyasinda nasil
geri kazanacagimizi inceleyecegiz.
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