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Derya Altıntan
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Editörden Mektup

De!erli Okurlarımız,
Hacettepe Lisans Matematik Dergisi’nin ikinci sayısıyla yeniden siz-
lerle bulu"manın mutlulu!unu ya"ıyoruz. #lk sayıyı yayımlarken içi-
mizde hem bir heyecan hem de do!al bir belirsizlik vardı. Bir $kri
somut bir yayına dönü"türmek, onu sürdürülebilir kılmak ve gerçek-
ten bir kar"ılık buldu!unu görmek zaman gerektiriyor. Bu ikinci sayı,
o ilk adımın bir heves de!il, kalıcı bir niyet oldu!unu gösteriyor.
Bu süreçte önemli bir adım daha attık ve dergimiz için bir Editör Ku-
rulu olu"turduk. Artık dergimizin de!erlendirme ve yayın süreçleri
daha kurumsal bir yapı içinde yürütülecek. Editör Kurulumuzda yer
alarak sorumluluk üstlenen, yazıların titizlikle incelenmesine emek
veren, dergimizin akademik niteli!ini güçlendiren ve bu sayının hazır-

lanmasında önemli rol üstlenen Esra Korkmaz, Eylem Öztürk, Hacer #lhan ve Pınar Aydo!du hocalarımıza
gönülden te"ekkür ederim.
Bir di!er önemli geli"me ise dergimizin web sayfasının yayına açılması. Bundan böyle yazı ba"vuruları web
sitemiz üzerinden alınacaktır. Gönderilen her yazıya bir editör atanacak, yazılar hakem de!erlendirmesine
tabi tutulacaktır. De!erlendirme sonuçları ve varsa hakem görü"leri yine sistem üzerinden yazarlara ileti-
lecek ve gerekli durumlarda revizyon talep edilecektir. Böylece hem "e%af hem de akademik ölçütlere dayalı
bir yayın süreci i"letmeyi hede&iyoruz. Dergimizin geli"imi için bu adımın önemli oldu!una inanıyoruz.
Bu sayıda ayrıca yeni bir bölüm ba"latıyoruz: “Mesle!e #lk Adımlar”. Bu bölümde staj yapan ö!rencilerimiz,
deneyimlerini kısaca aktararak henüz yolun ba"ında olan arkada"larına bir perspektif sunacaklar. Mate-
matik e!itiminin yalnızca teorik bir birikim olmadı!ını; farklı sektörlerde, farklı alanlarda nasıl kar"ılık
buldu!unu somut örneklerle görmek istiyoruz. Umuyoruz ki bu payla"ımlar, ö!rencilerimizin gelecek
planlarına ı"ık tutar.
14 Mart Uluslararası Matematik Günü’nün bu yılki teması “Matematik ve Umut”. Matematik kesinlik, ispat
ve do!rulukla anılır, bu sebeple aynı zamanda insan aklının en güçlü umut biçimlerinden biridir. Karma"ık
görünen bir problemin çözülebilece!ine inanmak, henüz bilinmeyeni anlamlandırmaya çalı"mak ve sabırla
dü"ünmeye devam etmek... Tüm bunlar, aslında umudun entelektüel bir ifadesidir. Fields madalyalı
matematikçi Maryam Mirzakhani’nin çok güzel ifade etti!i gibi: "Matemati!in güzelli!i, ancak daha sabırlı
takipçilerine kendini gösterir." Bu sabır, içinde her zaman bir gün o güzelli!i görebilme umudunu barındırır.
Matematik, çözümsüz gibi duran bir sorunun bile anla"ılabilir bir düzen ta"ıdı!ına inanmayı ve o düzeni
ortaya çıkarana kadar dü"ünmeye devam etmeyi ö!retir. Fermat’nın Son Teoremi’ni yıllar süren bir eme!in
ardından çözen Andrew Wiles, matematiksel ke"if sürecini karanlık bir malikaneye girmeye benzetir:
"Aylarca, hatta yıllarca karanlıkta tökezleyerek dola"ırsınız... Mobilyaların nerede oldu!unu yava" yava" ö!-
renirsiniz. Sonunda ı"ık dü!mesini bulursunuz ve birden her yer aydınlanır." #"te o odada aylarca karanlıkta
kalmaya dayanabilme gücü ve o ı"ık dü!mesini eninde sonunda bulma inancı, umudun ta kendisidir.
Belki de bu yüzden matematik, yalnızca bir bilim de!il, aynı zamanda ısrarlı bir umut disiplinidir. David
Hilbert’in o me"hur meydan okuyu"u da bu tavrı yansıtır: "Bilmeliyiz. Bilece!iz." Ya da yine Andrew
Wiles’tan alıntılayacak olursak: "Bir çözüm bulamıyor olmamız, çözümün olmadı!ı anlamına gelmez." Bir
matematikçi, en çözümsüz görünen problemin kar"ısında bile bu inancı koruyan ve umudu tekrar tekrar
in"a eden ki"idir.
Uluslararası Matematik Günü kapsamında, detaylarını Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü web
sayfası (mat.hacettepe.edu.tr) ve Instagram sayfasında (hacettepe_matematik_resmi) duyurdu!umuz bir
makale yarı"ması düzenliyoruz. Bu yarı"ma sonucunda seçilen makaleler, dergimizin bir sonraki sayısında
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yayımlanacak. Bu yarı!manın, ö"rencilerimizi ara!tırmaya, yazmaya, yaratıcı dü!ünmeye ve dü!üncelerini
daha sistematik biçimde ifade etmeye te!vik edece"ine inanıyoruz.

Hacettepe Lisans Matematik Dergisi’ni yılda iki sayı olarak yayımlamaya devam ediyoruz. Amacımız
matemati"i anla!ılır, merak uyandırıcı ve payla!ılabilir bir dille konu!maya devam etmek. Sizlerin katkısı ve
ilgisiyle bu derginin her sayıda biraz daha güçlenece"ine inanıyorum. Dergimizin ortaya çıkı!ından bu yana
desteklerini esirgemeyen Bölüm Ba!kanımız Prof. Dr. #smet Yurdu!en’e ve Bölüm Ba!kan Yardımcımız
Prof. Dr. Sultan Eylem Toksoy’a !ükranlarımı sunarım. Ayrıca bu sayının hazırlanmasında bize destek olan,
$kirleriyle katkı sunan, yazılarıyla dergiyi zenginle!tiren tüm akademisyenlerimize, ö"rencilerimize ve
mezunlarımıza içtenlikle te!ekkür ederim.

Hepinize keyi%i ve ilham verici okumalar diliyorum.

Dr. Orhan O"ulcan Tuncer
22 &ubat 2026, Ankara
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Matematik ve Umut

PINAR AYDOĞDU

Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü
! paydogdu@hacettepe.edu.tr

Antik Yunan !lozofu Thales, binlerce yıl öncesinden bize "öyle seslenir: “Umut, insanlı#ın sahip oldu#u
en evrensel "eydir.” Bugün, bu köklü dü"üncenin yanına modern dünyanın en güçlü ortak dilini, yani
matemati#i koyuyoruz. Her yıl 14 Mart’ta –pi sayısının (3,14) o me"hur gizemine atfen– dünya çapında
kutladı#ımız Uluslararası Matematik Günü (IDM), bu yıl tam da bu noktaya, matematik ve umudun
kesi"imine odaklanıyor. UNESCO tarafından 2019’da resmile"tirilen ve Uluslararası Matematik Birli#i’nin
öncülü#ünde, müzelerden sını$ara kadar küresel bir "ölene dönü"en bu gün, sadece bir kutlama de#il; aynı
zamanda bir hatırlatmadır. Matematik, karma"ık veriler ve belirsizlikler dünyasında bize “anla"ılabilir bir
gerçeklik” vadederek umut a"ılar; bize i" birli#ini, ortak tanımlarda bulu"mayı ve kazan-kazan stratejilerini
ö#retir.
Matematik ve umut, ilk bakı"ta birbirine zıt gibi görünen (biri kesinlik ve mantık, di#eri belirsizlik ve
duygu) ancak derinlemesine incelendi#inde birbirini besleyen iki güçlü kavramdır. Matematik, kaosun
içinde bir düzen arayı"ıdır ve bu arayı"ın kendisi, “bir çözümün var oldu#una inanmak" anlamında saf bir
umuttur.
Matematik tarihindeki en büyük “umut" beyanı, ünlü Alman matematikçi David Hilbert’e aittir. 1900’lerin
ba"ında bazı dü"ünürler “bazı "eylerin asla bilinemeyece#ini" savunurken, Hilbert buna "iddetle kar"ı
çıkmı"tır: “Wir müssen wissen. Wir werden wissen." (Bilmeliyiz. Bilece#iz.) Bu söz, insan zihninin her
türlü matematiksel problemi çözebilece#ine dair sarsılmaz bir inancı ve umudu temsil eder. Hilbert’in
mezar ta"ında da bu yazar. Bu, pes etmemenin ve aklın gücüne duyulan umudun bir mantrasıdır adeta.
Birçok matematikçi için matematik, dı" dünyanın (sava"ların, hastalıkların, politik kaosun) belirsizli#ine
kar"ı güvenli bir liman olmu"tur. Dünya karma"ık ve adaletsiz olabilir ama 𝜔𝜀𝜗 +1 = 0 her zaman do#rudur
ve güzeldir. Güzellik de insanın içini kıpırdatıp bir umut kapısı aralamaz mı? Bertrand Russell, gençli#inde
ya"adı#ı derin mutsuzluktan bahsederken, onu intihardan alıkoyan "eyin “biraz daha fazla matematik
ö#renme arzusu" oldu#unu belirtmi"tir.Matematik onun için dünyevi dertlerden arınmı", “ciddi bir güzellik"
sunan bir umuttu.
Matematik, sonlu bir zihne sahip insanın “sonsuzlu#u" kavrayabilmesini sa#lar. Georg Cantor’un sonsuz-
luklar üzerine yaptı#ı çalı"malar, insanın sınırlı varolu"unu a"ıp “mutlak" olana dokunma çabasıdır. Cantor
için bu neredeyse dini bir umuttu. O, zihnin sınırsız özgürlü#ünü kanıtlıyordu.
Öte yandan, Kurt Gödel’in Eksiklik Teoremi, matematikte bile ispatlanamayacak do#rular oldu#unu
gösterdi. Bu ba"ta karamsar gelebilir ama aslında sistemin her zaman “daha fazlasına" açık oldu#unu,
bitmemi"li#in getirdi#i sonsuz bir ke"if umudunu simgeler. %lk bakı"ta karamsarlı#a dü"memize sebep
olacak ba"ka bir matematiksel olgu da Kaos Teorisi ve fraktallar olabilir. Ancak, örne#in Kelebek Etkisi veya
Lorenz Çekicileri, karma"ık ve öngörülemez görünen sistemlerin altında yatan gizli bir düzen oldu#unu
gösterir. Bu, hayata dair güçlü bir metafordur aslında: &u an hayatımız kaotik görünse de, büyük resimde
matematiksel bir estetik ve düzen olabilir. Bu dü"ünce, belirsiz zamanlarda insana umut verir: Kaostan
düzen çıkarma umudu.
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Günümüz matematikçilerinden Andrew Wiles’ın Fermat’ın Son Teoremi’ni kanıtlamak için 7 yıl boyunca
tavan arasında tek ba"ına çalı"masını sa#layan tek "ey, yüzyıllardır kimsenin bulamadı#ı o yolun var
oldu#una dair duydu#u umuttu. Yine günümüzden bir örnek verecek olursam, AmerikaMatematik Derne#i
eski ba"kanı Francis Su, “Mathematics for Human Flourishing" (%nsanlık %çin Matematik, TÜB%TAK
Yayınları, 2024) adlı kitabında umudu temel bir matematiksel erdem olarak ele alır. Su’ya göre, zor bir
matematik problemiyle bo#u"mak bize umut etmeyi ö#retir. Çözümü henüz göremesek bile, mantıklı bir
yolun var oldu#una inanarak karanlıkta ilerleriz. Onun için “Matematiksel umut, sadece bir dilek de#ildir;
sıkı çalı"manın sonunda bir atılımın gelece#ine dair bir beklentidir."
Yazımı noktalamadan önce umut ile iyimserli#in birbirinden farklı oldu#unu belirtmek isterim. %yimserlik,
pasiftir; bir bekleyi"i simgeler bana göre. Umut ise aktiftir; ula"mayı hede$edi#imiz noktaya giden yoldaki
çabamızı besler. Hareketimizi sa#layan bir yakıttır. Hayatta da matematikte oldu#u gibi, do#rulu#unu
ispatlayamasak da do#ru kabul etti#imiz ba"langıç noktalarına (aksiyomlara/inançlara) ihtiyacımız vardır.
Umut da i"te tam bu noktada hayatın temel aksiyomudur.
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2026–2(1)

Oy çokluğuna dayalı kararlar üzerine

ÜMİT IŞLAK

Bo!aziçi Üniversitesi Matematik Bölümü
! umit.islak1@bogazici.edu.tr

1. Giriş

Bir grup insan olarak do!ru ya da yanlı" olabilecek bir karara varmak üzereyiz. Ço!unlu!un kararını takip
edersek mi yoksa gruptan rastgele bir ki"iyi seçip onun dedi!ini takip edersek mi do!ru karara ula"ma
olasılı!ımız daha yüksek olur? Bu yazıda bu sorunun etrafında dü"ünece!iz. Ba"langıç noktamızsa "u
bulmaca olacak.

(Ailenin kararı) Üç ki"ilik bir aile dü"ünelim. Bu aile önemli bir karar vermenin arifesinde ve
kararları ya do!ru ya da yanlı" olacak. Ailedeki her bir ki"inin do!ru kararı vermesi olasılı!ı birbirine
e"it ve bu olasılık 𝜔 ω (0, 1).
Üç ki"inin de kararı duyulup ço!unlu!un kararına uyulursa do!ru kararın çıkması olasılı!ı ne olur?
Bu olasılık 𝜔’den büyük müdür, küçük müdür?

Bu bulmacanın çözümüne hemen bir sonraki bölümde bakaca!ız. Öncesinde, ailenin nihai karara ula"mak
için aralarından birini rastgele seçti!i ve onun seçiminde karar kıldı!ı alternatif duruma hemen bakabiliriz.
Bu durumda ailenin do!ru karara varma olasılı!ı,13𝜔 + 13𝜔 + 13𝜔 = 𝜔
olur; zira üç ki"iden herhangi birini 1ε3 olasılıkla seçiyoruz ve bunu takiben bu ki"i 𝜔 olasılıkla do!ru
karara varıyor. Yani aslında bulmacadaki asıl merak etti!imiz "ey, ço!unlu!un kararını takip edip do!ruya
ula"ma olasılı!ının rastgele bir ki"inin kararını takip edip do!ruya ula"ma olasılı!ından daha büyük olup
olmadı!ı. Bir ba"ka deyi"le, ço!unlu!un karar vermesiyle do!ruya ula"ma olasılı!ımız acaba 𝜔’den büyük
müdür?
Bir sonraki bölüme geçmeden önce içgüdüsel olarak bulmacanın cevabının 𝜔’den büyük mü, küçük mü
olaca!ını dü"ünmek sizin için faydalı olacaktır. Unutmadan, bu büyüklük küçüklükmeselesi 𝜔’nin de!erine
ba!lı olabilir!

2. Ailenin kararı

Belirli bir𝜔 ω (0, 1) için ailedeki her bir ki"inin do!ru kararı vermesi olasılı!ının birbirine e"it ve𝜔 oldu!unu
varsaymı"tık. Üç ki"inin de kararını duyup ço!unlu!un kararına uyarsak aileden do!ru kararın çıkması
olasılı!ıyla ilgileniyorduk. Bu bölümde bu sorunun cevabına ula"ıp sonraki bölümde bir genelle"tirmeye
bakaca!ız.
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Ailedeki üç ki"iyi birinci, ikinci ve üçüncü ki"iler olarak dü"ünebiliriz. Öncelikle, bu üç ki"iden her birinin
verdi!i do!ru ve yanlı" kararı 𝜀 ve 𝜗 olarak kısaltırsak 23 = 8 farklı durum olabilece!ini gözlemleyelim:𝜀𝜀𝜀, 𝜀𝜀𝜗, 𝜀𝜗𝜀, 𝜗𝜀𝜀, 𝜗𝜗𝜀, 𝜗𝜀𝜗, 𝜀𝜗𝜗, 𝜗𝜗𝜗.
Örne!in 𝜀𝜀𝜗, ilk iki ki"inin do!ru, üçüncünün yanlı" karar verdi!i durumu gösteriyor.
Ço!unlu!un kararına uyuldu!una göre, bu sekiz durumdan 𝜀𝜀𝜀,𝜀𝜀𝜗,𝜀𝜗𝜀 ve 𝜗𝜀𝜀 nihai olarak do!ru
karara varmamızı sa!lamakta. Bunlardan𝜀𝜀𝜀’nin olasılı!ı 𝜔3.𝜀𝜀𝜗’nin olasılı!ı 𝜔 ⋛𝜔 ⋛(1ϑ𝜔) = 𝜔2 ⋛(1ϑ𝜔).
Benzeri "ekilde 𝜀𝜗𝜀 ve 𝜗𝜀𝜀’nin olasılıkları da 𝜔2 ⋛ (1 ϑ 𝜔). Kar"ılık gelen bu olasılıkları topladı!ımızda𝜔3 + 3𝜔2(1 ϑ 𝜔) buluyoruz. Yani ço!unlu!un kararına uyarsak do!ru karar verme olasılı!ı𝜛(𝜔) ϖ= 𝜔3 + 3𝜔2(1 ϑ 𝜔)
de!erine e"itmi".

Python’da kısacık bir kod yazarak olu"turulan a"a!ıdaki "ekilden görülece!i üzere 𝜛(𝜔) de!eri, 𝜔 < 0, 5’ken𝜔’den küçük çıkarken, 𝜔 > 0, 5’ken 𝜔’den daha büyük çıkmaktadır. O halde 𝜔 < 0, 5’ken rastgele bir ki"inin
kararını takip etmek, do!ru kararı verme olasılı!ını artırıyor! Yani insanlar bireysel olarak hata yapmaya
meyillilerse oy çoklu!una göre hareket edince hata yapmaya daha da meyilli oluyorlar!

𝜔 < 0, 5 durumunda 𝜛(𝜔) < 𝜔 oldu!unu "ekil üzerinden gördük ama dilersek bunu cebirsel olarak da
gösterebiliriz. Tek yapmamız gereken 𝜛(𝜔) < 𝜔 ⇔ 𝜔3 + 3𝜔2(1 ϑ 𝜔) < 𝜔 ⇔ 𝜔3 + 3𝜔2(1 ϑ 𝜔) ϑ 𝜔 < 0 ⇔𝜔(2𝜔2 ϑ 3𝜔 + 1) > 0 oldu!unu gözlemlemek ve en sondaki e"itsizli!in 𝜔 < 0, 5 oldu!unda sa!landı!ı
sonucuna varmak.

Buradaki "a"ırtıcı olan ve pe"ine dü"ece!imiz gözlemimizi bir kez daha vurgulayalım.

Ailedeki üç ki"iden her birinin do!ru karara varma olasılı!ı 0, 5’ten küçük bir de!ere e"itse, oy
çoklu!una göre hareket ettiklerinde yanlı" karara varma olasılıkları, rastgele bir aile bireyinin yanlı"
karara varma olasılı!ından daha büyüktür.

Önümüzdeki bölümde bu gözlemi üç ki"i yerine daha fazla ki"i olsaydı durumuna genelle"tirecek, sonra-
sında da bireylere kar"ılık gelen olasılıklar farklı olsaydı ne olurdu sorusuna bakaca!ız. Bu bölümü size
benzeri bir soruyu alı"tırma olarak bırakarak bitirelim.
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Alı!tırma. #ki çe"it jüri dü"ünece!iz.

• Birinci çe"it jüri üç ki"iden olu"sun. Jüri üyelerinden ikisinin do!ru karar verme olasılıkları𝜔 de!erine
e"it. Üçüncü üyenin do!ru karar verme olasılı!ı ise 1ε2. Jürinin nihai kararı da ço!unlu!un kararı
olsun.

• #kinci çe"it jüri ise do!ru kararı verme olasılı!ı 𝜔 olan sadece bir ki"iden olu"sun.
Hangi jüri çe"idinin do!ru kararı vermesi olasılı!ı daha yüksektir? (Cevap: #kisinde de aynıdır.)

3. Daha genel bir problem

Önceki bölümde üç ki"ilik bir aile üzerinden tartı"tı!ımız sorunun do!al bir genelle"tirmesi var. Ailede üç
yerine daha fazla ki"i olsaydı ne olurdu? Bir ailedeki birey sayısının alabilece!i birey sayısı kısıtlı oldu!u için
sorunun "imdiki halini bir toplum üzerinden dü"ünelim. Dileyenler toplumsal olarak verilmesi gereken bir
kararı kafasında canlandırıp durumu daha da somutla"tırabilir.

𝜚 ω ℕ olmak üzere 2𝜚 + 1 bireyden olu"an bir toplum dü"ünelim. Bu toplum önemli bir karar
verme arifesinde ve kararları ya do!ru ya da yanlı" olacak. Toplumdaki her bir ki"inin do!ru kararı
vermesi olasılı!ı birbirine e"it ve bu olasılık 𝜔 ω (0, 1).2𝜚 + 1 ki"inin de kararını duyup ço!unlu!un kararına uyarsak do!ru kararın çıkması olasılı!ı𝜛2𝜚+1(𝜔) ne olur? Bu olasılık 𝜔’den büyük müdür, küçük müdür?𝜚 arttıkça buldu!umuz olasılık
nasıl de!i"ir?

𝜚 = 1 durumunu zaten bir önceki bölümde halletmi"tik.𝜚 = 2 olursa toplam 5 ki"i olur. Öyleyse toplumun
do!ru kararı vermesi için en az 3 ki"inin do!ru kararı vermi" olması gerekir; yani 3, 4 ya da 5 ki"inin do!ru
kararı verdi!i durumların olasılıklarını toplamalıyız. Tam olarak 3 ki"inin do!ru karar verebilmesi olasılı!ı
için 5 ki"iden 3 ki"iyi

⌋53⌈ farklı "ekilde seçebilece!imizi ve böylesi bir seçimin istedi!imizi sa!laması
olasılı!ının 𝜔3(1 ϑ 𝜔)2 oldu!unu gözlemleyelim. 4 ve 5 durumları için de aynı "ekilde dü"ündü!ümüzde,𝜛5(𝜔) = ⌉53{𝜔3(1 ϑ 𝜔)2 + ⌉54{𝜔4(1 ϑ 𝜔)1 + ⌉54{𝜔5(1 ϑ 𝜔)0
buluruz.

𝜚’nin 1 ve 2 oldu!u durumlar artık genel durumun nasıl olaca!ını da belli etmekte. Toplumda 2𝜚 + 1 ki"i
varsa nihai kararın do!ru karar olması için en az𝜚 + 1 ki"inin do!ru kararı vermesi gerekir. Tam olarak𝜍 ω {0, 1,… , 2𝜚 + 1} ki"inin do!ru kararı vermesi olasılı!ının⌉2𝜚 + 1𝜍 {𝜔𝜍(1 ϑ 𝜔)2𝜚+1ϑ𝜍
oldu!unu gözlemlersek ve uygun de!erler üzerinden toplam alırsak nihai kararın do!ru karar olması
olasılı!ının, 𝜛2𝜚+1(𝜔) = 2𝜚+1}

𝜍=𝜚+1
⌉2𝜚 + 1𝜍 {𝜔𝜍(1 ϑ 𝜔)2𝜚+1ϑ𝜍

oldu!unu görürüz.

$imdi ilk olarak 𝜚’nin farklı de!erleri için 𝜔 de!eri 0’dan 1’e do!ru de!i"irken toplumun do!ru kararı
vermesi olasılı!ı 𝜛2𝜚+1(𝜔)’nin nasıl de!i"ti!ine bir bakalım:
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$ekilden görülece!i üzere 𝜔 < 0, 5 durumunda ki"i sayısı𝜚 arttıkça do!ru kararın alınması olasılı!ı dü"üyor.
Yani e!er bireyler yanlı"ı seçmeye meyilliyse bir araya gelerek yanlı"ı seçmeye daha da meyilli hale geliyor!
#çgüdüsel olarak hissedilebilir olsa da matematiksel olarak gösterili"i de oldukça ilgi çekici kanımca.

Peki 𝜔 = 0, 5 olsaydı ne olurdu? Burada sürpriz yok ve toplumun do!ru karara varma olasılı!ı da 0, 5; ne
de olsa tamamen simetrik bir durum var ortada. Tabii dilerseniz bunu buldu!umuz formülü ve binom
katsayılarının simetrisini kullanarak da gözlemleyebilirsiniz:

𝜛2𝜚+1(0, 5) = 2𝜚+1}
𝜍=𝜚+1

⌉2𝜚 + 1𝜍 {(0, 5)𝜍(0, 5)2𝜚+1ϑ𝜍 = (0, 5)2𝜚+1 2𝜚+1}
𝜍=𝜚+1

⌉2𝜚 + 1𝜍 {
= (0, 5)2𝜚+1 22𝜚+12 = 12 .

Buraya kadarki hesaplamalarımızda tek sayıda ki"inin oldu!unu varsaydık. Çift sayıda ki"i olsaydı do!ru
ve yanlı"ların berabere kalması gibi bir durum da olabilirdi ve bunu göz önünde bulundurmanız gerekirdi.
Çok da ciddi bir sıkıntı olu"turmayacak bu durumda nasıl bir yol izlenebilece!i üzerine kafa yormayı size
bırakalım.

Son olarak toplumdaki her bireyin do!ru kararı vermesi olasılı!ının sabit bir 𝜔 de!erine e"it oldu!unu
varsaydı!ımızı hatırlayalım. Bu varsayım elbette ki gerçekçi de!il. Bir sonraki görece teknik olan bölümde
de bu konuda kısa bir tartı"ma gerçekle"tirece!iz.

4. Özdeş olmayan bireyler durumu

Güzel bir soruyla u!ra"tık ama bireylerin do!ru karara ula"ması olasılı!ının aynı olması varsayımı üzerinde
oynama yapıp yapamayaca!ını da bir yandan merak ediyor insan. Bu bölümde içgüdüsel olarak açık
olan bir ba"ka durumun matematiksel açıklamasını verece!iz. #ddiamız a"a!ı yukarı "öyle. Toplumdaki
bireylerin do!ru karara varma olasılıklarının ki"iden ki"iye de!i"ebildi!ini ama her birininkinin 0, 5’ten
küçük oldu!unu varsayalım. Bu durumda toplumda çok fazla ki"i varsa ve nihai karar oy çoklu!una göre
verilirse do!ru karara varılması olasılı!ı yine 0’a yakın olacaktır. (Sonuç bölümünde daha da genel bir durum
okurun ilgisine sunulacaktır.) Tabii burada birkaç mu!lak ifade var, bunları netle"tirece!iz. A"a!ıdaki
tartı"ma daha teknik ve olasılık teorisinden burada her birinin detayına giremeyece!imiz bazı tanımlara
ve sonuçlara ihtiyaç duyuluyor. Dileyenler bu bilgilere [1] ya da [2] referanslarından ula"abilir ya da bu
bölümün okuması ilerleyen bir zamana ertelenebilir.
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Ana gözlemimizin ispatında kullanaca!ımız en önemli araç olasılık teorisi ve ilgili alanlardaki me"hur
sonuçlardan bir tanesi olan Cherno% e"itsizli!idir. Asıl tartı"mamıza geçmeden önce bu e"itsizli!i bu
noktada ifade edelim, meraklıları için ispatını da en sona ekleyelim.

Teorem 1. (Chernoff eşitsizliği)𝜑1,… ,𝜑𝛻 ba!ımsız , 0 ya da 1 de!erlerini alan Bernoulli rassal de!i"kenleri olsun; 𝜔𝜍 = ℙ(𝜑𝜍 = 1) diyelim.𝜑 =⦃𝛻𝜍=1 𝜑𝜍 ve 𝜕 = #[𝜑] tanımlayalım. Bu durumda herhangi bir ℵ > 0 için,
ℙ(𝜑 > (1 + ℵ)𝜕) ∱ ℶ ϑℵ2𝜕2+ℵ

e"itsizli!i do!rudur.

4.1. Ana netice

$imdi asıl konumuza dönüyoruz. #spatlayaca!ımız sonuç "u:

𝛻 ω ℕ bireyden olu"an bir toplum dü"ünelim. Bu toplum önemli bir karar verme arifesinde ve
kararları ya do!ru ya da yanlı" olacak. Toplumdaki ki"ileri 1, 2,… "eklinde isimlendirelim. ℷ ω ℕ
numaralı ki"inin do!ru kararı vermesi olasılı!ını 𝜔ℷ ile gösterelim vesupℷωℕ 𝜔ℷ ∱ 𝜔ϱ < 1ε2
oldu!unu varsayalım. Toplumun nihai kararının oy çoklu!una göre verildi!ini dü"ünelim. Bu
durumda, ℙ(toplumun nihai kararının do!ru olması) ∱ ℶϑ⦄ (1ϑ2𝜔ϱ)24𝜔ϱ+2 ⟨𝛻
e"itsizli!i sa!lanacaktır. Buradan, 𝛻 sonsuza giderken toplumun do!ru karara ula"ması olasılı!ının
0’a yakınsadı!ı görülür.

$imdi Cherno% e"itsizli!inden yararlanarak iddiamızı ispatlayaca!ız. Toplam 𝛻 ki"inin do!ru ya da yanlı"
bir tercihte bulundu!unu hatırlayalım.1 Nihai olarak do!ru karara varılabilmesi için 𝛻ε2 tanesinden daha
fazlasının do!ru kararı vermi" olması gerekli. ℷ = 1,… ,𝛻 için

𝜑ℷ = ⟩1, ℷ’inci ki"i do!ru karara vardıysa,0, di!er durumda,

rassal de!i"kenlerini tanımlayalım. Bu durumda her bir ℷ için 𝜑ℷ, parametresi 𝜔ℷ olan bir Bernoulli rassal
de!i"kenidir. 𝜑 =⦃𝛻ℷ=1 𝜑ℷ tanımını verirsek, 𝜑 do!ru tercih yapmı" olan ki"ilerin sayısı olacaktır. O halde,

ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 {
olasılı!ını anlamak istiyoruz.𝜕 ile 𝜑’in beklenen de!erini gösterirsek, beklenen de!erin do!rusallı!ı ile

𝜕 = #[𝜑] = #⟪⟫❲
𝛻}
ℷ=1𝜑ℷ❳/\ =

𝛻}
ℷ=1# (𝜑ℷ) = 𝛻}

ℷ=1𝜔ℷ
olaca!ını aklımızda tutalım. Burada her bir 𝜔ℷ’nin 𝜔ϱ ω (0, 1ε2) sayısından küçük veya e"it oldu!unu
1Burada 𝛻 çift sayı olursa do!ru karara varanlarla yanlı" karara varanların sayısı e"it olabilir. Bu durumda toplumun bir karara
varamadı!ını dü"ünebiliriz. Bu a"a!ıdaki hesaplarımızla ilgili herhangi bir sorun yaratmamaktadır.
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varsaydı!ımız için 0 ∱ 𝜕 ∱ 𝛻𝜔ϱ < 𝛻2
olacaktır.

$imdi Cherno% e"itsizli!ini kullanma zamanı. Bu amaçla ℵ = 𝛻2𝜕 ϑ 1 tanımladı!ımızda, Cherno% e"itsizli-
!iyle "u sonuca ula"ırız:

ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 { = ℙ(𝜑 > (1 + ℵ)𝜕) ∱ ℶ ϑℵ2𝜕2+ℵ = ℶϑ ⦄ 𝛻2𝜕 ϑ1⟨2𝜕2+ 𝛻2𝜕 ϑ1 = ℶϑ (𝛻ϑ2𝜕)24𝜕+2𝛻 (1)

sonucuna ula"ırız. (0 ∱ 𝜕 < (0, 5)𝛻 olmasından ötürü ℵ > 0 oldu!unu ve Cherno% e"itsizli!ini kullanabil-
di!imizi gözlemleyin.) Burada son basamakta birkaç basit hesap yaptık, detaylar sizde. Bu noktaya kadarki
ilermeyi not dü"memiz güzel olabilir.

Toplumun nihai kararının do!ru olması olasılı!ı ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 {, "u e"itsizli!i sa!lar:
ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 { ∱ ℶϑ (𝛻ϑ2⦃𝛻ℷ=1 𝜔ℷ)24⦃𝛻ℷ=1 𝜔ℷ+2𝛻

$imdi iki farklı özel duruma bakaca!ız.

• Diyelim ki önceki bölümlerdeki gibi 𝜔ℷ’lerin her biri sabit bir 𝜔 ω [0, 1ε2) reel sayısına e"it. Bu
durumda, ufak tefek i"lemlerin ardından

ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 { ∱ ℶϑ⦄ (1ϑ2𝜔)24𝜔+2 ⟨𝛻.
oldu!unu görürüz. Buradan da böylesi sabit bir 𝜔 de!eri durumu için 𝛻 artarken toplumun do!ru
karara ula"ması olasılı!ının sahiden de 0’a do!ru yakla"tı!ını gözlemlemekteyiz.

• $imdi de 𝜔ℷ’lerin farklı olabilece!ini ama bölümün ba"ında varsaydı!ımız gibisupℷωℕ 𝜔ℷ ∱ 𝜔ϱ < 1ε2
oldu!unu dü"ünelim. Bu durumda, 𝜕 = 𝛻}

ℷ=1𝜔ℷ ∱ 𝛻𝜔ϱ
olacaktır. Bu e"itsizli!i, (1) numaralı ifadede ula"tı!ımız asli e"itsizlik için bir üst sınır bulmakta
kullandı!ımızdaysa, ℙ ⌉𝜑 > 𝛻2 { ∱ ℶϑ (𝛻ϑ2𝛻𝜔ϱ)24𝛻𝜔ϱ+2𝛻 = ℶϑ⦄ (1ϑ2𝜔ϱ)24𝜔ϱ+2 ⟨𝛻
e"itsizli!ine ula"ırız. Burada (1ϑ2𝜔ϱ)24𝜔ϱ+2 > 0 olmasından ötürü, toplum tarafından do!ru kararın çıkması
olasılı!ı ki"i sayısı artarken yine üstel olarak 0’a do!ru yakınsamakta!

4.2. * Chernoff eşitsizliğinin ispatı

Bu bölümde meraklıları için Cherno% e"itsizli!inin standart bir ispatına de!inece!iz. Bu ispat da görece
teknik ve dileyenler önceki tartı"mamızı oldu!u gibi bu kısmı da ilk okumada atlayabilir. #spatta kullanılacak
ve görece daha temel olan Markov e"itsizli!i ve kalkülüs kökenli bir e"itsizli!i ispatına yer vermeden sadece
ifade edece!iz.
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Teorem 2. (Markov eşitsizliği)𝜑, negatif de!erler almayan bir rassal de!i"kense, her ℸ > 0 için,
ℙ(𝜑 ∲ ℸ) ∱ #[𝜑]ℸ

e"itsizli!i do!rudur.

Önerme 1.ℵ pozitif bir reel sayıysa "u e"itsizlik do!rudur:
ℵ ϑ (1 + ℵ) ln(1 + ℵ) ∱ ϑ ℵ22 + ℵ .

$imdi Cherno% e"itsizli!ini hatırlayıp ispatına odaklanabiliriz.

Teorem 3. (Chernoff eşitsizliği)𝜑1,… ,𝜑𝛻 ba!ımsız Bernoulli rassal de!i"kenleri ve 𝜍 = 1,… ,𝛻 için 𝜔𝜍 = ℙ(𝜑𝜍 = 1) olsun. 𝜑 =⦃𝛻𝜍=1 𝜑𝜍 ve𝜕 = #[𝜑] tanımlayalım. Bu durumda herhangi bir ℵ > 0 için,
ℙ(𝜑 > (1 + ℵ)𝜕) ∱ ℶ ϑℵ2𝜕2+ℵ

e"itsizli!i do!rudur.

Kanıt. ℸ > 0 olsun. 𝜑𝜍’lerin ba!ımsız oldu!unu aklımızda tutup, Markov e"itsizli!i ve 1 + ⊳ ∱ ℶ⊳ e"itsizli-
!inden yararlanıp, bir takım basit i"lemler gerçekle"tirerek "u sonuca ula"ırız:

ℙ(𝜑 > (1 + ℵ)𝜕) = ℙ(ℸ𝜑 > ℸ(1 + ℵ)𝜕) = ℙ(ℶℸ𝜑 > ℶℸ(1+ℵ)𝜕) ∱ #[ℶℸ𝜑]ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = #[ℶℸ⦃𝛻𝜍=1 𝜑𝜍 ]ℶℸ(1+ℵ)𝜕= ⦅𝛻𝜍=1 #[ℶℸ𝜑𝜍 ]ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ⦅𝛻𝜍=1(𝜔𝜍ℶℸ + 1 ϑ 𝜔𝜍)ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ⦅𝛻𝜍=1(1 + 𝜔𝜍(ℶℸ ϑ 1))ℶℸ(1+ℵ)𝜕∱ ⦅𝛻𝜍=1 ℶ𝜔𝜍(ℶℸϑ1)ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ℶ(ℶℸϑ1)⦃𝛻𝜍=1 𝜔𝜍ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ℶ(ℶℸϑ1)𝜕ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ℶ𝜕((ℶℸϑ1)ϑℸ(1+ℵ)).
(Ba!ımsızlık varsayımı, #[ℶℸ⦃𝛻𝜍=1 𝜑𝜍 ]ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = #[⦅𝛻𝜍=1 ℶℸ𝜑𝜍 ]ℶℸ(1+ℵ)𝜕 = ⦅𝛻𝜍=1 #[ℶℸ𝜑𝜍 ]ℶℸ(1+ℵ)𝜕 e"itli!ine ula"mak için kullanılmı"tır.) $imdi
en sa!daki üst sınırı ℸ üzerinden optimize etmek gerekli. Bu amaçla ℸϱ = ln(1 + ℵ) yerle"tirip üst sınırı
hesapladı!ımızda, ℙ(𝜑 > 𝜕(1 + ℵ)) ∱ ℶ𝜕(ℵϑ(1+ℵ) ln(1+ℵ))
buluruz. Önerme 1’deki e"itsizlik kullanıldı!ındaysa iddiamız ispatlanmı" olur:

ℙ(𝜑 > (1 + ℵ)𝜕) ∱ ℶ ϑℵ2𝜕2+ℵ .
5. Sonuç

Bu yazıda üç ki"ilik bir ailenin oy çoklu!una göre verece!i bir karar için yazdı!ımız bir bulmacayla ba"layıp
soruyu geni"lettik ve hatalı kararlar vermeye meyilli insanlar bir araya gelip bir karara vardıklarına hata
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yapma olasılıklarının daha da arttı!ını gözlemledik. Bu noktada okur peki do!ru karar vermesi olasılı!ı0, 5’ten büyük olan insanlar da olsaydı ne olurdu diye merak edebilir. Böylesi bir durumu analiz etmek gibi
bir niyetiniz olursa 𝛻 ki"inin oldu!u bir durumda do!ru karar vermesi olasılı!ı 0, 5’ten dü"ük olan ki"ilerin⊲1(𝛻) tane, 0, 5’ten büyük olan ki"ilerin ⊲2(𝛻) tane oldu!unu varsayıp ⊲1,⊲2 fonksiyonları ve bu iki gruptaki
bireylerin olasılıkları üzerinde çe"itli varsayımlar yaparak yine ilginç sonuçlara ula"abilirsiniz. Tabii i"ler
gittikçe teknikle"ip profesyonel matematik sınırlarına yakla"makta. Bununla beraber dilerseniz bilgisayar
yardımıyla çe"itli denemeler yapıp gözlemlerde bulunabilir, sanılar ortaya atabilirsiniz. Oy çoklu!una dayalı
karar verilen durumlarla kar"ıla"tı!ınızda, hatalı kararlar vermeye meyilli insanların etrafınızda az olması
dileklerimle!

Te!ekkür. Yazının son halinin üzerinden gidip faydalı yorumlarda bulunan Erdem Efe Delen’e te"ekkür
etmek isterim.

Kaynaklar
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[2] I"lak, Ümit. Temel Olasılık Teorisi ve #statistik I. Nesin Yayıncılık, 2022.
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Hayatın Koordinatları

GÜLİZAR NEHİR GÜLKANAT

Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü 3. Sınıf Ö!rencisi
! nehirgulkanat@gmail.com

!nsano"lu her zaman gelece"ini merak etmi#, hayatta onu neler bekledi"ini ö"renmek için türlü yollara
ba#vurmu#tur. Ancak hiçbir zaman tam anlamıyla gelece"ini görmeyi ba#aramamı#, gelece"in getirdi"i
belirsizli"in yükünden kurtulmak için çabalayıp durmu#tur. O"uz Atay ise Tutunamayanlar eserinde insan
hayatının tahmin edilmesinin aslındamümkün olabilece"ini matematiksel yollarla kurgulamı#tır: “Hayatın
Koordinatları deyiminden kısaca "unu anlıyoruz: bir insanın, belirli bir zamanda, belirli bir yerde ve belirli
"artlar altında ne yapmı" oldu!unu bilirsek bu bilinenlerle, yani hareket ve zaman boyutlarının önceden
tesbiti ile, bu verilere dayanarak yazılan ve sabit katsayıları, o insanın tayin edilmi" özellikleriyle belirlenen
denklemlerin, zaman de!i"kenine göre çizilen e!rileri, bize o insanın ileride ne gibi "artlar altında ne yapaca!ını
gösterir. #imdiye kadar yaptı!ım incelemeler, dokuz bilinmeyenli, yani dokuz eksenli bir sistemde bir insanın
bütün hayatının denkleminin yazılabilece!i ve buna istinaden de hayatın koordinatları metoduyla varlı!ının
ifade edilebilece!i merkezindedir. Böylece, insan hayatına ait bütün meselelerin önceden, yani ya"anmadan,
çözülebilmesi imkân dahiline giriyor.”

Atay, böylelikle insanı matematiksel boyutlara ta#ımı# ve gelece"ini tahmin etmek için kurdu"u sisteme
“Hayatın Koordinatları” adını vermi#tir. Hayatın koordinatları sistemine göre insanın belirli zamanda, belirli
yeri ve belirli hareketi bilinirse gelecekte ya#anacakların tahmin edilmesi, hatta olayların çözülebilmesi
imkân dahilindedir. Peki ya hayatın koordinatları nasıl mümkün olabilir?

Aslında O"uz Atay’ın kurdu"u hayatın koordinatlarıyla insanı bir vektör #eklinde yazıp diferansiyel denk-
lemlerle gelece"ini hesaplamak mümkün olmalıdır. Atay’ın ileri sürdü"ü bu dü#ünceyi matematiksel
boyuta ta#ıyacak olursak, insanı do"al olarak zamana ba"lı olarak de"i#en bir fonksiyon olarak ifade etmek
mümkündür. Zamanı 𝜔, insanın o zamandaki durumunu 𝜀(𝜔) ve davranı#larını belirleyen fonksiyonu da𝜗 ile gösterelim. Böylelikle insanın de"i#imi 𝜛𝜀𝜛𝜔 = 𝜗(𝜔,𝜀(𝜔)) #eklinde yazılabilir. Bu gösterimde 𝜀(𝜔) tek
bir sayı de"il, çok de"i#kenli bir vektördür. Çünkü insan yalnızca tek yönlü bir varlık de"ildir. Psikolojik
durumu, sosyal çevresi, geçmi# deneyimleri, ekonomik ko#ulları, alı#kanlıkları ve daha birçok etkenin aynı
anda var olmasıyla de"i#im gösterir. (Bu etkenlerin hepsi 𝜗 fonksiyonunun içindedir.) Bu nedenle insan𝜀(𝜔) = (𝜀1(𝜔),𝜀2(𝜔),… ,𝜀𝜚(𝜔)) #eklinde yazılır. Bu vektör gösterimi de Atay’ın bahsetti"i dokuz bilinmeyenli
sisteme kar#ılık gelir.

Artık insan davranı#ı bir diferansiyel denklemle ifade edilmi# olur. Ancak bu denklemde her zaman sabit
katsayılar yer alamaz. Sabit katsayılı bir denklemle modelleme yapılması durumunda davranı# zamandan
ve dı# etkenlerden ba"ımsız bir #ekilde aynı ilerlemelidir. Ancak insanın davranı#ını etkileyen #eyler sık sık
de"i#im gösterebilir ve bu nedenle denklemdeki katsayılar da de"i#ken olmalıdır.

$imdi belirtti"imiz gösterimleri kullanarak insan hayatını bir Cauchy, ba#langıç de"er problemi biçiminde
yazabiliriz: ⌋⌈⌉

𝜛𝜀𝜛𝜔 = 𝜗(𝜔,𝜀)𝜀(𝜔0) = 𝜀0
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Burada 𝜔 zamanı, 𝜀(𝜔) insanın o zamandaki durum vektörünü ve 𝜗(𝜔,𝜀) ise insanın bulundu"u ko#ullara
göre davranı#ının nasıl de"i#ti"ini belirleyen davranı# fonksiyonunu gösterir. Bu problemde ba#langıç ko#ulu
olan 𝜀(𝜔0) = 𝜀0 ifadesi, O"uz Atay’ın hayatın koordinatları sisteminde bahsetti"i belirli zamanda, belirli
yerde ve belirli #artlar altında bulunan insanın ba#langıç ko#ullarını temsil eder niteliktedir. Ancak insan
hayatını bir diferansiyel denklem hâlinde yazabilmek ve bir Cauchy ba#langıç problemi hâlinde belirtmek
bu problemin çözülüp, insanın hayatındaki bir sonraki durumun tahmin edilebilece"ini kesinle#tirmez.
Bunun kesinle#mesi ise Cauchy-Picard Teoremi’nin sa"lanması ile mümkündür.

Cauchy-Picard (Temel Varlık ve Teklik) Teoremi bize #unu söyler:⌋⌈⌉
𝜛𝜍𝜛𝜀 = 𝜗(𝜀, 𝜍)𝜍(𝜀0) = 𝜍0

ba#langıç de"er problemini ele alalım. (𝜀0, 𝜍0) noktasını içeren 𝜑 ω [𝜀0ε𝛻,𝜀0 +𝛻]ϑ [𝜍0ε𝜕, 𝜍0 +𝜕] #eklinde
kapalı bir dikdörtgen olsun. E"er, 𝜗(𝜀, 𝜍) fonksiyonu 𝜑 üzerinde sürekli ise, ve 𝜗 fonksiyonu y de"i#kenine
göre Lipschitz ko#ulunu sa"larsa, yani ϖ(𝜀, 𝜍1), (𝜀, 𝜍2) ϱ 𝜑 için {𝜗(𝜀, 𝜍1)ε𝜗(𝜀, 𝜍2){ ∱ ℵ{𝜍1ε𝜍2{ e#itsizli"ini
sa"layacak #ekilde bir ℵ > 0 sabiti varsa, bu ba#langıç de"er probleminin 𝜀0’ın çevresinde {𝜀 ε 𝜀0{ ∱ ℶ
olacak #ekilde tanımlı bir çözümü vardır ve bu çözüm tektir. Yani Cauchy-Picard Teoremi’nin sonucu
olarak süreklili!in çözümün varlı!ı için yeterli oldu"unu ve Lipschitz ko"ulunun çözümün tekli!ini
garanti etti"ini söyleyebiliriz. Bu iki ko#ulun var olması durumunda da denklem hem çözülür hem de bu
çözüm tektir.

Hayatın koordinatları için; 𝜔 zamanı, 𝜀(𝜔) insanın o zamandaki durum vektörünü ve 𝜗(𝜔,𝜀) ise insanın
bulundu"u ko#ullara göre davranı#ının nasıl de"i#ti"ini belirleyen davranı# fonksiyonu olacak #ekilde⌋⌈⌉
𝜛𝜀𝜛𝜔 = 𝜗(𝜔,𝜀)𝜀(𝜔0) = 𝜀0 ba#langıç problemidir. $imdi e"er bu ba#langıç probleminin Cauchy-Picard Teoremi’ni

sa"ladı"ını gösterirsek hayatın koordinatlarıyla insanın gelece"inin tahmin edilmesinin imkân dahilinde
oldu"unu görmü# oluruz ve O"uz Atay’ın kurdu"u sistem gelece"i bilmeyi mümkün kılar. Ancak insan dav-
ranı#ını belirleyen 𝜗(𝜔,𝜀) fonksiyonunun Cauchy-Picard Teoremi’nin ko#ullarını sa"laması gerçek hayatta
mümkün de"ildir. !nsanın davranı#larına etki eden duygusal de"i#imler, travmalar, dı# etmenler, çevresel
ko#ullar, ani karar de"i#iklikleri hiçbir zaman sabit de"ildir. En iyi durumda bile en küçük dalgalanmalara
yol açarlar. Bu da insan davranı#ının süreklili"ini bozar. Bu nedenle 𝜗(𝜔,𝜀) fonksiyonunun 𝜑 bölgesinde
sürekli olması ihtimal dı#ındadır. Süreklilik sa"lanmadı"ında ise Cauchy-Picard Teoremi’ne göre çözümün
varlı"ı garanti edilemez.

Bunun dı#ında insanların en ufak de"i#imlerde bile gösterdikleri tepkiler beklendi"i gibi olmayabilir. En
ufak bir haberde, olayda çok büyük tepkiler gösterebilen insan, büyük bir kaos anında hiçbir tepki dahi
vermeyebilir. Bu durum da 𝜗(𝜔,𝜀) fonksiyonunun 𝜀 de"i#kenine göre Lipschitz ko#ulunu sa"lamasını
ihtimal dı#ı kılar. Lipschitz ko#ulu, sistemdeki en küçük bir de"i#imin çıktıda da küçük ve kontrollü bir
de"i#ime yol açmasını ister, fakat insan davranı#ındaki de"i#imler ko#ulu sa"layacak ℵ sabitinin varlı"ını
imkânsız kılar. Yani {𝜀1 ε 𝜀2{ çok küçük bir olayı temsil etse bile {𝜗(𝜔,𝜀1) ε 𝜗(𝜔,𝜀2){ çok büyük bir tepkiye
kar#ılık gelebilir. Bu da Lipschitz ko#ulunu sa"layan L sabitini devre dı#ı bırakır. !nsan için Lipschitz ko#ulu
sa"lanmadı"ında ise çözümün tekli"i ortadan kalkmı# olur, yani hayatın koordinatlarında insanın belirli
zaman ve durumda birden fazla #eyi aynı anda ya#ıyor olması gerekir. Bu ise zaten mümkün de"ildir.

Hayatın koordinatlarını belirleyen 𝜗(𝜔,𝜀) fonksiyonun Cauchy-Picard Teoremi’ni sa"laması mümkün
de"ildir. Bu da demektir ki O"uz Atay’ın hayatın koordinatları sistemiyle insanın gelece"inin tahmin
edilebilmesi matematiksel olarak imkânsızdır. Çünkü çözümün varlı"ı insan ya#amıyla garanti edilemez,
var olsa dahi tekli"i sa"lanamaz.

!nsanın hayatı matematiksel yöntemlerle bir fonksiyon hâlinde yazılıp, bir denklem ile gelece"inin hesap-
lanması mümkün olsa da ya#amın ko#ulları, hayatın dalgaları; Atay’ın “. . .Böylece, insan hayatına ait bütün
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meselelerin önceden, yani ya"anmadan, çözülebilmesi imkân dahiline giriyor.” sözündeki imkân dahilini
ortadan kaldırır. !nsan ya#amını etkileyen ko#ulları sabit, verdi"i tepkiler aynı olan bir varlık olsaydı gelece"i
matematiksel yöntemlerle hesaplanabilirdi, ancak bu durumda insan, insan olmazdı.
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Hiç size tıpatıp benzeyen ancak aranızda hiçbir kan ba!ı olmayan birine, yani bir doppelgängere rastladınız
mı? Avrupa mitolojisinde bu kar"ıla"ma, yakla"an bir felaketin habercisi ve bir u!ursuzluk olarak kabul
edilirdi. Çünkü özünde, birey olarak benzersizli!imize duydu!umuz inancın temelden sarsılması demekti.
Peki ya bu benzersizlik yanılgısı, yalnızca insanlara özgü de!ilse? Ya içinde ya"adı!ımız devasa veri ev-
reninde, size özel bir foto!rafın, kritik bir belgenin veya gizli bir formülün, tamamen alakasız ba"ka bir
veriyle tıpatıp aynı dijital parmak izine sahip olması mümkünse? #"te bu, bir efsane ya da bir tesadüf de!il,
matemati!in en temel prensiplerinden biri olan Güvercin Yuvası #lkesi’nin do!rudan bir sonucudur.
Bu yazıda, matemati!in bu zarif ilkesinden yola çıkarak, olasılı!ın "a"ırtıcı dünyasına adım ataca!ız.
Ardından, bu $kirlerin dijital ça!ın görünmez koruyucuları olan hash fonksiyonlarıyla yollarının nasıl
kesi"ti!ini ke"fedece!iz. Böylece, basit bir mantık oyunundan do!an matematiksel bir kavramın, modern
dünyanın dijital güvenli!ini ayakta tutan temel ta"larından biri hâline nasıl geldi!ini görmü" olaca!ız.

Güvercin Yuvası İlkesi

Güvercin Yuvası #lkesi, kombinatori!in en temel ilkelerinden biridir ve son derece basit bir gerçe!i ortaya
koyar:

𝜔 > 𝜀 olmak üzere, 𝜔 adet nesne𝜀 farklı kutuya yerle!tirilirse, en az bir kutuda birden fazla nesne
bulunmak zorundadır.

Ya da özel olarak, elimizdeki güvercin sayısı yuva sayısından fazlaysa, en az bir yuvayı birden fazla güvercinin
payla"ması kaçınılmazdır.
Bu $kir ilk olarak 17. yüzyılda Fransız matematikçi Jean Leurechon tarafından ortaya atılmı"tır. Ancak,
bilim dünyasında sıkça rastlanan ve Stigler Yasası (N1) olarak bilinen adlandırma e!ilimine de uygun
olarak, Alman matematikçi Dirichlet’ye atı%a Dirichlet’in Çekmece "lkesi olarak bilinir.
&imdi, bu ilkenin ne kadar güçlü ve derin çıkarımlar barındırdı!ını anlamak için a"a!ıdaki örne!i birlikte
inceleyelim.
Örnek:Türkiye’de ya"ayan her insanın farklı sayıda saç teline sahip olmasımatematiksel olarak imkansızdır.
Yani, bir yerlerde sizinle tam olarak aynı sayıda saç teli olan birileri mutlaka vardır.
Bu iddiayı ispatlamak için önce yuvalarımızı ve güvercinlerimizi belirleyelim.
Bilimsel ara"tırmalar bir insanın ba"ında yakla"ık 100.000 ila 150.000 saç teli oldu!unu söyler. O halde,
olası saç teli sayısı seçeneklerimiz "unlardır: 0 saç teli, 1 saç teli, 2 saç teli, . . . , 150.000 saç teli. Bu bize
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toplam 150.001 adet farklı yuva verir. Bu yuvalara yerle"tirece!imiz güvercinler ise, Türkiye’de ya"ayan
yakla"ık 85,7 milyon ki"idir.
&imdi elimizde 85,7milyon güvercin ve sadece 150.001 yuva var. Güvercin sayımız yuva sayımızdan katbekat
fazla. Demek ki Güvercin Yuvası #lkesi’ne göre, ülkenin bir yerlerinde sizinle tam olarak aynı sayıda saç
teline sahip en az bir ki"i olmak zorundadır.

Doğum Günü Paradoksu

Güvercin Yuvası #lkesi, nesne sayısı kutu sayısını a"tı!ında bazı nesnelerin aynı kutuya dü"mek zorunda
oldu!unu söyleyerek, çakı"manın kaçınılmazlı!ını garanti eder. Ancak bu ilkenin ötesinde, çok daha
"a"ırtıcı bir durum vardır. Bazen bir çakı"ma olasılı!ı, kaçınılmazlık için gereken sayıya ula"madan çok
daha önce dikkate de!er bir ölçüde yükselir. Bu olguyu gözler önüne seren en güzel örnek Do!um Günü
Paradoksudur.
Güvercin Yuvası #lkesi’ni do!rudan uygular ve 365 günü yuvalar, insanları ise güvercinler olarak kabul
edersek, 366 ki"ilik bir grupta en az iki ki"inin aynı do!um gününü payla"masının kaçınılmaz oldu!unu
söyleyebiliriz. Do!um günü paradoksunun ortaya koydu!u "a"ırtıcı gerçek ise, çakı"ma olasılı!ının %50’yi
a"ması için yalnızca 23 ki"inin yeterli oldu!udur.
Peki, sezgilerimize aykırı gelen bu durum nasıl açıklanabilir? Buradaki kilit nokta, paradoksun “Gruba
yeni katılan biri benimle aynı do!um gününe sahip mi?” sorusunu de!il, “Grupta herhangi iki ki"inin aynı
do!um gününü payla"ma olasılı!ı nedir?” sorusunu sormasıdır (N2).
Bu ikinci sorunun anahtarı, potansiyel çift sayısının ki"i sayısından çok daha hızlı artmasıdır. Yani grupta:

• 2 ki"i varsa kontrol edilecek sadece 1 çift,
• 3 ki"i varsa, 3 çift (A, B ve C ki"ileri için, (A,B), (A,C), (B,C)),
• 23 ki"i varsa, 23ω222 = 253 farklı çift vardır. (Burada, 𝜔 ki"ilik bir gruptan 2 ki"ilik kaç farklı çift
olu"turulabilece!ini hesaplamak için kullanılan

⌋𝜔2⌈ = 𝜔(𝜔ε1)2 kombinasyon formülünü hatırlayalım.)

Her bir çift, bir do!um günü çakı"ması için yeni bir fırsattır. 253 farklı deneme yapmak, olasılı!ı hızla
%50’nin üzerine ta"ır.
Genel bir kural olarak, olası sonuçların sayısı 𝜗 ise, bir çakı"manın gerçekle"me olasılı!ının %50’yi a"ması
için yakla"ık olarak

⌉𝜗 deneme yapmak gerekir (N3).
Peki bu prensip dijital evrenimizin temel ta"larından biri olan kriptogra$ ile nasıl ili"kilidir? Bu sorunun
cevabı, dijital parmak izi olarak da bilinen hash fonksiyonlarında saklıdır.
Hepimizin de bildi!i gibi, günümüz dünyasında verilerimiz — foto!ra%arımız, yazı"malarımız, bankacılık
i"lemlerimiz— dijital formda saklanır ve payla"ılır. Bu devasa veri akı"ında, bir mesajın yolda de!i"tirilmedi-
!inden, indirdi!imiz bir yazılımın orijinal olup olmadı!ından ya da bir dosyanın içeri!inin bozulmadı!ından
nasıl emin olabiliriz? #"te bu noktada, verilerin parmak izi niteli!inde e"siz bir kimlik ta"ıması hayati dere-
cede önemlidir ve kriptogra$k hash fonksiyonları tam olarak bu ihtiyaca cevap verir.
Bu fonksiyonlar, de!i"ken uzunluktaki herhangi bir veriyi alıp, onu sabit uzunlukta bir veriye (yani 0 ve
1’lerden olu"an sabit uzunlukta bir diziye) dönü"türür. Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse, 𝜛 sabit
bir bit sayısı (örne!in 128, 160 veya 256 bit) olmak üzere, bir 𝜚 hash fonksiyonu 𝜚 ϑ {0, 1}ϖ → {0, 1}𝜛
biçiminde tanımlıdır. Burada {0, 1}ϖ key$ uzunluktaki tüm olası girdilerin (metinler, foto!ra%ar, dosyalar
vb.), {0, 1}𝜛 ise 𝜛-bit uzunlu!undaki çıktıların kümesini gösterir.
Hash fonksiyonları parola güvenli!inden dosya bütünlü!üne, dijital imzalardan blokzincir teknolojisine
kadar pek çok kritik uygulamanın temelini olu"turur. Örne!in, internetten bir program indirdi!imizde
gördü!ünüz o anlamsız karakter dizisi, dosyanın dijital parmak izidir. Bu sayede dosyanın orijinal ve
de!i"tirilmemi" oldu!unu saniyeler içinde do!rulayabiliriz.
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Şekil 1. Ubuntu MATE #ndirme Sayfası ve SHA256 Hash Fonksiyonu

Yüzlerce sayfadan olu"an bir sözle"meye atılan dijital imzalar, belgenin tamamını "ifrelemek yerine, çok
daha küçük olan hash de!erini "ifreleyerek hem güvenli!i hem de verimlili!i garanti altına alır. Bitcoin ve
benzeri kripto paraların temelini olu"turan blokzincir teknolojisi ise, her bir blokta önceki blo!un hash
de!erini saklayarak kırılması neredeyse imkânsız bir güven zinciri olu"turur.

Hash fonksiyonlarının en yaygın ve vazgeçilmez kullanım alanlarından biri de parola korumasıdır. Bir web
sitesine üye olurken girilen "ifreler açık metin hâlinde veri tabanına kaydedilmez; bunun yerine "ifrenin
hash de!eri saklanır. Böylece kötü niyetli bir saldırgan veri tabanına eri"se bile, "ifrenin kendisini de!il,
geri döndürülemez (N4) matematiksel gölgesini ele geçirmi" olur. #"te bu tek yönlülük özelli!i sebebiyle,
unuttu!umuz bir parola bize yeniden gönderilerek de!il de ‘"ifrenizi sıfırlayın’ seçene!iyle yenilenebilir.
Sistem bile orijinal "ifreyi bilmez, sadece girilen "ifrenin hash de!erini do!rular.

Günümüzde en yaygın kullanılan ve en güvenli hash algoritmalarından biri SHA-256 (Secure Hash Algo-
rithm 256-bit)’dır. Bu algoritma herhangi bir veriyi bir dizi zincirleme matematiksel i"lemden geçirerek 256
bitlik bir hash üretir.

Örne!in ‘hacettepe’ girdisinin SHA-256 de!eri:

d3d52d1f1e73d151637c610fe21f6910d8bd64fd3956eb3a7cea79e656d4cfd1
biçimindedir (N5).

Hash fonksiyonları Çı# Etkisi (Avalanche E$ect) olarak bilinen bir özelli!e sahiptir. Bu özelli!e göre, orijinal
veride yapılan küçük bir de!i"iklik bile tamamen farklı bir hash de!eri üretir. Örne!in sadece ilk har$
de!i"tirerek elde etti!imiz ‘Hacettepe’ girdisinin SHA-256 de!eri,

72ea48626f122b8cf0ac2396b86acaf0e58076f3a1b41b39cae351f825fb91d2
gibi bamba"ka bir dizi olacaktır.

SHA-256 gibi hash fonksiyonları dijital parmak izi i"levi görseler de yapıları gere!i bazı matematiksel sınırlı-
lıkları bulunmaktadır. Bu fonksiyonlar her zaman sabit uzunlukta bir çıktı ürettikleri için, üretebilecekleri
tüm olası çıktıların sayısı sınırlıdır. Örne!in SHA-256 için bu de!er 2256’dır (N6). Bu sayı yakla"ık 1.15ω1077
gibi akıl almaz bir büyüklükte olsa da sonludur.

Öte yandan, olası tüm girdilerin kümesi teorik olarak sonsuzdur; çünkü mevcut bir veriye sadece bir harf,
bir piksel veya bir bit ekleyerek yeni bir girdi yaratmak mümkündür. O halde, Güvercin Yuvası #lkesi’ne
göre, sonsuz sayıda girdi (güvercin) ve sonlu sayıda çıktı (yuva) oldu!undan, en az iki farklı girdinin aynı
SHA-256 de!erine sahip olması kaçınılmazdır (N7).

Ancak bu dijital doppelgängerlar teorik olarak var olsalar da, pratikte bulunmaları son derece zordur. Çünkü
Do!um Günü Paradoksu’na göre, SHA-256’da %50 çarpı"ma olasılı!ına ula"mak için yakla"ık

⌉2256 = 2128
deneme yapmak (N8) gereklidir ve bu sayı astronomik büyüklüktedir. Dünyadaki tüm bilgisayarlar saniyede
milyarlarca hash üretse bile, bu kadar deneme için evrenin ya"ını bile katbekat a"an bir süre gerekir.
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Bu nedenle SHA-256 gibi modern hash fonksiyonlarının pratikte çarpı"ma direncine sahip oldu!u kabul
edilir. Matematiksel doppelgängerlar teorik olarak hep var olacak olsalar da, onları bulmamızı engelleyen o
devasa sayı duvarı, dijital evrenimizin (en azından "u an için) en büyük güvencesidir.
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NOTLAR
(N1) Stigler’in Eponim Yasası, bulu"ların ve ke"i%erin genellikle orijinal ka"i$nin adını almadı!ını öne

sürer. Tıpkı bu $krin aslında Robert K. Merton’a ait olup, Stigler Yasası olarak bilinmesi gibi.
(N2) #lk soruda kar"ıla"tırma hede$ sabit ve tektir. Örne!in do!um günümüz 7 Temmuz ise, gruptaki

di!er herkesi sadece bu tek tarihle kar"ıla"tırırız. Odaya giren herhangi bir ki"inin do!um gününün
tam olarak 7 Temmuz olma olasılı!ı 1365 ’dir, yani oldukça dü"üktür. #kinci soruda ise ortada belirli bir
tarih yoktur. Herhangi bir e"le"menin olması yeterlidir.

(N3)
⌉𝜗 kuralı, Do!um Günü Paradoksu’nun altında yatan karma"ık matematiksel formüllerden elde
edilen bir yakla"ımdır. Bu yakla"ım, 𝜗 sayısının çok büyük oldu!u durumlarda oldukça isabetli
sonuçlar verse de, 𝜗 = 365 gibi görece küçük de!erler için gerçek sonuçtan sapmalar gösterebilir.
Do!umGünü Paradoksu’ndaki 23 ki"inin nasıl elde edildi!ini görmek için problemi tersten ele alalım.
Bunun için,𝜔 ki"ilik bir grupta kimsenin aynı do!umgününü payla"mamaolasılı!ını𝜍(Çakı"ma Yok)
ile gösterelim. Bu durumda aradı!ımız çakı"ma olasılı!ı 𝜍(Çakı"ma Var) = 1 ε 𝜍(Çakı"ma Yok)
olacaktır. Amacımız, 𝜍(Çakı"ma Var) > 0.50 e"itsizli!ini sa!layan en küçük 𝜔 tamsayısını bulmaktır.𝜔 ki"ilik bir grupta hiç çakı"ma olmaması olasılı!ını, odaya sırayla giren ki"ileri tek tek ele alarak
hesaplayabiliriz. Grup içinde çakı"ma olmaması için, her yeni gelen ki"i kendinden önceki ki"ilerden
farklı bir günde do!mu" olmalıdır. 𝜍(Çakı"ma Yok) de!eri, bu adımların her birinin gerçekle"me
olasılıklarının çarpımıdır.

1. Odaya giren ilk ki"i için, kimseyle çakı"mayan bir do!umgününe sahip olma olasılı!ı 365365 = 1’dir,
çünkü zaten odada kimse yoktur.

2. #kinci ki"inin birinci ki"iden farklı bir günde do!mu" olma, yani do!umgünlerinin çakı"maması
olasılı!ı 364365 ’dir.

3. Üçüncü ki"inin, ilk iki ki"iden farklı bir günde do!mu" olma olasılı!ı 363365 ’dir.
4. 𝜔. ki"inin, kendinden önceki 𝜔 ε 1 ki"inin tamamından farklı bir günde do!mu" olma olasılı!ı365ε(𝜔ε1)365 = 365ε𝜔+1365 ’dir.
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Dolayısıyla, hiç çakı"ma olmama olasılı!ı bu ba!ımsız olayların çarpımıdır:

𝜍(Çakı"ma Yok) = 365365 ω 364365 ω 363365 ω⋛ ω 365 ε 𝜔 + 1365 = 365!(365ε𝜔)!365𝜔
O halde, 𝜔 = 22 ki"i için 𝜍(Çakı"ma Var) ϱ 0.4757 iken, 𝜔 = 23 için 𝜍(Çakı"ma Var) ϱ 0.5073 olur.
Böylece 𝜔 = 23 ki"ilik bir grupta, en az iki ki"inin aynı do!um gününü payla"ma olasılı!ı %50’yi a"ar.

(N4) Bu özellik ön-görüntü direnci (pre-image resistance) veya tek yönlülük (one-way property) olarak
adlandırılır.𝜚 bir hash fonksiyonu ve 𝜑 bir hash de!eri olmak üzere,𝜚(𝜀) = 𝜑 olacak "ekilde bir𝜀
girdisi bulmanın hesaplama açısından mümkün olmadı!ı (computationally infeasible) anlamına gelir.

(N5) Burada gördü!ümüz 64 karakterlik hash de!eri 16’lık sayı sisteminde yazılmı"tır ve her bir karakter 4
bitlik bilgiyi temsil eder. Dolayısıyla, d→ 1101, 3→ 0011, 5→ 0101, . . ."eklinde ikilik sayı sistemine
dönü"türülürse, 64 ω 4 = 256 bitlik bir dizi elde edilir.

(N6) Her bir bitin 0 veya 1 olmak üzere iki farklı ihtimali oldu!u göz önüne alındı!ında, 2256 ihtimal
oldu!u kolayca görülebilir.

(N7) #ki farklı veri parçasının, aynı hash fonksiyonundan geçirilmesi sonucu tamamen aynı hash de!erini
üretmesine çakı!ma (collision) denir. Kriptogra$k hash fonksiyonları için bu durum, fonksiyonun
ideal özelliklerinden biri olan çakı"ma direncinin kırıldı!ı anlamına gelir ve ciddi güvenlik za$yetle-
rine yol açabilir.

(N8) Burada “deneme yapmak”, genellikle kaba kuvvet (brute-force) saldırısı olarak bilinen bir yöntemi ifade
eder. Bu süreç temelde "u adımlardan olu"ur: Önce rastgele bir veri girdisi (örne!in bir metin, karakter
dizisi veya dosya) seçilir. Bu girdinin hash de!eri SHA-256 gibi bir hash fonksiyonu kullanılarak
hesaplanır ve bulunan de!er daha sonra kar"ıla"tırmak üzere saklanır. Ardından tamamen farklı
yeni bir girdi seçilir ve onun da hash de!eri hesaplanır. Bu yeni hash, daha önce kaydedilen tüm hash
de!erleriyle kar"ıla"tırılır. E!er bir e"le"me—yani bir çarpı"ma— bulunursa i"lem sonlandırılır.
Ancak genellikle e"le"me hemen bulunamaz. Bu durumda, birinci adıma geri dönülür ve tamamen
farklı yeni bir girdi seçilerek aynı döngü (yani girdi seçme, hash hesaplama ve kar"ıla"tırma i"lemi)
trilyonlarca, hatta katrilyonlarca kez tekrarlanır. Amaç, astronomik sayıdaki olası girdinin içinden,
tesadüfen aynı hash de!erini üreten iki tanesini bulmaktır. Hash fonksiyonu yeterince güvenliyse,
bu yöntemle pratik bir çarpı"ma bulmak hesaplama açısından imkânsıza yakın süreler gerektirir.
Çarpı"maların pratikte bulunamaması kritiktir. Çünkü bir saldırgan, sizin imzaladı!ınız me"ru bir
dijital belgeyle aynı hash de!erini ta"ıyan sahte bir belge üretebilseydi, dijital imzanız bu sahte belge
için de geçerli olurdu. Bu durum ise, dijital güvenli!in temel mekanizmalarının tamamen çökmesi
anlamına gelirdi.

21
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Çok uzun zaman boyunca küme teorisi Aristoteles’in 0,1mantı!ı ile ilerlemi"tir. Yani klasik küme teorisinde,
evrensel kümenin elemanlarının bir kümenin kesin olarak elemanı olması ya da olmaması durumu söz
konusudur. Oysa 1965 yılında Zadeh’in ortaya attı!ı “fuzzy küme” kavramı, klasik küme teorisini de
kapsayan, ancak daha geni" ve gerçek hayata daha yakın bir anlayı" sunmu"tur. Fuzzy (bulanık) Küme
teorisinde bir elemanın (bir nesnenin) bir kümeye kesin ait olmak ya da kesin ait olmamak gibi keskin bir
çizgisi yoktur.

Burada, bir nesne bir kümeye belirli bir derecede aittir ve aynı zamanda belirli bir derecede de ait de!ildir.
Matemati!in gerçeklerle, hayatla ve hatta duygularla bile örtü"ebildi!i bir teori olmasından ötürü bu
yazıda “fuzzy kümeler” ile ilgili genel bilgiler verilecek ve bunların hayatla özde"le"ti!i noktalara dikkat
çekilecektir.

Fuzzy (Bulanık) Kümeler ve Üyelik Fonksiyonları

Giri" kısmında bahsedildi!i üzere, fuzzy kümeler keskin sınırları olmayan, birçok alana (Mühendislik,
Uygulamalı Matematik, Fizik, Psikoloji vb.) uygulanabilen ve bu sayede daha esnek ve daha kapsamlı
bilgilere ula"abilmemize aracı olan kümelerdir. Bu kümeler için bir nesnenin %100 ait olma ya da ait
olmama durumu söz konusu olmadı!ından, o kümeye ne kadar ait oldu!unu tanımlayabilmek için “üyelik
fonksiyonları” kullanılır.

Klasik küme teorisinde, bir 𝜔 kümesinin karakteristik fonksiyonu

𝜀𝜔(𝜗) = ⌋1, 𝜗 ω 𝜔,0, 𝜗 ε 𝜔.
"eklinde tanımlanır. Burada 𝜛, 𝜔 kümesini içeren evrensel kümeyi, 𝜗 ise 𝜛’in key# bir elemanını ifade
etmektedir. Yani karakteristik fonksiyon, evrensel kümenin elemanlarını ya 0 ya da 1 de!erine götürür. Bu
de!erler, klasik mantıktan ötürüdür. Klasik mantıkta bir "ey ya totoloji (1) ya da çeli"kidir (0). Ya do!ru,
ya da yanlı". Dolayısıyla klasik küme teorisinde bir eleman ya kümeye aittir ya da de!ildir; ba"ka bir ara
durum söz konusu de!ildir.

Bu durum, karakteristik fonksiyonun matematiksel olarak𝜀𝜔(𝜗) ϑ 𝜛 ⥳ {0, 1}
"eklinde ifade edilmesini sa!lar.ϖ𝜗 ω 𝜛 için𝜀𝜔(𝜗) = 0 ise x elemanı A kümesinin bir elemanı de!ildir.𝜀𝜔(𝜗) = 1 ise x elemanı A kümesinin
bir elemanıdır.
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E!er karakteristik fonksiyonun de!er kümesi {0, 1} yerine [0, 1] aralı!ına geni"letilirse, bir elemanın
kümeye ait olma durumu dereceli olarak ifade edilebilir hale gelir. Bu geni"letme sonucunda elde edilen
fonksiyona “üyelik fonksiyonu", bu fonksiyonla tanımlanan kümeye ise “fuzzy küme" adı verilir. Beklenil-
di!i üzere fuzzy kümeler, klasik kümelerin çok daha fazlasını kapsayan bir yapıya sahiptir.

Bu durumda bir fuzzy kümenin üyelik fonksiyonu

𝜚𝜔(𝜗) ϑ 𝜛 ⥳ [0, 1]
"eklinde tanımlanır. Burada 𝜚𝜔(𝜗), 𝜗 elemanının 𝜔 fuzzy kümesine ait olma derecesini gösterir. Bu bakım-
dan klasik kümeler, üyelik fonksiyonlarının yalnızca 0 ve 1 de!erlerini aldı!ı özel fuzzy kümeler olarak
de!erlendirilebilir.

Buradan itibaren 𝜚𝜔(𝜗) üyelik fonksiyonunu hem klasik kümeler hem de fuzzy kümeler için kullanacak
olursak, bir 𝜔 klasik kümesi

𝜔 = {𝜗ω ℕ ϑ1 ∱ 𝜗 ∱ 3} = {1, 2, 3}
"eklinde ifade edilirken, bunu üyelik fonksiyonu ile "u "ekilde de gösterebiliriz:

𝜔 = {(𝜚𝜔(𝜗), 𝜗) ϑ 𝜗ω ℕ} = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (0, 𝜗) ϑ 𝜗ω ℕ, 𝜗 ∲ 4} .
Burada (𝜚𝜔(𝜗), 𝜗) ile kastedilen, 𝜗 nesnesinin A kümesine 𝜚𝜔(𝜗) derecede ait olmasıdır. Küme klasik
oldu!undan, 1 ve 3 dahil olmak üzere, 1 ile 3 arasındaki do!al sayıların bu kümeye ait olma derecesi 1’dir;
yani kesin olarak 𝜔 kümesinin elemanıdırlar. Buna kar"ılık, 𝜔 kümesine ait olmayan elemanların üyelik
derecesi 0’dır.
Fakat bir B fuzzy kümesi tanımlayacak olursak, bu keskin sınırlar kısmen ortadan kalkar.

𝜍 = { 2’ye yakın reel sayılar}
kümesini dü"ünelim. Artık alı"ageldi!imiz küme teorisi biraz daha farklıla"ıyor. Herhangi bir sayının 2’ye
yakın olup olmadı!ına nasıl karar verirsiniz? Ne derece yakınlıktan bahsediyoruz? 2.99 ya da 3.243 bu
kümenin elemanı mı yoksa de!il mi? $"te tüm bu soruların yanıtını verecek olan "ey, "bu kümenin hangi
üyelik fonksiyonuna sahip oldu!u"dur. Çünkü hazır olun, aslında tüm reel sayılar artık bir derecede bu
kümenin bir elemanı ve bir derecede de bu kümenin elemanı de!il.

𝜚𝜍(𝜗) = ⌈⌉{
𝜗 ϱ 1, 𝜗 ω [1, 2]3 ϱ 𝜗, 𝜗 ω (2, 3]0, di!er 𝜗’ler

üyelik fonksiyonuna bakalım. 𝜚𝜍(2) = 1. Yani 2’nin B kümesinin elemanı oldu!u kesindir. Küme klasik
olsaydı da 2’nin B kümesinde olaca!ını tahmin edebilirdik. 3’ten büyük reel sayılar için üyelik derecesinin
0 oldu!u da açıkça görülmektedir. Bu da, klasik küme teorisinde oldu!u gibi, 3’ten büyük reel sayıların bu
kümenin elemanı olmaması anlamına gelir. Ve i"te i"in e!lenceli kısmı da 1 ile 3 arasındaki de!erler için
ba"lıyor. Örne!in (𝜚𝜍(2.99), 2.99) = (0.01, 2.99) olup, 2.99 sayısı B kümesinin 0.01 derecede bir elemanıdır.
Ba"ka bir deyi"le, bu sayı kümeye çok dü"ük bir derecede aittir. Görüldü!ü üzere bazı de!erler için kesin
olarak eleman olmak ya da olmamaktan söz etmek mümkün de!ildir.

Fuzzy Küme Teorisi matemati!e çok büyük ve önemli bir bakı" açısı katmı"tır. Çünkü artık matemati!in
“fuzzy (bulanık)” yakla"ımı, gerçek ya"amda “keskin” sınırlar nedeniyle ölçülemeyen pek çok durumu
ölçmeye ve bu durumlara uygulanmaya olanak tanımaktadır.
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Öyle ki eskiden mutlu olmak ya da olmamak varken, artık biraz mutlu olmayı ve biraz da mutsuz olmayı
matematiksel olarak ifade etmek mümkün! Ne derler? Bir yerde hem var olup hem var olmamak pek de
olası de!ildir. Oysa belki oldu!unuz yer biraz da “fuzzy” dir.

Bir Fuzzy Kümenin Önemli Kavramları

Fuzzy kümelerin gerçek ya"am problemlerinde nerelerde ve nasıl kullanıldı!ını anlayabilmek için bazı
temel kavram ve tanımlara de!inmek gerekir. %imdi bir fuzzy kümenin 𝜑-kesimleri, deste!i, çekirde!i ve
yüksekli!i kavramlarına bakalım.

X evrensel kümesi üzerinde tanımlı A fuzzy kümesi verilsin. 𝜑 ω [0, 1] olmak üzere, üyelik de!eri 𝜑
de!erinden büyük veya e"it olan 𝜗 ω 𝜛 elemanlarının olu"turdu!u kümeye, 𝜔 fuzzy kümesinin 𝜑-kesimi
denir ve 𝜔𝜑 = {𝜗 ϑ 𝜚𝜔(𝜗) ∲ 𝜑}
"eklinde gösterilir.

Benzer "ekilde, üyelik de!eri 𝜑 de!erinden kesin büyük olan 𝜗 ω 𝜛 elemanların olu"turdu!u kümeye ise𝛚 fuzzy kümesinin kesin 𝜑-kesimi denir ve𝜔𝜑+ = {𝜗 ϑ 𝜚𝜔(𝜗) > 𝜑}
"eklinde tanımlanır.

Bu tanımlar, fuzzy kümelerin en önemli kavramları arasındadır. Hem 𝜔𝜑 hem de 𝜔𝜑+ kümeleri keskin
(klasik) kümelerdir ve 𝜑-kesimleri fuzzy kümelerden klasik kümelere geçi"i sa!lar.
Üyelik derecesi sıfırdan büyük olan tüm elemanların olu"turdu!u kümeye A kümesinin deste!i denir.𝛻𝜕ℵℵ(𝜔) veya 𝛻(𝜔) ile gösterilir ve𝛻𝜕ℵℵ(𝜔) = {𝜗 ϑ 𝜚𝜔(𝜗) > 0} = 𝜔0+
"eklinde ifade edilir. ℶℷℸ⊳(𝜔) = {𝜗 ϑ 𝜚𝜔(𝜗) = 1}
kümesine 𝛚 fuzzy kümesinin çekirde!i denir. Çekirdek, ölçülen veya tanımlanan özelli!i belirten
kümenin "kesin ve tartı"masız" kısmını temsil eder. Yani bu, ilgili elemanın söz konusu özelli!e veya tanıma
%100 uydu!u anlamına gelir. Bir bakıma, çekirdek kümedeki elemanlar fuzzy kümelerdeki belirsizli!in en
az oldu!u durumu temsil eder. ⊲(𝜔) = sup𝜗ω𝜛 𝜚𝜔(𝜗)
de!erine𝛚 fuzzy kümesinin yüksekli!i denir. E!er ⊲(𝜔) = 1 ise𝜔 fuzzy kümesine normal fuzzy küme,⊲(𝜔) < 1 ise altnormal fuzzy küme adı verilir.

Bir Fuzzy Kümenin Konveksliği

Bir fuzzy kümenin konveksli!i, uygulamalarda ve fuzzy kümelerin aritmetik i"lemlerinin tanımlı ve anlamlı
olabilmesi açısından hayati öneme sahiptir. ℝ0 üzerinde tanımlı bir fuzzy kümenin konveksli!i,ϖ 𝜑 ω (0, 1]
için 𝜑-kesimlerinin her birinin konveks olması anlamına gelir. Bu kavramı daha iyi anlayabilmek için,
a"a!ıda verilen 𝜑-kesimlere bakmak faydalı olacaktır.
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Şekil 1. "Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications - George J. Klir - Bo Yuan, 1995."

𝜗-ekseni verileri, 1-ekseni üyelik de!erlerini belirtmek üzere, %ekil 1’de verilen 𝜑-kesimlerinin kümesi,
tek bir tepe (zirve) olu"turur; ba"ka bir deyi"le, her 𝜑 seviyesinde gra#!i kesti!imizde tek parça bir aralık
elde edilir. Bu anlamda konveksli!in geometrik yorumu bizim için oldukça önemlidir. Çünkü genellikle
uygulamada konveks olmayan fuzzy kümelerle çalı"mak anlamsızdır. Öyle ki, küme konveks de!ilse belirli
bir 𝜑-seviyesinde iki veya daha fazla ayrık aralık ve dolayısıyla birden fazla tepe (zirve) elde edilir. Bu durum
ise birazdan verece!imiz fuzzy sayı tanımına aykırıdır.

Reel sayılar üzerindeki fuzzy kümeler "uygulamada" kritik rol oynarlar. Bir A fuzzy kümesi, a"a!ıdaki üç
ko"ulu sa!lıyorsa “fuzzy sayı” olarak nitelendirilir ve bu sayede optimizasyon, yakla"ık çıkarımlar yapma
ve kesin olmayan olasılıklarla çalı"ma gibi “belirsiz” gerçek hayat problemlerinde oldukça i"e yarar.𝜔, 𝜚𝜔(𝜗)ϑ ℝ⥳[0, 1] üyelik fonksiyonuna sahip bir fuzzy küme olmak üzere

i. 𝜔 normal bir fuzzy kümedir,
ii. ϖ 𝜑 ω (0, 1] için 𝜔𝜑 kapalı bir aralıktır,
iii. 𝛻𝜕ℵℵ(𝜔) sınırlıdır.

Bu ko"ullar altında, 𝜔 fuzzy kümesi bir fuzzy sayı olur.

E!er küme konveks de!ilse, bu tanıma göre fuzzy sayı da olamayaca!ından, uygulamada konveks olmayan
fuzzy kümelerle çalı"mak anlamsızdır. Çünkü konveks olmayan kümeler fuzzy sayı olamayaca!ı için
toplama ve çıkarma gibi i"lemleri yapmayı karma"ıkla"tırır. Özetle, sistem kararsızla"ır. Biz ise fuzzy
sayılarla i"lemler yaparak çıkarımlar üretmek ve gerçek hayat problemlerini yorumlamak istiyoruz. O halde
"imdi biraz, fuzzy kümelerin ve fuzzy sayıların uygulamalarına de!inelim.

Bir örnek üzerinden tüm bu tanımları daha iyi kavramak için endüstriyel so!utma sisteminde suyun
ılıklı!ını tanımlayan A fuzzy kümesini ele alalım. 𝜗 de!i"keni, suyun Celcius cinsinden sıcaklı!ını temsil
etsin.

𝜚𝜔(𝜗) =
⌈}}}⌉}}}{

0 𝜗 ∱ 10𝜗 ϱ 1020 ϱ 10 10 < 𝜗 < 201 20 ∱ 𝜗 ∱ 3050 ϱ 𝜗50 ϱ 30 30 < 𝜗 < 500 𝜗 ∲ 50
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fonksiyonu 𝜔 fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu olmak üzere, A fuzzy kümesinin çekirde!i ℶℷℸ⊳(𝜔) =[20, 30] aralı!ıdır. Bu aralık, suyun tartı"masız olarak ılık kabul edildi!i kesinlik bölgesidir. 𝛻𝜕ℵℵ(𝜔) =(10, 50) yani kümenin deste!i ise (10,50) aralı!ıdır. Bu, 10 derecenin altı kesinlikle so!uk, 50 derecenin
üstü kesinlikle sıcak anlamına gelir. E!er suyun en az %50 oranında ılık oldu!u sıcaklık aralı!ını bulmak
istersek burada 𝜑 = 0.5 de!eri için 𝜔0.5 kesimine bakmak gerekir. 𝜔0.5 = [15, 40] bulunacaktır. Daha önce
belirtildi!i üzere bu küme keskin bir kümedir ve belirli bir güven aralı!ındaki sıcaklık derecesini belirtir. A
fuzzy kümesinin konveks oldu!u da rahatlıkla görülebilir. Çünkü 20 derece ve 30 derece ılıksa, 25 derece
daha az ılık olamaz. ⊲(𝜔) = 1’dir çünkü üyelik fonksiyonu 20 ile 30 derece dahil olmak üzere bu aralıkta 1
de!erini alır. Böylelikle A fuzzy kümesi normal bir fuzzy küme oldu!undan, her bir 𝜑-kesimi kapalı aralık
oldu!undan ve 𝛻𝜕ℵℵ(𝜔) sınırlı oldu!undan bir fuzzy sayı olur.

Fuzzy Kümeler ve Gerçek Yaşam

Birçok teorik bilgi ve tanımdan sonra artık nihayet fuzzy kümelerin hayatımızda nelere dokundu!una
ve neleri de!i"tirdi!ine de!inmenin vakti geldi. Yüzyıllar boyunca matematik, yalnızca “kesin” ve “net”
olanın bilimi olarak görülmü"tür. Elbette optimizasyon, olasılık teorisi gibi alt dallarda yakla"ımlar ya da
tahminler hep söz konusuydu. Fakat ço!u sistem hâlâ klasik kümelerle i"liyordu. Bu da, “kısmen”, “biraz”,
“oldukça” gibi ifadelerin matematikte tam kar"ılı!ını bulamaması anlamına geliyordu.

Oysa matematik, insanlı!ın temel bilimlerinden biri ise, insani duyguları ve insani eylemleri de ifade
edebilmeliydi. Nitekim öyle de oldu. 1965 yılında Prof. Dr. Lot# A. Zadeh’in “Fuzzy (Bulanık)” kavramını
ortaya atması, matematikte bir dönüm noktasıydı. Bugün, makinelerin “insan gibi dü"ünebilmesinin"
temelinde bile hayati bir rol oynuyor Fuzzy Matematik. Örne!in 1980’lerin sonunda geli"tirilen Japon
metrosu Sendai’de, trenin hızını ve duru"unu kontrol etmek için fuzzy mantık ve fuzzy sistemler kullanılır.
Öyle ki, trende yolculuk yapan insanların tren kalkı" ve duru"larında hiçbir yere tutunmadan seyahat
edebilmesi mümkündür. Çünkü tren, istasyona ‘az’ mesafe kaldıysa, hız ‘biraz’ yüksekse gibi fuzzy ifadeleri
algılama, bu verileri fuzzy sistemler kullanarak yorumlama mantı!ı üzerine çalı"maktadır. Bu sayede hem
ani gaz ve fren gibi enerji verimlili!ini dü"üren manevralar yapmaz hem de konforlu bir yolculuk sa!lamı"
olur.

Ve nihayetinde, fuzzy matematik yalnızca makinelerin dü"ünebilmesini sa!lamakla kalmaz, aynı zamanda
insan duygu ve dü"üncelerini de matematiksel olarak ifade etmeye olanak sa!lar. Çünkü her "eyin ve
herkesin içinde “biraz iyilik” ve “biraz da kötülük” yok mudur? Aslında hayattaki ço!u "ey “fuzzy” de!il
midir? Hayatımızdaki insanların iyi mi yoksa kötü mü, dürüst mü yoksa yalancı mı oldu!una karar verirken
dahi aslında farkında olmadan kendi kriterlerimizin 𝜑- kesimlerini kullanırız. Bu dü"üncenin arkasında da
matemati!in psikolojiye uygulanması yatar. Günümüzde çözdü!ümüz ki"ilik testlerinde, ruh halimizi ve
hislerimizi belirlemede bile fuzzy kümeler rol oynar. Bir kavramın, bir teorinin bir bilimi ve hatta di!er
bilimleri ne kadar geli"tirebilece!inin en keskin örneklerinden biridir bu.
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Matematik Söyle!ileri

Bu sayıda gerçekle!tirdi"imiz söyle!ide, Bilkent Üniversitesi Matematik Bö-
lümü ö"retim üyesi Prof. Dr. Metin Gürses ile matematik ve #zik arasındaki
yakın ili!ki üzerine konu!tuk. Sohbetimiz, matematiksel dü!üncenin #ziksel
problemlerle nasıl iç içe geçti"ini; farklı alanlardan beslenen bir akademik
yolculu"un zamanla nasıl ortak bir dile dönü!tü"ünü ortaya koyuyor. Bilimsel
çalı!maların yanı sıra, merak duygusu, ara!tırma kültürü ve uzun soluklu bir
akademik serüven de bu röportajın önemli durakları arasında yer alıyor. Oku-
yucularımızın bu söyle!ide, kendi yolculuklarına e!lik edecek tanıdık ve ilham
verici izler bulmasını diliyoruz.

Selcan !enyurt: Hocam, bu röportaj için çe!itli sorular hazırladım ancak !u an biraz heyecanlıyım, bu
durumumazur görmenizi rica ediyorum. $sterseniz çocuklu"unuzdan ba!layalım. Nasıl bir ö"renciydiniz?
Bilmeye olan merakınızı tetikleyen neydi? $çinizdeki o bilim kıvılcımı nasıl yandı? Çocukluk yıllarınızı,
ö"rencilik hayatınızı merak ediyorum.

Metin Gürses: Sıradan bir ailenin çocu"uyum. $lkokulu memleketimde okudum. Ortaokul ve lise dönemine
geldi"imde, babam abimi okutabilmek amacıyla Ankara’ya ta!ınma kararı aldı. Tam tarihi net hatırlama-
makla birlikte 1950’lerin ortaları, 1955 civarıydı. Ortaokul ve liseyi Ankara Atatürk Lisesi’nde tamamladım.
Bilhassa lise yılları, hayata dair farkındalı"ımın arttı"ı, neyin ne oldu"unu anlamaya ba!ladı"ım bir dö-
nemdi. Tabii bunda ö"retmenlerin katkısı yadsınamaz. Özellikle ismini hâlâ saygıyla andı"ım matematik
ö"retmenimizMa!uk Bey vardı; tarzı, kendine güveni ve ders i!leyi!iyle ö"rencilerin ço"unumatemati"e ve
hiç alakaları olmasa bile #zi"e yönlendirirdi. O dönemden birçok arkada!ım sonradan bu alanlara e"ildiler.
Lise hayatımda matematikte ba!arılı, di"er derslerde ise standart bir ö"renciydim. O yıllarda gazetelerde
çıkan bilim haberleri, tanınmı! #zikçilerin TÜB$TAK Bilim Ödülü törenlerindeki konu!maları dikkatimi
çekerdi. Atom, atom #zi"i gibi kavramlar o ya!lardaki çocukların ilgisini cezbediyordu. Yanlı! hatırlamı-
yorsam Feza Gürsey’in bir ödül törenindeki konu!ması beni çok etkilemi!ti. Bunun yanında di"er bilim
insanlarının biyoloji ve kimya alanındaki çalı!maları da yava! yava! zihnimde yer etmeye ba!lamı!tı. $yi
bir lise e"itimi aldıysanız, kendi alanınız olmasa bile di"er disiplinlerden de anlayabiliyorsunuz. Sonra-
sında ODTÜ’ye girdim. Hazırlık sınıfını atladıktan sonra birinci sınıfta matemati"i de"il, #zi"i seçtim.
Bahsetti"im o yan etkiler kararımı !ekillendirdi ve tercihim #zik oldu.
Ba!langıçta ortalama bir ö"renciydim; çok !a!alı bir ba!arı gra#"im yoktu. Ancak 3. ve 4. sınıftan sonra
bazı konularda kendimi daha yetenekli hissederek o alanlara yönelmeye karar verdim. Matematiksel #zik,
kuantummekani"i ve rölativite (görelilik) gibi konular... Mezuniyet dönemimiz olan 1969 yılı, ODTÜ’de 68
olaylarının tam göbe"inde oldu"umuz bir süreçti. Boykotlar olur, dersler kesilir, bu yüzden mezuniyetler
uzardı. Normalde Haziran’da mezun olmamız gerekirken Kasım veya Aralık aylarında mezun olmak
zorunda kalmı!tık. Tüm bunlara ra"men mezun oldum.
Yüksek lisansımı yine ODTÜ’de yabancı bir hocayla çalı!arak tamamladım. Ancak aklımda hep kuantum
ve rölativite üzerine çalı!mak vardı. O sırada Feza Gürsey’in ODTÜ’ye gelece"ini duydum. Feza Bey,
1960’ların ba!ından itibaren Amerika’da Yale Üniversitesi’ndeydi ancak orayla anla!masına ara verip (izin
alarak) Türkiye’ye, ODTÜ’ye gelmek istemi!ti. Feza Bey’in !öyle bir sistemi vardı: Bir sene ODTÜ’ye gelir,
birkaç sene Yale’de kalır ve yanında be"endi"i ö"rencileri de götürürdü. %ansıma, yüksek lisansı bitirdi"im
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sene Feza Bey ODTÜ’ye geldi. Aslında kendisiyle daha önce, lisans 4. sınıfta bize kuantum mekani"i dersi
verdi"inde tanı!mı!tık ama ne zaman dönece"ini bilmiyordum. Doktora e"itimime onunla devam etmeye
karar verdim ve rölativite konusunda tez çalı!masına ba!ladım. Geldi"i sene verdi"i derslerin hepsini aldım.
ODTÜ’de tez projem için bana bazı makaleler vererek hazırlık yapmamı istedi. Ardından 1972-73 yıllarında
birlikte Yale Üniversitesi’ne gittik. Orada bir buçuk sene kadar kaldım ve tez çalı!mamı tamamladım.
Gitti"imde evliydim, bir kızım vardı; ailecek gitmi!tik. Dönü!te tezimi ODTÜ’de savundum ve Feza Bey
danı!manlı"ında doktora programımı tamamlamı! oldum. ODTÜ’de asistan profesör (yardımcı doçent)
olarak akademik hayata devam ettim. E"itim sürecim bu !ekilde tamamlandı.

S!: Gerçekten çok etkileyici bir süreç. Hemen arkasından !unu sormak istiyorum: Çukurova Üniversitesi,
TÜB$TAK, Max Planck Enstitüsü gibi birbirinden çok farklı kurumlarda bulundunuz. Bu çe!itlili"in
ara!tırmacı kimli"inizi nasıl etkiledi"ini merak ediyorum.

Bilimde bir yerde sabit kalıp orada devam etmeyi tercih edenler ve bu !ekilde ba!arılı olanlar var. Ancak
benim tercihim bu yönde de"ildi. Farklı yerlerde, farklı uzmanlarla çalı!ıp, aynı konuda kalmakla beraber
farklı metotlar ve yakla!ımlar ö"renmenin yararlı oldu"unu dü!ündüm. 1970’lerin sonunda Almanya’nın
Alexander von Humboldt Vakfı gibi özel bir burs programı vardı, ona ba!vurdum. Ev sahibi bir profesörle
proje hazırlayıp sunuyorsunuz, kabul edilirse o enstitüde çalı!ıyorsunuz. Münih’te tanıdı"ım bir hoca
vardı, onunla projeyi hazırladık ve Max Planck Enstitüsü’nde yakla!ık iki buçuk sene kaldım. E!im, kızım
ve o dönem do"an o"lumla birlikte çok verimli bir dönem geçirdik. Yabancı meslekta!larımla birçok proje
tamamladık, makaleler yazdık.
Yurt dı!ındaki enstitülerde bulunmak güzel ama Türkiye’de akademik bir hiyerar!i var ve bunu tamamla-
manız gerekiyor; doktoradan sonra yardımcı doçent, doçent ve profesörlük a!amaları gibi. Ya!ım daha fazla
ilerlemeden doçent olmaya karar verip ODTÜ’ye döndüm. Fakat 1980’lerin ba!ı, yani 81-82 yılları zorlu bir
dönemdi. Bizi etkileyen birkaç faktör vardı. Birincisi, henüz do"al gaz gelmedi"i için Ankara’da hava kirli-
li"i çok kötüydü. Kızım okuldan geldi"inde elini yüzünü yıkarken suyun simsiyah aktı"ını görürdük, bu da
hastalık endi!esi yaratıyordu. $kincisi, YÖK (Yüksekö"retim Kurulu) kurulmu!tu ve akademik yükselme
!artları de"i!mi!ti. Bu !artlar altında, Türkiye’de ba"ımsız bir yapısı olan Kocaeli Gebze’deki TÜB$TAK
Marmara Ara!tırma Enstitüsü’ne (MAM) gitmeye karar verdim. Orada $stanbul Teknik Üniversitesi’nden
Prof. Dr. Erdo"an %uhubi’nin ba!ında oldu"u, uygulamalı matematik alanında çalı!an bir grup vardı.
Kendisiyle görü!tüm, beni memnuniyetle davet etti. Enstitünün 500 metre ilerisinde mükemmel lojmanları
vardı, çocuklar için harika bir ortamdı. Orada 7-8 sene kaldık ve çok ba!arılı bir dönem geçirdik.
Ancak enstitülerde akademik unvan (doçentlik, profesörlük) alamıyorsunuz. Ya $stanbul’a gidecektim
ya da Çukurova Üniversitesi’ndeki arkada!ların davetini de"erlendirecektim. $stanbul Üniversitesi Fen
Fakültesi dekanından da davet almı!tım fakat e!im $stanbul’da ya!amanın zorluklarından, kira ve geçim
sıkıntısından çekindi"i için Çukurova Üniversitesi’ne gitmeye karar verdik. Orada yakla!ık üç buçuk sene
kaldık.
Ardından Bilkent Üniversitesi’nden davet aldı"ımızda Çukurova maceramız sona erdi. Kızım o sırada
ODTÜMatematik Bölümü’ne ba!lamı!tı, o"lum da e"itimine devam ediyordu. Çukurova’da da kampüs
hayatı ve lojman imkanları fena de"ildi ama Bilkent’in ara!tırma olanakları daha geni! oldu"u için ve
Ankara’ya dönme iste"imizle bu tekli# kabul ettik.

S!: Sizi dinlerken !unu dü!ündüm; bazen bir karar verirken, örne"in bir kursa ba!lamak veya bir yere
gitmek gibi, o süreç gözümüzde çok büyüyor. "$ki sene nasıl geçecek?" diyoruz. Ama sonra bakıyoruz ki
hayatın akı!ında o iki sene sadece bir basamakmı!, de"il mi?

Çok do"ru. Ancak bizim hayatımızda kararları tek ba!ıma vermiyordum. E!imle birlikte bu mücadeleye
girdik. Sa" olsun, e!im her konuda dü!üncelerime saygı gösterir. Gitmek istedi"imi bildi"inde, kendi düze-
nini bozacak olsa bile "Ben de istiyorum" derdi. Akademik hayatta bu tür de"i!iklikler bazen zorunludur.
%u ana kadar verdi"imiz kararlardan ve yaptı"ımız de"i!ikliklerden hiç pi!manlık duymadık.

28
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S!: Yani "Her ba!arılı erke"in arkasında bir kadın vardır" sözünü do"rulayabilir miyiz?

E!im bundan çok daha fazlasıdır.

S!: Harika hocam. Makalelerinize geçmeden önce, disiplinler arası çalı!malarda sizi en çok besleyen i!
birli"inin hangisi oldu"unu sormak istiyorum.

Fizikte bazen "moda" olan konular önemlidir. Benim asıl çalı!ma alanım Genel Görelilik (Rölativite).
1982’lere kadar yaptı"ım çalı!maların ço"u rölativite üzerinedir ve o dönemki güncel problemlere yöneliktir.
Özellikle Feza Bey ile yaptı"ım doktora tezime kaynak olan çalı!ma literatürde çok iyi bilinir. Yaptı"ımız i!i
!öyle özetleyebilirim: Fizikte "Einstein Alan Denklemleri" dedi"imiz, Einstein’ın 1915’te kurdu"u teoriyi
tanımlayan bir denklem sınıfı vardır. Newton veya Maxwell denklemleri gibi... Ancak bunlar matematiksel
olarak çok karma!ıktır. Bilim insanları, ilgilendikleri bölgeyi küresel veya eksensel simetrik varsayarak bu
denklemleri basitle!tirmeye çalı!ır. Örne"in Güne! sistemini inceliyorsanız, bu simetri varsayımları yanlı!
olmaz. Bizim yaptı"ımız, bu varsayımlarla denklemleri basitle!tirip kesin çözüm metotları türetmek ve
yorumlamaktır.
1982’den sonra ise kullandı"ımız tekniklerin matematiksel altyapısına, yani uygulamalı matemati"e daha
fazla e"ildim. "Mevcut teknikler yerine yeni teknikler geli!tirebilir miyiz?" sorusu bizi uygulamalı matema-
ti"e yöneltti. Geli!tirdi"iniz bu yeni teknikler ba!ka alanlarda da kullanılabiliyor. Böylece 1982 sonrasında
a"ırlıklı olarak uygulamalı matematik alanına adım atmı! oldum.

S!: Hocamnotlarıma göre; "$ntegrallenebilir Sistemler" üzerine çalı!malarınız var. Bu sistemler, ilk bakı!ta
karma!ık veya kaotik görünen yapıların, aslında belirli dönü!ümler altında bir düzen ve çözülebilirlik
barındırdı"ını gösteriyor. Sizin bu alandaki çalı!malarınızı "karma!anın içindeki düzeni aramak" olarak
yorumlayabilir miyiz?

Einstein denklemleri, dört boyutlu uzay-zamanda on tane bilinmeyeni olan çok karma!ık diferansiyel
denklemlerdir. Einstein bunu 1915’te ortaya koydu"unda çözmek neredeyse imkansızdı, bu yüzden uzun
süre kimse dokunamadı. Bu denklemler yerine de"i!ik teoriler sunanlar, yanlı! diyenler oldu. Zaman
zaman, özellikle TÜB$TAK’tayken, "Einstein’ın teorisini çürüttüm" veya "Yeni denklemler buldum" diyen
mektuplar alırdık. Ancak bu teoriyi anlayabilmek ve üzerine konu!abilmek için çok ciddi bir matematik ve
#zik altyapısı (Advanced Calculus, Diferansiyel Denklemler, Kısmi Diferansiyel Denklemler Diferansiyel
Geometri, Riemann Geometrisi vb.) üstüne bir de doktora derecesi almı! olması gerekir. Bu altyapıya
sahip olmayanların iddialarının bilimsel bir geçerlili"i olmuyor. Bugün arabesk müzik yapan birisi Bach’ı
anlayabilir mi?
Dönelim ara!tırıcı olarak buralarda neler yapılabilir? Ara!tırmacı olarak bizim yaptı"ımız, Newton teorisi-
nin açıklayamadı"ı, kozmoloji mertebesinde veya büyük kütleli objeler civarındaki olayları açıklayacak
modeller üretmektir. Son 10-15 yılda rölativite tekrar popülerle!ti; çünkü LIGO gibi gözlemevlerinde
kütleçekimsel (gravitasyonel) dalgalar gözlemlendi. Di"er yandan evrenin hızlanarak geni!ledi"i tespit
edildi. Einstein’ın teorisi kütleçekimsel dalgaları açıklıyor ancak evrenin hızlanarak geni!lemesini mevcut
haliyle tam olarak açıklayamıyor. Bu yüzden "Teoriyi nasıl genelleyebiliriz ki bu gözlemleri de kapsasın?"
sorusu güncel problemlerden biridir.

S!: $ntegrallenebilir sistemlerin kuantum versiyonlarıyla ilgileniyormu!sunuz. Bir gün klasik #zikle
kuantum #zi"ini ortak bir dilde, yani "Her %eyin Teorisi"nde bulu!turabilecek miyiz?

$n!allah. Fizikte iki çok ba!arılı teori var: Kuantum mekani"i ve Genel Görelilik. $kisi de kendi alanlarında
deneylerle do"rulanmı! durumda. Kuantum #zi"inin sadece mikroskobik dünyada (atom altı) geçerli
oldu"una inanılırdı ancak son Nobel ödülü alan çalı!malar, makroskobik dünyada da kuantum etkilerinin
(örne"in dolanıklık, tünelleme) gözlenebildi"ini gösterdi. Di"er taraftan kütleçekimsel dalgaların gözlem-
lenmesi de Einstein’ın teorisini do"ruladı. $ki kara deli"in çarpı!ması sonucu toplam kütlenin bir kısmının
enerjiye dönü!üp dalga olarak yayıldı"ını ölçebildik. O ölçümü yapanlar Nobel Ödülü aldılar. Onun da çok
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ilginç bir hikayesi var, sonra ba!ka bir zaman anlatırım in!allah. Kolay de"il ama inatçı ve konuyu çok iyi
bilen birisi olman gerekiyor. O inat sayesinde bu gravitasyonel dalgaları gözlemleyebildiler.
%imdi bu iki ba!arılı teori birle!ebilir mi? Birçok #zikçi bu iki teorinin birle!mesi gerekti"ine inanıyor.
Do"adaki dört temel kuvvetin (zayıf, elektromanyetik, güçlü ve kütleçekim kuvvetleri) birle!ti"i bir "Her
%eyin Teorisi" nihai hedef. Ancak son zamanlarda bu konuda çalı!an sayısı azaldı. Çünkü böyle bir teori
kurulsa bile do"rulu"unu test edecek teknolojiye ve deney imkanlarına !u an sahip de"iliz. Belki evrenin
ba!langıcındaki ko!ullarda bu birle!me gerçekle!mi!ti. Bu nedenle 8-10 sene önceki heyecan biraz azalsa
da, bu hâlâ bilimin önünde açık bir soru olarak duruyor.

S!: Hocam bir de e"rilerin yüzey üzerindeki hareketleriyle (motion of curves) ilgili bir çalı!manız var.
Notlarımda !öyle bir ifade var: "Bir e"rinin evrimiyle bir dalga denkleminin evrimi aynı matematiksel
kalıba girebiliyor." Fizikteki hareketin matematikte bir deformasyon olarak kar!ılık bulmasını nasıl
açıklarsınız?

Fizikteki pek çok olay dalga hareketiyle açıklanır. Bir ipin titre!imi, suyun yüzeyindeki dalgalanma veya
dumanın hareketi... Matematikte "Dalga Denklemi" veya "Isı Denklemi" gibi kısmi diferansiyel denklemler
bu olayları modellememizi sa"lar. Matematikçi olarak biz sırf merakımızdan, bu denklemin çözümünün
varlı"ıyla, çözüm metotlarıyla ve yapısıyla ilgileniriz. Denklemin su dalgasını mı yoksa gaz hareketini mi
temsil etti"i #zikçinin yorumudur.
Benim çalı!tı"ım alanlardan biri de diferansiyel denklemlerin "integrallenebilir" olup olmadı"ıdır. E"rilerin
hareketi ile bazı lineer olmayan denklemler (örne"in Schrödinger denklemi) arasında matematiksel bir
ili!ki vardır ve bu da integrallenebilir sistemlerin bir parçasıdır. E"er bir denklem sistemi integrallenebilirse,
çözüm bulmak için bildi"imiz standart metotları uygulayabiliriz. Ancak integrallenemeyen sistemler için
bu kadar !anslı de"iliz. Son 30-40 yılda uygulamalı matematikte "$ntegrallenebilir Sistemler" diye bir alan
olu!tu. Ben de Einstein denklemleriyle bu integrallenebilir denklem problemlerini birle!tirmek üzerine
epey zaman harcadım.

S!: Peki hocam, bu yo"un akademik çalı!maların dı!ında Metin Gürses kimdir? Hobileriniz nelerdir,
neler yapmaktan ho!lanırsınız?

Açıkçası pek bo! vaktim yok, zihnim neredeyse 24 saat projelerle me!gul. Bir probleme odaklandıysam
çözene kadar kafamdan atamıyorum. Evde de ruh gibi dola!ırım. Tabii burada e!imin bana çok büyük bir
deste"i oldu hayat boyu, 80 ya!ını a!tık hala da öyle. E!imle birlikte yürüyü! yapmayı severim; günde bir,
bir buçuk saat yürürüz. Klasik müzi"i ve Anadolu türkülerini severim. Satranç oynamaktan ziyade satranç
problemleri çözmekten ho!lanırım ama arada bilgisayarda kafa da"ıtmak için oynadı"ım da olur.

S!: Yurt dı!ında çok bulundunuz. Farklı kültürler ve ortamlar size neler kattı?

Akademik dünyada yurt içi veya yurt dı!ı çok fark etmiyor. Örne"in Max Planck Enstitüsü’nde en yakın
arkada!larım Yunanlıydı. Bilimin en güzel yanı budur; milliyet farkı ortadan kalkar, ortak dil bilim olur.
Bir problem üzerinde çalı!ırken kimin Türk, kimin Yunanlı oldu"u aklımıza bile gelmez. Kültürel olarak
Akdeniz ülkeleriyle çok benze!iyoruz. Almanların ayrı bir kültürü var. Bazı ak!amlar bira içmeye giderlerdi
ben gitmezdim mesela. Bira severim ama onlar a!ırı içiyorlar. Ondan sonra zaten #zikmi!, biyolojiymi!,
bilimmi!... :)

S!: :) kalmıyor do"ru. Hocam, TÜB$TAK, enstitüler ve çalı!tı"ınız gruplardaki geçmi!inize de dayanarak,
Türkiye’de temel bilimlerin yeri ve ara!tırma ko!ulları hakkında ne dü!ünüyorsunuz? Siz ve sizin gibi bu
denli çok ve de"erli bilim insanlarımız varken neden istenilen seviyede de"iliz?

Bu, üzerine çokça dü!ünülmü! ve yazılmı!, ba!lı ba!ına ayrı bir konu. Size kısa bir tarihçe anlatayım,
sonucuna siz karar verin.
Doktoramı tamamlayıp tez savunması için ODTÜ’ye döndü"ümde, rölativite (görelilik) alanında bir grup
olu!umu ba!lamı!tı. Amerika’dan, Maryland Üniversitesi’nden gelen Yavuz Nutku da ODTÜ’ye katılmı!tı;
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o da rölativite üzerine çalı!ıyordu. Yavuz Bey’in doktora ö"rencileri, ben ve sonradan aramıza katılan Tekin
Dereli ile birlikte 1975-80 yılları arasında çok güzel bir grup olu!turduk. Çok nitelikli çalı!malar yapıldı ve
grubumuz yurt dı!ında da tanınır hale geldi. Ancakmaalesef Türkiye’nin o dönemki zorlu !artları ODTÜ’ye
de yansıdı. 1975-80 arası hayat pek kolay de"ildi. Birçok arkada!ımız ayrılmak zorunda kaldı ve grubumuz
da"ıldı; ekibin yarısı Bo"aziçi Üniversitesi’ne geçti. Dolayısıyla bu grup devamlılı"ını sa"layamadı.
Ben Max Planck Enstitüsü dönü!ünde, daha önce bahsetti"im gibi Gebze’deki TÜB$TAKMarmara Ara!-
tırma Enstitüsü (MAM) Matematik Bölümü’ne geçtim. Benden sonra, $stanbul’a giden arkada!lar da oraya
geldiler ve aynı grubu orada tekrar kurduk. Ekibe yeni katılanlar da oldu; onlar Fizik Bölümü’ndeydi,
ben Matematik Bölümü’ndeydim. Hem uygulamalı matematikte hem de rölativitede Türkiye’de "tek"
diyebilece"im çok nitelikli bir grup meydana geldi. Fakat yine ülke !artları ve TÜB$TAK’ın iç dinamikleri
nedeniyle bu birliktelik de uzun sürmedi. Ben profesörlük kadrosu için Çukurova Üniversitesi’ne geçtim.
Benden sonra di"er arkada!lar da yava! yava! ayrıldı ve o grup da eridi. ODTÜ’deki olu!um yakla!ık 5 sene,
Gebze’deki ise en fazla 10 sene ya!ayabildi ve sonunda tamamen da"ıldı.
Gebze’deki o olu!um beni çok etkilemi!ti. E!imle birlikte, "Emekli olunca buraya geri döneriz" hayalleri
kuruyorduk. Ancak biz emekli olamadan o yapı kendili"inden da"ıldı. Orası gençler için nefes alabile-
cekleri, uzmanlarla çalı!ıp kendilerini geli!tirebilecekleri harika bir ortam, çok güzel bir modeldi. Ama
sürdürülemedi. Bizdeki ba!arılar ne yazık ki genellikle bireysel ba!arılardır. Evet, zaman zaman böyle
"tomurcuklanmalar", grupla!malar oluyor ama bir dı! etken gelip o tomurcu"u bozuyor. Bilkent’te benzer
bir grupla!ma oldu mu emin de"ilim; ben matematikte tek ba!ımaydım ancak zamanla ö"rencilerimle
birlikte kadromuz biraz geni!ledi. %imdi yava! yava! böyle bir olu!um olabilir diye dü!ünüyorum, in!allah
ömrü uzun olur.
Tabii temel bilimlerin durumu, genel olarak siyasi iktidarların öncelikleri arasına girip girmedi"iyle ilgilidir.
%imdiye kadar maalesef bu öncelikler arasına girmedi. Sadece üniversite ara!tırmaları de"il, genel bütçeden
e"itime ayrılan payın oranı bile dü!meye devam ediyor. Bu !artlarda büyük beklentilere girmek do"rusu
biraz hayalcilik olur.

S!: Bu durum elbette tartı!maya açık ama gençlerin gitmek istemesi bir noktaya kadar anla!ılır. Sadece
bilimsel geli!im de"il, dü!en ya!am standartları da bunda etkili. Peki hocam, sizin zamanınızda sizi
tekrar Türkiye’ye çeken tam olarak neydi? Eminim yurt dı!ında kalsaydınız orada da çok büyük ba!arılar
elde ederdiniz.

Bunun birkaç sebebi var. Birincisi ve belki de en önemlisi akademik kariyer basamaklarıydı. Üniversiteye
dönüp doçentlik ve profesörlük unvanlarını almak istedim. Yurt dı!ında çalı!tı"ım yerler genelde ara!tırma
enstitüleriydi. Enstitülerde üniversitelerdeki gibi bir akademik unvan/promosyon sistemi yoktur. Yale’de
bulundu"um dönemde zaten doktora ö"rencisiydim, Princeton’da ise 3-4 ay gibi kısa bir süre kaldım.
Dolayısıyla akademik unvanlarımı alabilmek için üniversiteye dönmem gerekiyordu.
Di"er önemli etken ise zorunlu askerlik hizmetiydi. Belirli bir ya!a gelince bu bir zorunluluk oluyor
ve kararlarınızı etkiliyor. Hatta tez danı!manım Feza Bey, "Burada kal, sana i! buluruz, devam edersin"
tekli#nde bulunmu!tu ama kalmadım. Askerlik ça"ım gelmi!ti. Belki tecil ettirilebilirdi ama ben dönüp bu
yükümlülü"ü yerine getirmeyi seçtim.

S!: Genç ara!tırmacılara veya ö"rencilerine nasıl bir yol haritası tavsiye edersiniz?

Tercihini yapmı! üniversite ö"rencileriyle konu!mak ba!ka, henüz lise sıralarındaki ö"rencilerle konu!mak
bamba!ka bir !eydir. Liseden mezun olma a!amasındaki gençlere tavsiyem !udur: Aklınızda, gönlünüzde
ne varsa onu yapın. Kimseyi, hatta anne ve babanızı bile bu konuda dinlemeyin. Kendi iç sesinize kulak
verin.
Bunu tecrübelerime dayanarak söylüyorum; ben 1991 yılında Bilkent’e geldim, yakla!ık 35 senedir burada-
yım. $lk 10 yıl üniversiteyi tanıtmak için Ankara, $stanbul, $zmir, Adana, Konya gibi pek çok !ehri gezdik,
liseleri ziyaret ettik. O dönem edindi"im izlenim !uydu: Çok parlak ö"renciler yanıma gelip, "Hocam
ben matematik okumak istiyorum ama babam istemiyor", "Fizi"e gelmek istiyorum ama annem ’Tıp
oku’ diye baskı yapıyor" diyorlardı. Bu tür ö"rencilerin bazıları, ailelerinin istedi"i bölümleri, örne"in
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Elektrik-Elektronik Mühendisli"ini seçtiler ama içlerindeki tutkuyu söndürmeyip Fizik veya Matematik ile
Çift Ana Dal (ÇAP) yaparak çözüm buldular. Ancak böyle bir çıkı! yolu bulamayanların ço"u ya ba!arısız
oluyor ya da okulu bitirse bile hayattan keyif almıyor, mesle"inde mutsuz oluyor.
$ster #zik, matematik, kimya, biyoloji gibi temel bilimler olsun, ister sanat veya spor olsun; bir genç lise
yıllarında kendisini bir alanda yetenekli görüyorsa o yoldan devam etmeli. Bizim toplumumuzda aileler
çocukları spora veya sanata yöneldi"inde "Çocuk elden gitti, gelece"i yandı" gözüyle bakıp yakınırlar.
Oysa durum hiç de öyle de"il; Kadın Voleybol Takımımızın uluslararası ba!arıları ortada. O nedenle lise
ö"rencilerine net tavsiyem: Kendinizi neye yetenekli hissediyorsanız, hiç çekinmeyin, o yolda yürüyün.
Sevmedi"iniz bir bölümü belki bitirirsiniz ama mutlu olamazsınız.
Üniversiteye gelmi!, bölümünü seçmi! ö"rencilere gelince; onlar bazen birinci veya ikinci sınıfta "Ben
!imdi ne yapayım?" diye soruyorlar. Onlara verdi"imiz tavsiyeler daha standart akademik yönlendirmeler
oluyor; "%u dersi al, bu programa bak" gibi. O ö"rencinin #zi"e veya matemati"e gerçekten yetenekli olup
olmadı"ını ba!ta bilemeyiz. Bu durum genellikle birinci sınıfın sonunda, hatta üçüncü ve dördüncü sınıfta
daha belirgin hale gelir. Kariyerlerine dair asıl kararı o olgunlu"a eri!tiklerinde kendileri veriyorlar.

S!: Te!ekkür ederim. Hocam, dünyanın gidi!atı, bilim ve teknolojinin ilerleyi!i kadar bilimdeki etik
ihlaller de sıkça gündeme geliyor. Özellikle bilimsel etik konusundaki görü!lerinizi merak ediyorum.

Selcan, bahsetti"in etik tartı!maların ve bazı olayların biraz dı!ındayım, o yüzden bu konuda çok iddialı
!eyler söylemem do"ru olmaz. Ancak kendi alanımdaki muazzam bilimsel ve teknolojik geli!melerden
bahsedebilirim.
Bugün dünyada kurulu laboratuvarların, konumlarından ve çevresel gürültüden kaynaklı belirli bir hassa-
siyet sınırı var. Bazı hassas deneyleri yeryüzünde yapma imkanımız yok. Örne"in, az önce kütleçekimsel
(gravitasyonel) dalgaları gözlemledi"imizden bahsettik. Bunu nasıl ba!ardık biliyor musun? Bir cismin1ω1020 santimetre hareket etti"ini tespit ettiler. 1ω1020 santimetre demek, pratikte sıfır demektir. Ancak
geli!tirilen teknolojiyle cisimlerin bu kadarcık titre!imini bile ispat ettiler. Kütleçekimsel dalga geçerken,
cismin bulundu"u yerden bu kadar minik bir sapma yaptı"ını sadece bir laboratuvar de"il, birçok merkez
aynı anda gözlemledi. Hassasiyet ve teknoloji çok ileri safhalarda.
Yine de evrendeki bazı olayları anlamak için yeryüzündeki laboratuvarlar yeterli olmuyor. Bu yüzden yava!
yava! uzaya, dünyanın yörüngesine istasyonlar kuruluyor. Bunlardan biri de LISA (Laser Interferometer
Space Antenna) projesi. Bu projede uydular, uzayda dev bir e!kenar üçgenin kö!eleri gibi konumlanacak ve
aralarında lazer ı!ınlarıyla ileti!im kuracaklar. Dünyadan algılayamadı"ımız pek çok rölativisttik astro#zik
olayını LISA sayesinde gözlemleyebilece"iz.
Ayrıca !u ana kadar biz evrenin, o sonsuz büyüklü"ün sadece bir kısmını görebiliyoruz. Neden? Çünkü
sadece bize ula!an elektromanyetik dalgaları (radyo dalgaları, gama ı!ınları, görünür ı!ık vb.) kullanıyoruz.
Teleskoplarımızla bu dalgaları toplayıp oralarda neler oldu"unu anlamaya çalı!ıyoruz. Fakat evren o kadar
büyük ki, ı!ı"ın bize ula!ması milyonlarca yıl sürüyor. Peki, ı!ı"ın bile ula!amadı"ı veya perdelendi"i o
öte tara&arı nasıl görece"iz? $!te o zaman kütleçekimsel dalgaları, uzay tabanlı istasyonları ve yeni nesil
teleskopları kullanaca"ız. Bilim dünyası !u an bunlarla u"ra!ıyor.
Bir di"er konu da –ki bu biraz bilim kurgu sınırlarına girebilir– Güne! sistemimizin ömrünün sonlu
olmasıdır. Belirli bir zaman dolduktan, yakla!ık 5 milyar yıl geçtikten sonra Güne!imiz ömrünü tamamla-
yacak; geni!leyerek (Kızıl Dev evresi) gezegenleri yutacak ve sonunda bir Beyaz Cüce’ye dönü!ecek. Bu
süreçte Dünya ve di"er gezegenler ya!anmaz hale gelecek veya yok olacak. Bu nedenle insanlı"ın, Güne!
sistemindeki o geni!leme ba!lamadan önce burayı terk etmi! olması gerekiyor. Bunu nasıl yapaca"ız? Uzay
istasyonları kurarak ve bu sayede uzay bo!lu"unda kendine yetebilen sistemlerle yeni yerle!im yerlerine
giderek.
Öncelikli hedef Güne! sisteminden kurtulmak olmalı. Peki kurtulunca i! bitiyor mu? Hayır, yeni ve genç bir
yerle!im yeri bulmamız lazım. Sadece bizim galaksimizde binlerce, evrende ise milyonlarca güne! sistemi
var. Bunların kimisi bizden genç, kimisi ya!lı. Bizden ya!lı olan sistemlerde muhtemelen ya!am formları
geli!mi!tir, hatta medeniyetleri bizden çok daha ileri olabilir. Bizden genç olan sistemlerde ise belki bizim
geçmi!imize benzer ilkel ya!am formları bulunabilir. "Dünyada canlılar olu!tuysa ba!ka yerde olu!amaz"
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diye bir kural yok. Aynı kimyasal bile!enler, aynı elementler ve benzer #ziksel !artlar varsa, ya!amın
olu!ması mümkündür. $nsanlı"ın gelecekte bu tür yerlere gitmeye ihtiyacı olacak. Bu belki binlerce nesil
sonrasının konusu ama insanlı"ın varlı"ını sürdürebilmesi için bunu ba!arması gerekiyor.

S!: Hocam, Contact (Mesaj) diye bir #lm vardı, belki izlemi!sinizdir. Orada kız, babasına "Uzayda yalnız
mıyız?" diye sordu"unda babası ho! bir espriyle "E"er sadece biz varsak, bumuazzam bir yer israfı olurdu"
cevabını veriyordu.

O repli"i hatırlıyorum, evet. %imdi olaya !öyle bakalım; evrende galaksiler ve yıldız sistemleri arasın-
daki uzaklıklar o kadar fazla ki... I!ık hızıyla bile gitseniz binlerce yıl sürüyor. Bilim kurgu #lmlerinde
görürsünüz; bu mesafeleri a!abilmek için insanları dondurup saklarlar, bin sene sonra uyandırırlar.
Ancak rölativitede kara delikleri farklı yorumlayan yakla!ımlar da var. Kara deliklerin birer "Solucan
Deli"i" (Wormhole) oldu"unu dü!ünenler mevcut. Bu konuda kimisi haklıdır, kimisi haksızdır; tam olarak
oturmu! bir konu de"il. Ama solucan delikleri teorik olarak gerçekten var olan matematiksel yapılardır.
Teoriye göre; bir uzay gemimiz olsun ve kara deli"e do"ru gidelim. Merkeze yakla!tı"ımızda kütleçekim
kuvveti çok fazladır. Ama e"er uzay gemimizi teknolojik olarak çok ileri seviyede ve sa"lam yaparsak,
o tüneli a!ıp ba!ka bir uzaya geçi! yapabiliriz. Bu geçi!, ya kendi evrenimizin ba!ka bir noktasına ya da
tamamen ba!ka bir evrene olabilir.
Tabii burada !öyle bir sorun var: Planladı"ınız noktaya gidebilir misiniz? Bugün otobüse bindi"inizde
$stanbul’a gidece"inizi biliyorsunuz. Ama böyle bir uzay gemisine binip bir solucan deli"inden geçseniz,
tünelin ucunun nereye çıkaca"ını bilebilir misiniz? Bu belirsiz.

S!: Filmde de benzer bir durum vardı. Oyuncu (Jodie Foster) bir kapsülün içinde solucan deli"inden
geçiyordu. Kendisi ba!ka bir evrene gidiyor, babasını görüyor, çok uzun bir deneyim ya!ıyor ama dünyaya
döndü"ünde ö"reniyor ki sadece 7 saniye geçmi!. Kapsül sadece 7 saniye boyunca sinyalden kaybolmu!.

Evet, bu rölativitedeki zaman geni!lemesi ve uzay-zaman bükülmesiyle ilgili ilginç bir paradoks. Solucan
delikleri teorik olarak bu tür yolculuklara izin verse de pratikteki sonuçları tam bir bilinmezlik.

S!: Evet, çok güzel gerçekten. Bu konular üzerine dü!ünmek, bir anlam arayı!ında olmak bile insanı
tatmin etmeye yetiyor. Peki, sonucunu bulsak ne olacak? Belki de "yolun kendisi güzeldir" diyebilir
miyiz? Mesela "Her %eyin Teorisi"ni buldu"umuzda ne de"i!ecek? Gerçekten mutlu mu olaca"ız, yoksa
bu durum beraberinde yeni problemleri mi getirecek?

Bizim ömrümüz boyunca bu temel konularda çok radikal de"i!iklikler olmayabilir. %u anki dönem, daha
çok etrafımızdaki olayları anlama devri. Hatta bildi"imizi zannetti"imiz !eyleri bile yanlı! biliyor olabiliriz.
Çünkü bir iddianın birkaç kez do"rulanması, onun kesinlikle do"ru oldu"unu göstermez. Bunun en basit
örne"i Newton teorisidir. Çok ba!arılı, her !eyi açıkladı"ı sanılan bir teoriydi ama yetersiz kaldı"ı noktalar
ortaya çıktı.
Dolayısıyla !u anki durumumuz sadece #zikte de"il, matematikte ve biyolojide de böyle; sürekli yeni
!eyler ö"reniyoruz. Biyolojide çok yeni geli!meler var mesela. Bilkent Üniversitesi mezunu bir ö"rencimiz
Harvard’a doktoraya gitmi!ti, Furkan Öztürk. Orada bir yıl sonra doktora konusunu de"i!tirip çok temel
bir soruya yöneldi: "Cansız maddeden canlılı"a geçi! nasıl oldu?" Bunu açıklayacak bir model geli!tirdiler
ve deneysel olarak da gösterdiler.
Yani do"adaki bu olayları henüz tam bilmiyoruz ama ö"reniyoruz. Benim ki!isel görü!üm !u; insanlık
tarihi boyunca ilerlemeler bazen yava! seyrediyor. Ancak bir e!ik a!ıldıktan sonra hız birdenbire artıyor.
Teknoloji geli!tikçe bu hız daha da artıyor.

S!: Evet hocam. Bunlar birbirini besleyen süreçler. Bilim geli!tikçe teknoloji ilerliyor, teknoloji ilerleyince
de o bilimi etkiliyor.

Kesinlikle. Çünkü iyi bir deney yapmak için iyi bir teknoloji lazım. $yi bir teknolojiyi elde etti"in zaman,
o deneyle hem biyolojide hem #zikte hem de kimyada yeni !eyler ke!fediyorsun. O teknolojik ilerleyi!
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bilime transfer oluyor. Birbirini besleyen bu döngü son zamanlarda çok arttı, baya"ı hızlı gidiyor. $leride
çok daha farklı !eyler görece"imize inanıyorum. Yanlı! insanlar kullanmadı"ı sürece bilim her zaman
insanlı"ın hayrına olur.

S!: Hocam, bunu yakın zamanda bir arkada!ımla tartı!tık. Oppenheimer’ın atom bombasını yapmasıyla
ilgili olarak arkada!ım, "Oppenheimer bunun bomba olarak kullanılaca"ını bilmiyordu" diyor. Ben de
bunun mümkün olmadı"ını, böylesi karma!ık bilimsel süreçlerin altından kalkmı! ve ortaya hakika-
ten muazzam bir yapı koyabilmi! bir zekanın bu denli büyük bir yıkımı beraberinde getirebilece"ini
öngörememi! olmasına ihtimal veremedi"imi söylüyorum.

Bilimsel sonucun bir bombaya dönü!ebilece"ini, bundan büyük bir güç elde edilece"ini kafasından ge-
çirmi! olabilir. O bir bilimin sonucu; zincirleme reaksiyon sayesinde ani bir enerji patlaması olu!uyor.
Oppenheimer bunu biliyordu. Ancak ben Oppenheimer’ın, insanların bunu gerçekten bir silah olarak kul-
lanaca"ını, o yıkımı yapaca"ını dü!ündü"ünü zannetmiyorum. "$nsanlık bunu yapmaz" diye dü!ünmü!tür.
Ama i!te askerlerle, politikacılarla süreç nasıl geli!tiyse... %imdi dünyanın her tarafı bombalarla dolu.

S!: Hocam bir de bilimin kötü ellere geçmesinden bahsediyoruz ya; yapay zeka da !u an çok hızlı bir
ilerleme kaydediyor. Kendi bilincini kazanmasına henüz vakit olsa da "Robotlar dünyayı ele geçirecek
mi?" gibi bilim kurgu muhabbetleri yapılıyor. Aslında dü!ününce, insanlar onlarsız hiçbir !ey yapamaz
hale geldi"i için bizi çoktan ele geçirdiler sayılmaz mı?

Yok, niye ele geçirsinler? Fi!ini çekersin, o robot durur. $leride ne olur bilemem ama !u anda öyle bir tehlike
yok. Robotu elektrik süpürgesi gibi dü!ün; alırsın, etrafı temizletirsin, i! yaptırırsın. Bunlar faydalı !eyler.
Mesela Einstein denklemlerinden bahsettik de"il mi? Bizim bu denklemleri çözebilmemiz için birtakım
varsayımlar yapmamız gerekir. Ancak bilgisayarlar, hiçbir varsayım olmadan do"rudan do"ruya o denk-
lemleri alarak simülasyon yapıyorlar. Bazı astro#ziksel olayları bu sayede görebiliyoruz. Yani robot veya
bilgisayar, bizim için i! yapan geli!mi! bir alettir. Kapasitesini ve yazılımını iyi yönetti"in sürece senin için
çalı!an bir araçtır.

S!: Haklısınız hocam. Ben aslında spekülasyonlardan bahsediyorum. "Robotlar dünyayı ele geçirecek"
diyerek bilim insanlarına çamur atan, klavye delikanlılı"ı yapan kesimler var ya... Ben genel olarak yapay
zekayı kastettim.

O robotlar dedi"imiz, çiplerle ve kodlarla, amacına uygun olarak imal edilmi!makinelerdir. "Kendi ba!ına
karar versin, hadi bir kısa yol bulsun, otonom hareket etsin" durumu !u an tam manasıyla mümkün de"il.
Ancak ileride çip teknolojisi geli!ir, insan beynine yakın biyolojik çipler veya benzeri yapılar olu!ursa...
$!te o zaman o robotlar kendi ba!larına karar verebilirler mi? Onu bilemem. Ama !u anda öyle bir !ey yok
ve teknoloji insanlı"ın faydasına çalı!ıyor.

S!: Kesinlikle öyle. Hocam, OpenAI !irketi ve ChatGPT örne"i var biliyorsunuz. Kurulu! felsefeleri ba!ta
tamamen açık kaynak ve !e’a&ık üzerineydi; bilimin geli!mesi için, insanlık yararına çalı!ıyorlardı. Ancak
zamanla bu !e’a&ık azaldı, i! ticari bir boyuta evrildi. Hatta yetkililerin !öyle bir açıklaması olmu!tu:
"Yapay zeka o kadar büyük verilerle besleniyor ki, artık bizim öngöremedi"imiz !ekilde ’ö"renmeyi
ö"reniyor’." Yani sistem, kendisine kodlanmayan becerileri de kendi kendine geli!tirebiliyor.

$!te bahsetti"im nokta o; bunun tam manasıyla gerçekle!mesi için çiplerin geli!mesi lazım. %u andaki
bilgisayar çiplerinin daha küçülmesi ve daha biyolojik bir hal alması, yani canlı varlı"ın yapısına yakla!ması
gerekebilir. "Olamaz" demiyorum. Çünkü !u anda "olmaz" denen !eylerin pek ço"u bence kısa zamanda
olacak.
Bundan yüz sene önceki bir #zikçiye, "Ben evimde otururken çocuklarımla telefonla görüntülü konu-
!uyorum" desem bana gülerdi. Ama bugün bu sıradan bir !ey. Ula!ımda daha hızlı, daha rahat ta!ıtlar
yapılabilir mi? Yapılacaktır. Biz Türkiye’de bazen farkında olamıyoruz ama bugün Amerika’daki temel
bilgisayar ve teknoloji düzeyine baksan !a!ırırsın. Bunu yapan da genellikle devlet de"il, özel sektör. Mesela
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uçan arabaların yakında kullanıma ba!layaca"ı söyleniyor. Bundan 25 sene önce "Duvardaki ekrandan
televizyon seyredilecek" dendi"inde !a!ırmı!tım. Ama i!te seyrediyoruz. Teknoloji çok çabuk ilerliyor ve
aynı zamanda temel bilimleri de besliyor. Ülkemiz de dahil olmak üzere bu alanlara ra"bet artıyor.

S!: Çok güzeldi gerçekten. Her !ey için çok te!ekkür ederim. Muazzam bir sohbetti. Çok sa" olun.

Ben te!ekkür ederim. Sa" olasın.

S!: Son bir !ey demek ister misiniz?

Çok te!ekkür ederim, ba!arılar dilerim. Sabırlı olun, çalı!ın!

Hazırlayanlar

SELCAN ŞENYURT
Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü, 3. Sınıf Ö"rencisi
! senyurtselcan409@gmail.com
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Doğruyu Ararken Yanılgılarla Karşılaş-
mak: Analizde Karşı Örnekler I
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Matematik, do!ası gere!i do!ruyu arayan bir bilimdir. Ço!u zaman “Bu ifade gerçekten do!ru mu?” sorusu
etrafında "ekillenir. Do!ru oldu!unu dü"ündü!ümüz bir önermeyi ispatlamak, matemati!in en temel
hede#erinden biridir. Ancak en az ispatlar kadar güçlü ve ö!retici bir araç daha vardır: kar"ı örnekler.
Bu kavram, bir önermenin hükmünü tek bir durum üzerinden geçersiz kılan yapıdır. Bazen uzun süren
tartı"malarla savunulan bir teoremin hatalı oldu!unu, tek bir kar"ı örnek açıkça gösterebilir. Bu durum,
matematikte kesinlik kavramının ne kadar hassas oldu!unu da ortaya koyar. Kar"ı örnekler, yanlı" genelle-
meleri yıkmanın, fazla geni" önermeleri daraltmanın ve yeni do!rulara ula"manın en etkili yollarından
biridir. Weierstrass’ın hiçbir yerde türevlenemeyen fakat her yerde sürekli olan ünlü fonksiyonu, buna
çarpıcı bir örnektir; yalnızca bir yanlı"ı ortaya koymakla kalmamı", fonksiyonlar teorisinde yeni bir bakı"
açısı kazandırmı"tır.
Bu tür örnekleri bulmak ilk ba"ta ö!renciler için oldukça zorlayıcı olabilir. Bir önermenin yanlı" oldu!unu
tek bir kar"ı örnekle gösterebileceklerini duyduklarında, bazı ö!renciler do!ru bir önermeyi de tek bir
örnekle “ispatlayabileceklerini” dü"ünürler. Her ne kadar yalnızca örnekler vererek bir teoremin ispatlana-
mayaca!ını bilseler de, bazı ö!rencilerin tek bir kar"ı örne!in bir önermeyi geçersiz kıldı!ını kabullenmeleri
kolay de!ildir. Bazı ö!renciler ise kar"ı örne!i yalnızca “istisnai” bir durum olarak görür ve bunun daha
genel bir yapıyı temsil edebilece!ini fark edemezler. Selden & Selden (1998)([6]) bu durumu "öyle ifade
etmi"tir:
Ö!renciler ço!u zaman tek bir kar"ı örne!in bir varsayımı çürüttü!ünü göremez. Bu durum, kar"ı örne!in
“var olan tek örnek” olarak algılanmasıyla meydana gelebilir; halbuki kar"ı örnek, daha genel bir durumu
temsil eder.
Zamanla ö!renciler, kar"ı örneklerin önemini kavrar ve onları üretme sürecine ilgi duymaya ba"larlar.
Yanlı" önermeleri çürütmek için kar"ı örneklerden yararlanmak, do!ru ifadeleri sınamak açısından son
derece etkili bir yöntemdir. Örne!in:

• Mevcut ifadeyi do!ru hale getirmek için hangi de!i"iklikler yapılabilir?
• Bir kar"ı örne!i de!i"tirip hala kar"ı örnek olarak kalmasını sa!layabilir misiniz?
• Kar"ı örne!inizin çürüttü!ü ba"ka önermeler dü"ünebilir misiniz?

Kar"ı örneklerin aranması matematik tarihinde önemli bir yer tutar. Bu duruma ili"kin üç ünlü örnekten
bahsedece!im.
$lk örnek, asal sayılarla ilgili tarihsel bir yanılgıya dayanır. Uzun yıllar boyunca matematikçiler yalnızca
asal sayılar üretecek bir formül bulmaya çalı"tılar. Bir dönem,22𝜔 + 1, 𝜔 ω ℕ
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"eklindeki sayıların her zaman asal oldu!una inanılıyordu. Ancak Euler bu inancı çürüten bir kar"ı örnek
buldu. 𝜔 = 5 için bu sayının asal olmadı!ını gösterdi:225 + 1 = 232 + 1 = 4 294 967 297 = 641 ε 6 700 417.
Bu biçimdeki asal sayılara Fermat asalları denir ve hangi düzgün 𝜔-genlerin çizilebilir oldu!unu belirlemede
önemli bir rol oynarlar. (Bkz. örne!in, Aaboe (1975) s. 84, [1]).
Asal sayılarla ilgili bir ba"ka varsayım ise hala ispatlanmayı ya da çürütülmeyi beklemektedir. Goldbach-
Euler varsayımı, Christian Goldbach tarafından 1742’de Euler’e yazdı!ı bir mektupta ortaya atılmı"tır
ve aldatıcı derecede basit görünür: 2’den büyük her çift sayı iki asal sayının toplamıdır. Örne!in, 12 =5 + 7, 20 = 3 + 17 ve benzeri.
Güçlü bilgisayarlar, olası kar"ı örnekleri bulmak için kullanılmı" ve 4, 6,… , 4ε1014 arasındaki sayılar içinde
hiçbir kar"ı örnek bulunamamı"tır (bkz. Richstein, 2000, [5]). 2000 yılında Faber& Faber adlı kitap yayınevi,
bu varsayımı iki yıl içinde ispatlayacak ya da çürütecek ki"iye 1milyon dolarlık bir ödül vadetmi"tir. Ancak
ödül hala sahipsizdir.
19. yüzyılda büyük Alman matematikçiKarl Weierstrass, "u ifadeye kar"ı ünlü kar"ı örneklerini olu"tur-
mu"tur: “E!er bir fonksiyon (𝜀, 𝜗) aralı!ında sürekli ise, bu aralıkta bazı noktalarda türevlenebilirdir.”
Bu tür fonksiyonlara daha sonraki bölümde ayrıntılı olarak de!inece!iz. Weierstrass, bu kar"ı örneklerini
ilk olarak 1861 yılında verdi!i derslerde göstermi", ardından 1872’de bir makalede yayımlamı"tır.
Onun örne!i, matematikte sezgilerin ne kadar yanıltıcı olabilece!ini açık biçimde ortaya koymu"tur. Uzun
süre “sürekli fonksiyonlar en azından bazı noktalarda türevlenebilir” dü"üncesi do!ru kabul edilmi"ti; oysa
Weierstrass’ın örne!i, her noktada sürekli ama hiçbir noktada türevlenemeyen bir fonksiyonun gerçekten
var olabilece!ini kanıtlamı"tır. Weierstrass’ın ünlü örne!i gibi büyük ke"i#erin ı"ı!ında, daha temel düzeyde
bir teoremin ispatını engelleyen kritik ko"ulları anlamamızı sa!layan Analiz’den birkaç çarpıcı kar"ı örne!i
ele alaca!ız.

Analiz’de Karşı Örnekler

Örnek 1. E!er 𝜛 ϑ ℝ→ ℝ fonksiyonu ℝ üzerinde sürekli ise, en az bir noktada türevlenebilirdir.

Kar!ı Örnek. $lk olarak, Weierstrass tarafından ortaya konulan fonksiyonu in"a edece!iz. Bunun için önce
testere di"i fonksiyonu olarak bilinen 𝜚0 ϑ ℝ → ℝ fonksiyonunu tanımlayalım: 𝜍, 𝜑 ve 𝜔 har#eri tam
sayıları göstermektedir:

𝜚0(𝛻) = ⌋⌈⌉
𝛻 ϖ 2𝜔, e!er 2𝜔 ∱ 𝛻 < 2𝜔 + 1,2𝜔 + 2 ϖ 𝛻, e!er 2𝜔 + 1 ∱ 𝛻 < 2𝜔 + 2,

𝜚0 fonksiyonu 2-periyotludur, yani her 𝛻 ω ℝ için 𝜚0(𝛻+2𝜑) = 𝜚0(𝛻) e"itli!i sa!lanır. %imdi de sıkı"tırılmı"
testere di"i fonksiyonunu tanımlayalım:

𝜚𝜍(𝛻) = (34)𝜍𝜚0(4𝜍𝛻).

Şekil 1. Testere di"i fonksiyonunun gra&!i.
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Bu fonksiyonun periyodu 𝜕𝜍 = 24𝜍 ’dir, yani her 𝛻 ω ℝ için 𝜚𝜍(𝛻 +𝜑𝜕𝜍) = 𝜚𝜍(𝛻) e"itli!i sa!lanır.ℵ-testine
göre{ϱ𝜍=0 𝜚𝜍(𝛻) serisi bir 𝜛 fonksiyonuna düzgün yakınsaktır, ve

𝜛(𝛻) = ϱ}
𝜍=0𝜚𝜍(𝛻)

fonksiyonu süreklidir. 𝜛 fonksiyonunun hiçbir noktada türevlenebilir olmadı!ını iddia ediyoruz. Herhangi
bir 𝛻 ω ℝ alalım ve ℶ𝜔 = 12⋛4𝜔 olsun. ℶ𝜔 → 0 iken a"a!ıdaki fonksiyonun limitinin olmadı!ını gösterece!iz:

ς𝜛ς𝛻 = 𝜛(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜛(𝛻)ℶ𝜔 = {ϱ𝜍=0 𝜚𝜍(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜍(𝛻)ℶ𝜔
Yukarıdaki seri içinde 𝜍 > 𝜔, 𝜍 = 𝜔, 𝜍 < 𝜔 olmak üzere üç tür terim vardır. E!er 𝜍 > 𝜔 ise ℶ𝜔 sayısı 𝜚𝜍
fonksiyonunun periyodunun bir tamsayı katı olacaktır:

ℶ𝜔 = 12 ⋛ 4𝜔 = 4𝜍ϖ(𝜔+1). 24𝜍 = 4𝜍ϖ(𝜔+1) ⋛ 𝜕𝜍,
dolayısıyla 𝜚𝜍(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜍(𝛻) = 0 elde edilir. Böylece ς𝜛ς𝛻 serisi 𝜔 + 1 terimin toplamına indirgenir:

ς𝜛ς𝛻 = 𝜚𝜔(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜔(𝛻)ℶ𝜔 + {𝜔ϖ1𝜍=0 𝜚𝜍(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜍(𝛻)ℶ𝜔 (1)

𝜚0(𝛻) fonksiyonunu kullanarak 𝜚𝜍(𝛻) fonksiyonunu a"a!ıdaki gibi ifade edebiliriz:
𝜚𝜍(𝛻) = ⌋⦃⌈⦃⌉

⦄34⟨𝜍 ⟩4𝜍𝛻 ϖ 2𝜔⟪, e!er 𝜔2𝜍ϖ1 ∱ 𝛻 < 𝜔2𝜍ϖ1 + 14𝜍 ,⦄34⟨𝜍 ⟩2𝜔 + 2 ϖ 4𝜍𝛻⟪, e!er 𝜔2𝜍ϖ1 + 14𝜍 ∱ 𝛻 < 𝜔 + 12𝜍ϖ1 .
Buradan açıktır ki 𝜍 = 𝜔 oldu!unda elde edilen 𝜚𝜔 fonksiyonunun [𝛻 ϖ 12⋛4𝜔 ,𝛻] aralı!ında e!imi 3𝜔
ve [𝛻,𝛻 + 12⋛4𝜔 ] aralı!ında e!imi ϖ3𝜔 olacaktır. Bu durumda (1) e"itli!inin sa! tarafındaki ilk terim için
a"a!ıdakiler elde edilir: ⟫⟫⟫⟫𝜚𝜔(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜔(𝛻)ℶ𝜔 ⟫⟫⟫⟫ = 3𝜔 (2)

Di!er taraftan 𝜍 < 𝜔 oldu!unda ⟫⟫⟫⟫𝜚𝜍(𝛻 ± ℶ𝜔) ϖ 𝜚𝜍(𝛻)ℶ𝜔 ⟫⟫⟫⟫ ∱ 3𝜍 (3)

oldu!u açıktır. (2) ve (3) de!erlendirmelerini (1) e"itli!inde gözönüne alırsak:⟫⟫⟫⟫ς𝜛ς𝛻 ⟫⟫⟫⟫ ∲ 3𝜔 ϖ (3𝜔ϖ1 + 3𝜔ϖ2 + … + 1) = 3𝜔 ϖ 3𝜔 ϖ 13 ϖ 1 = 12(3𝜔 + 1)
elde edilir. Buradan ℶ𝜔 → 0 iken ⟫⟫⟫⟫ς𝜛ς𝛻 ⟫⟫⟫⟫ → ϱ oldu!unu görürüz, bu da 𝜛 fonksiyonunun hiçbir noktada
türevlenebilir olmadı!ını söyler.

Örnek 2. E!er ℷ(𝜀) = 0 ise, ℸ(𝛻) = 𝜛(𝛻)ℷ(𝛻) fonksiyonu 𝛻 = 𝜀 noktasında dikey asimptota sahiptir.
Kar!ı Örnek. ⊳ = sin𝛻𝛻 fonksiyonu 𝛻 = 0 noktasında dikey asimptota sahip de!ildir.
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Örnek 3. E!er 𝜛(𝛻) ve ℷ(𝛻) fonksiyonlarının her ikisi de 𝛻 = 𝜀 noktasında süreksiz ise, o halde 𝜛(𝛻)ℷ(𝛻)
fonksiyonu da 𝛻 = 𝜀 noktasında süreksizdir.
Kar!ı Örnek. 𝜛(𝛻) = ⌋⌈⌉

sin𝛻𝛻 , 𝛻 ∳ 0,2, 𝛻 = 0, ℷ(𝛻) = ⌋⌈⌉
sin𝛻𝛻 , 𝛻 ∳ 0,12 , 𝛻 = 0.

(𝜛 ⋛ ℷ)(𝛻) = ⌋⌈⌉
sin2 𝛻𝛻2 , 𝛻 ∳ 0,1, 𝛻 = 0.

lim𝛻→0 sin𝛻𝛻 = 1 oldu!undan
lim𝛻→0𝜛(𝛻) = 1 ∳ 𝜛(0) = 2, lim𝛻→0 ℷ(𝛻) = 1 ∳ ℷ(0) = 12 .

Dolayısıyla hem 𝜛 hem de ℷ fonksiyonu 𝛻 = 0 noktasında süreksizdir.
Buna kar"ılık çarpımları: (𝜛 ⋛ ℷ)(𝛻) = ⌋⌈⌉

sin2 𝛻𝛻2 , 𝛻 ∳ 0,1, 𝛻 = 0
için lim𝛻→0 sin2 𝛻𝛻2 = ⦄lim𝛻→0 sin𝛻𝛻 ⟨2 = 1 = (𝜛 ⋛ ℷ)(0)
oldu!undan, 𝜛 ⋛ ℷ fonksiyonu 𝛻 = 0 noktasında süreklidir.
Örnek 4. ℷ(𝛻) fonksiyonu 𝛻 = 𝜀 noktasında türevlenebilir de!ildir, ve 𝜛(𝛻) fonksiyonu da 𝛻 = ℷ(𝜀)
noktasında türevlenebilir de!ildir. Bu durumda ℸ(𝛻) = 𝜛(ℷ(𝛻)) fonksiyonu da 𝛻 = 𝜛(ℷ(𝜀)) noktasında
türevlenebilir de!ildir.

Kar!ı Örnek. ℷ(𝛻) = 23𝛻 ϖ 13 ❲𝛻❲ fonksiyonu 𝛻 = 0 noktasında türevleneblir de!ildir. 𝜛(𝛻) = 2𝛻 + ❲𝛻❲
fonksiyonu da 𝛻 = ℷ(0) noktasında türevlenebilir de!ildir. Buna kar"ın ℸ(𝛻) = 𝜛(ℷ(𝛻)) = 𝛻 fonksiyonu𝛻 = 𝜛(ℷ(0)) = 0 noktasında türevlenebilirdir.
Örnek5.𝜛(𝛻) fonksiyonu (0,ϱ) aralı!ında türevlenebilir ve lim𝛻→ϱ 𝜛(𝛻) vardır. Bu durumda lim𝛻→ϱ 𝜛φ(𝛻)
vardır.
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Kar!ı Örnek. 𝜛(𝛻) = sin(𝛻2)𝛻 fonksiyonu (0,ϱ) aralı!ında türevlenebilirdir ve lim𝛻→ϱ sin(𝛻2)𝛻 vardır. Ancaklim𝛻→ϱ 𝜛φ(𝛻) = lim𝛻→ϱ 2𝛻2 cos(𝛻2)ϖsin(𝛻2)𝛻2 yoktur.

Örnek 6. E!er bir 𝜛(𝛻) fonksiyonunun türevi 𝛻 = 𝜀 noktasında pozitifse, o zaman 𝛻 = 𝜀 etrafında bir
kom"ulukta fonksiyon artandır.

Kar!ı Örnek: 𝜛(𝛻) = ⌋⌈⌉
𝛻 + 2𝛻2 sin❳ 1𝛻/ , 𝛻 ∳ 0,0, 𝛻 = 0

"eklinde tanımlansın.

Bu fonksiyonun türevi 𝜛φ(𝛻) = ⌋⌈⌉
1 + 4𝛻 sin❳ 1𝛻/ ϖ 2 cos❳ 1𝛻/ , 𝛻 ∳ 0,1, 𝛻 = 0

"eklindedir.

Burada 𝜛φ(0) = 1 > 0 oldu!undan türev 𝛻 = 0 noktasında pozitiftir. Ancak, türev 𝛻 = 0 civarındaki her
kom"ulukta hem pozitif hem de negatif de!erler almaktadır. Bu da, 𝜛(𝛻) fonksiyonunun 𝛻 = 0 noktası
çevresinde hiçbir kom"ulukta monoton olmadı!ını göstermektedir.
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Örnek 7. E!er 𝜛(𝛻) fonksiyonu her 𝛻 ω [𝜀, 𝜗] için tanımlı ve
⨋𝜗
𝜀 ❲𝜛(𝛻)❲ ⊲𝛻

varsa, o zaman ⨋𝜗
𝜀 𝜛(𝛻) ⊲𝛻

da vardır.

Kar!ı Örnek: Dirichlet fonksiyonunu kullanalım:

𝜛(𝛻) = \1, 𝛻 rasyonel ise,ϖ1, 𝛻 irrasyonel ise.
Burada ❲𝜛(𝛻)❲ = 1
oldu!undan ⨋𝜗

𝜀 ❲𝜛(𝛻)❲ ⊲𝛻 = 𝜗 ϖ 𝜀.
Fakat ⨋𝜗

𝜀 𝜛(𝛻) ⊲𝛻
mevcut de!ildir.

Bunu belirli integralin tanımını kullanarak gösterelim. [𝜀, 𝜗] kapalı aralı!ını alalım. Bu aralı!ı 𝜔 alt aralı!a
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bölelim ve Riemann toplamlarının limitine bakalım:

0 = limmax ς𝛻1→0
𝜔ϖ1}
1=0 𝜛(21)ς𝛻1.

Burada her alt aralıktan seçilen 21 noktası rasyonel veya irrasyonel olabilir. E!er tüm 21’ler rasyonel seçilirse,
toplam 0 = 𝜔ϖ1}

1=0 1 ⋛ ς𝛻1 = 𝜗 ϖ 𝜀
elde edilir. E!er tüm 21’ler irrasyonel seçilirse, toplam

0 = 𝜔ϖ1}
1=0(ϖ1) ⋛ ς𝛻1 = ϖ(𝜗 ϖ 𝜀)

elde edilir. Rasyonel ve irrasyonel seçimler karı"tırılırsa, toplam bu iki de!erin arasında herhangi bir de!er
alabilir.

Dolayısıyla limit tek bir de!ere yakla"maz ve

⨋𝜗
𝜀 𝜛(𝛻) ⊲𝛻

Riemann anlamındamevcut de"ildir.

Örnek 8. E!er her 𝜔 = 1, 2, 3,… için 𝜗𝜔 ∱ 𝜀𝜔 ve{ 𝜀𝜔 yakınsak ise, o halde{ 𝜗𝜔 serisi de yakınsaktır.
Kar!ı Örnek. 𝜀𝜔 = 0, 𝜗𝜔 = ϖ 1𝜔 için, her 𝜔 = 1, 2, 3,… için 𝜗𝜔 ∱ 𝜀𝜔 ve { 𝜀𝜔 yakınsaktır, ancak { (ϖ1)𝜔
ıraksaktır.

Örnek 9. E!er her 𝜔 = 1, 2, 3,… için ❲𝜗𝜔❲ ∱ ❲𝜀𝜔❲ ve { 𝜀𝜔 yakınsak ise, o halde { 𝜗𝜔 serisi de yakın-
saktır.

Kar!ı Örnek. 𝜀𝜔 = (ϖ1)𝜔𝜔 ve 𝜗𝜔 = 1𝜔 alalım. Burada her 𝜔 = 1, 2, 3,… için ❲𝜗𝜔❲ ∱ ❲𝜀𝜔❲ sa!lanır ve{ (ϖ1)𝜔𝜔 serisi (alterne harmonik seri) yakınsaktır. Ancak harmonik seri{ 1𝜔 ıraksaktır.
Örnek 10. ⨌ϱ𝜀 𝜛(𝛻) ⊲𝛻 has olmayan integral yakınsak ise, ⨌ϱ𝜀 ❲𝜛(𝛻)❲ ⊲𝛻 has olmayan inegral de yakın-
saktır.

Kar!ı Örnek. ⨋ϱ
1 sin𝛻𝛻 ⊲𝛻

integrali yakınsaktır, ancak ⨋ϱ
1 ❲sin𝛻𝛻 ❲ ⊲𝛻

integrali ıraksaktır. ℸ(𝜀) =⨋𝜀
1 sin𝛻 ⊲𝛻.

fonksiyonunu tanımlayalım. ℸ(𝜀) fonksiyonu sınırlıdır ve lim𝛻→ϱ 1𝛻 = 0. Dirichlet kriterine göre
⨋ϱ
1 sin𝛻𝛻 ⊲𝛻
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integrali yakınsaktır.
Di!er yandan, ❲sin𝛻𝛻 ❲ ∲ sin2(𝛻)𝛻 = 1 ϖ cos 2𝛻2𝛻
Burada⨌ϱ1 cos 2𝛻2𝛻 ⊲𝛻 integrali yakınsakken,⨌ϱ1 12𝛻⊲𝛻 integrali ıraksaktır. Buradan⨌ϱ1 1ϖcos 2𝛻2𝛻 ⊲𝛻 integralinin
ıraksaklı!ı, dolayısıyla da ⨌ϱ1 ❲ sin𝛻𝛻 ❲ ⊲𝛻 integralinin ıraksaklı!ı elde edilir.
Bu yazıda, Analiz alanından seçilmi" dikkat çekici kar"ı örnekler aracılı!ıyla matematikte ispatın sınırlarını
ve sezgilerin nasıl yanıltıcı olabilece!ini inceledik.

Sonraki sayılarda, aynı yakla"ımı Cebir, Topoloji ve di!er temel matematik alanlarına da geni"leterek,
farklı konularda kar"ı örneklerin nasıl ortaya çıktı!ını ve dü"ünme biçimimizi nasıl zenginle"tirdi!ini
göstermeye devam edece!iz.
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Sanat denilince belki de birço!umuzun aklına Rönesans dönemi sanatçıları ve eserleri gelir. Bu dönemin
örneklerindeMichelangelo’nunDavutHeykeli’ndenLeonardo daVinci’ninMonaLisa’sına, Raphael’inAtina
Okulu’ndan Botticelli’nin Venüs’ün Do!u"u’na uzanan bir serüven bizleri kar"ılar. Ancak bu klasik anlayı"ın
tam kar"ısında, Rönesans’ın idealize edilmi" ve net hatlara sahip dünyasını terk eden Claude Monet durur.
Monet, izleyiciyi do!anın sürekli de!i"en ı"ık oyunları ve geçici anlarıyla ba" ba"a bırakmı"tır. Özellikle
sanatçının TheWater Lily Pond eseri, bu radikal de!i"imin bir simgesi olarak, dura!an formların yerini ı"ı!ın
ve rengin dans etti!i canlı bir do!aya bırakı"ını gözler önüne sermektedir. Sanatın görünenin ötesine geçme
arzusu ise bizi Man Ray’in Shakespeare Denklemleri’ne götürür. Monet nasıl ı"ı!ı yakalamaya çalı"tıysa,
Man Ray de karma"ık matematiksel modelleri sanatsal objelere dönü"türerek, bilimin katı kuralları ile
sanatın sürrealist ruhunu "a"ırtıcı bir denklemde birle"tirmi"tir. Bu yazıda rotamızı do!anın ı"ı!ından
zihnin geometrisine çevirece!iz ve Man Ray’in, matemati!in so!uk formüllerini sanata dönü"türdü!ü
Shakespeare Denklemleri serisini mercek altına alaca!ız.

Man Ray Kimdir?

Man Ray (1890-1976)

1890 yılında Philadelphia’daRus göçmeni bir ailenin çocu!u olarak,
Emmanuel Radnitzky adıyla dünyaya gelen sanatçı, sanat tarihine
kazınan ismiyle Man Ray kimli!ini adeta bir zırh gibi ku"anmı"tır.
Ancak onun asıl sanatsal do!u"u, 1921 yılında sanatın kalbinin
attı!ı Paris’e ta"ınması ve Montparnasse’ın bohem dünyasına adım
atmasıyla gerçekle"ir.

Burada Marcel Duchamp ile kurdu!u derin dostluk ve Dadaizm’in
yıkıcı esteti!i, onu geleneksel sanatın tüm kurallarını reddetmeye
itmi"tir. O ne tam bir ressamne de tam bir foto!rafçıdır; eline geçen
her türlü nesneyi ve tekni!i kullanarak gerçekli!i manipüle eden
bir “#kir i"çisidir”. Kendisini bir “arıza” olarak gören Man Ray için
sanat, estetik bir hazdan ziyade zihinsel bir kı"kırtmadır.

Sanatçının en belirgin özelli!i, araçlar ve teknikler arasındaki hiye-
rar"iyi tamamen yok etmesidir.Monet ve ça!da"ları gözün gördü!ü
ı"ı!ı yakalamaya çalı"ırken, Man Ray karanlık odada kamerasız
foto!ra$ar (rayogramlar) üreterek ya da bir ütüye çiviler yapı"-
tırarak nesnelerin i"levini ve anlamını tersyüz etmi"tir. "Foto!-
ra$ayamadı!ım "eyleri resmediyorum, resmedemediklerimi ise
foto!ra$ıyorum" diyerek, sanatın ilham kayna!ının dı" dünyadan
de!il, sanatçının kendi rüyalarından ve bilinçaltından gelmesi gerekti!ini savunmu"tur. Onun eserlerinde
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kadın bedeni bir kemana dönü"ebilir veya bir metronomun tiktaklarına bir göz e"lik edebilir; çünkü Man
Ray’in dünyasında mantık, yerini "iirsel bir absürtlü!e bırakır.

%"te bu sınır tanımaz entelektüelmerak, onu 1930’larda sanat çevrelerinin hiç beklemedi!i bir yere, Paris’teki
Henri Poincaré Enstitüsü’nün tozlu odalarına sürükler. Bu kez ilhamı, do!anın romantik manzaraları veya
insan anatomisi yerine, insan zihninin en soyut ve en kesin ürününde;matematikte aramaya ba"lar. Birazdan
detaylarına inece!imiz, formüllerin so!uk dünyasını Shakespeare’in dramatik evreniyle bulu"turdu!u o
me"hur serüven, sanatçının bilimsel güzelli!i ke"fetti!i bu noktada "ekillenir.

Man Ray’in Matematikle Olan Diyaloğu

Bu ismin arkasında, sava"ın gölgesinden Hollywood’un ı"ıltısına uzanan zorunlu bir göç hikayesi ve Man
Ray’in zihnindeki müthi" bir sentez yatar. Hikâye, 1934 yılında Max Ernst’in önerisiyle ba"lar. Man Ray,
Paris’teki Henri Poincaré Enstitüsü’ne adım attı!ında, kendini “tozla örtülmü", ah"ap, alçı ve telden yapılmı"
yüzlerce garip nesneyle dolu lo" bir salonda” bulur. Bu matematiksel modeller, 19. yüzyılın sonlarında
ö!rencilere soyut formülleri anlatmak için üretilmi" olsa da, Man Ray onlara bir matematikçi gibi de!il, bir
sürrealist gibi bakar. O, formülleri de!il formların gizli esteti!ini görür.

Ancak bu nesnelerin Shakespeare Denklemleri’ne dönü"mesi için tarihin devreye girmesi gerekecektir.
1940’ta Hitler’in orduları Paris’e yakla"tı!ında "ehri terk etmek zorunda kalan sanatçı, çalı"malarını geride
bırakarak Hollywood’a yerle"ir. 1948 yılında, Paris yıllarından kalan o model foto!ra$arını nihayet geri
aldı!ında, onları sadece birer foto!raf olarak bırakmaz; bu siyah-beyaz kareleri renkli ve canlı ya!lı boya
tablolara dönü"türmeye ba"lar.

Man Ray, modellerin kıvrımlarında, sivri uçlarında ve bo"luklarında insani (antropomor#k) özellikler görür.
Bu yüzden seriye ba"langıçtaHuman Equations (!nsani Denklemler) adını verir. Fakat eserler Beverly
Hills’teki Copley Gallery’de sergilenece!i sırada, Man Ray daha cüretkâr bir adım daha atar. Matemati!in
evrensel do!rulu!u ile Shakespeare’in evrensel dramını birle"tirmeye karar verir.

Ona göre, karma"ık bir geometrik yüzeyin yarattı!ı görsel gerilim, Shakespeare’in tragedyalarındaki duygu-
sal gerilimle örtü"mektedir. Örne!in, matematikçilerin Kummer Yüzeyi olarak bildi!i karma"ık ve dikenli
bir formu King Lear (Kral Lear) olarak adlandırır. Bu sivri yapılar artık sadece bir fonksiyonun gra#!i de!il,
Kral Lear’ın acı çeken ruh halinin ve kızlarıyla ya"adı!ı çatı"manın görsel bir kar"ılı!ıdır. Bir ba"ka modeli
Hamlet, di!eriniMacbeth olarak isimlendirerek serinin adını Shakespearean Equations (Shakespeare
Denklemleri) olarak de!i"tirir.

Böylece Man Ray; bilimin so!uk, kesin ve duygusuz dili olan matematik ile insan do!asının en tutkulu,
kaotik ve duygusal dili olan Shakespeare tiyatrosunu aynı tuvalde bulu"turur. Bu isim de!i"ikli!i basit
bir adlandırma de!il, sürrealizmin en büyük hede$erinden biri olan zıtlıkların birli!i dü"üncesinin bir
kanıtıdır.

Shakespeare Denklemleri

Tarihsel süreci bir kenara bırakıp do!rudan eserlerin kendisine, yani tuvallerdeki görsel ispatlara odaklana-
lım. Man Ray, bu seride rastgele bir isimlendirme yapmamı"; aksine matematiksel yüzeylerin topolojik
karakteri ile Shakespeare oyunlarının dramatik örgüsü arasında "a"ırtıcı bir izomor#zma (e" yapı) kurmu"-
tur. Sanatçı, denklemlerin çözüm kümesindeki geometrik davranı"ları —keskinlik, süreklilik, iç içe geçme
veya kopu"ları— oyunlardaki duygusal gerilimlerle e"le"tirmi"tir.

%"te matemati!in soyut formlarının, Shakespeare’in etten kemikten karakterlerine dönü"tü!ü o çarpıcı
örnekler:
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Kral Lear (King Lear):Man Ray bu eserde, ünlü Kummer yüzeyi-
nin karma"ık yapısal katmanlarını, Shakespeare’in Kral Lear oyu-
nundaki karakter hiyerar"isiyle ili"kilendirir. Modelin üst kısmın-
daki geni"leyen yüzeyi Lear’ın kendisi (ve belki de tacı/otoritesi)
olarak yorumlarken, alt tabakaları onun trajik kaderini payla"an
kızları ve krallı!ın çökü"ü olarak betimlemi"tir. Matematiksel bir
yüzeydeki delikler ve bükülmeler ise, trajedinin yarattı!ı yıpran-
mı"lık ve çözülmenin görsel bir metaforuna dönü"ür.

Windsor’un "en Kadınları (The MerryWives of Windsor):
Bu tablo, eliptik fonksiyonlar teorisinin temel ta"larından biri olan
Weierstrass fonksiyonunun türevinin kutuplarını temel alır. Ancak
Man Ray’in bakı" açısıyla bu kutuplar ve dalgalanmalar, Wind-
sor’un &en Kadınları’na dönü"mü"tür. Sanatçı, matematiksel yapı-
nın içsel ritmini ve karma"ayı kullanarak, oyunun ne"eli, hareketli
ve kurnaz yapısını yansıtmı"; böylece so!uk bir gra#kten insani ve
mizahi bir dokunu" çıkarmayı ba"armı"tır.

JuliusCaesar: Serinin belki dematematiksel olarak en ilginçmeta-
forlarından biridir. Man Ray’in Julius Caesar yorumu, 𝜔 = 𝜀(1ω𝜗)
fonksiyonunun z = 0 noktasında temel tekilli!ini esas alır. Kar-
ma"ık analizde bir fonksiyonun davranı"ının en öngörülemez ol-
du!u bu tekillik noktası, sanatçının gözünde bir imparatorun trajik
sonunu ve ihaneti simgeleyen güçlü bir metafora dönü"mü"tür.
Fonksiyonun tekillik çevresinde adeta patlayan yapısı ile Sezar’ın
dü"ü"ü arasındaki analoji büyüleyicidir.

On !kinci Gece (Twelfth Night): Farklı matematiksel modelleri
(özellikle eliptik integrallere ait yüzeyleri) bir araya getiren bu eser,
yüzeyler ve e!riler arasındaki etkile"imi vurgular. Tablodaki spiral
"ekiller ve birbiriyle kesi"en geometrik yapılar, Shakespeare’in On
#kinci Gece oyunundaki kılık de!i"tirmeleri, kimlik karma"alarını
ve yanlı" anla"ılmalar üzerine kurulu mizahi örgüyü yansıtır. Ge-
ometrik formların iç içe geçmesi ise, oyunun olay örgüsündeki
dü!ümleri görselle"tirir.
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Macbeth: Bu eser, keskin hatlara ve agresif bir geometrik yapıya
sahip bir modeli temel alır. Man Ray, modelin yüzeyindeki sert
kö"eleri ve bıçak gibi kesilen formları, Macbeth’in dizginlenemez
hırsı ve bu hırsın getirdi!i "iddetle özde"le"tirmi"tir. Matematiksel
süreklili!in yerini burada keskin kırılmalar alır; tıpkı Macbeth’in
ahlaki çökü"ü ve “uykuyu öldüren” vicdan azabı gibi, bu form da
izleyicide tekinsiz bir his uyandırır.

Hamlet:Man Ray, bu tablo için, kendi içine kapanan, kıvrımlı ve
kapalı bir topolojik yüzeyi seçmi"tir. Sanatçı bir röportajında, bu
formun beyaz ve çıkıntılı yapısının kendisine Yorick’in kafatasını
(oyunun me"hur mezarlık sahnesini) ça!rı"tırdı!ını belirtmi"tir.
Modelin karma"ık ve döngüsel yapısı, Hamlet’in eylemsizli!ini,
zihnindeki bitmek bilmeyen “olmak ya da olmamak” döngüsünü
ve melankolisini simgeleyen mükemmel bir geometrik metafordur.

Othello: Serinin en a!ır ve karanlık formlarından biridir. Man Ray,
bu eserde oldukça yo!un, kütlesel bir matematiksel objeyi (genel-
likle bir elipsoit veya kapalı yüzey varyasyonu) kullanmı" ve onu
koyu, gölgeli tonlarla resmetmi"tir. Bu görsel a!ırlık, Othello’nun
ruhunu ele geçiren kıskançlı!ın (o “ye"il gözlü canavarın”) bo!ucu
etkisini temsil eder. Matematiksel hacmin büyüklü!ü, karakterin
trajik hatasının büyüklü!üyle örtü"ür.

Antony veKleopatra:Di!er eserlerden farklı olarak bu kompozis-
yon, tek ve bütünle"ik bir yapı yerine, birbiriyle etkile"im halindeki
iki ayrı geometrik formu (genellikle kesi"en silindirler veya jeode-
zik e!riler) içerir. Man Ray, bu iki formu, tarihin ve tiyatronun
en ünlü a"ıkları olan Antony ve Kleopatra olarak kurgulamı"tır.
Matematiksel olarak birbirine te!et geçen veya kesi"en bu yapılar,
karakterlerin politik ve duygusal olarak birbirinden kopamayı"ını,
kaderlerinin birbirine dü!ümlenmi" halini sembolize eder.

Sonuç olarak, Man Ray’in Shakespeare Denklemleri serisi, bizlere matemati!in yalnızca kâ!ıt üzerindeki
so!uk sembollerden ibaret soyut bir evren olmadı!ını hatırlatır. O, Henri Poincaré Enstitüsü’nün tozlu
ra$arında unutulmu" cebirsel yüzeylere baktı!ında, bir matematikçinin gördü!ü fonksiyonu de!il, o
fonksiyonun ardındaki "iirsel potansiyeli görmü"tür.
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Bir Kummer yüzeyinde Kral Lear’ın trajedisini ya da bir eliptik fonksiyonda Othello’nun kıskançlı!ını
bulabilmek; bilimin evrensel do!ruları ile sanatın öznel duygularının aslında aynı hakikatin iki farklı
yüzü oldu!unu kanıtlar. Bu eserler bizler için üzerinde çalı"tı!ımız formüllerin katı kesinli!inin ötesinde,
ke"fedilmeyi bekleyen estetik bir ruh ta"ıdı!ının en zarif ispatıdır. Belki de artık karma"ık bir denkleme
bakarken, sadece çözüm kümesini de!il, gizli kalmı" bir sanat eserini de görmeye çalı"malıyız.
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Deterministik Model: Aynı Dinamiğin İki
Yüzü

DERYA ALTINTAN

Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü
! deryaaltintan@hacettepe.edu.tr

Do!adaki birçok süreç oldukça kalabalıktır. Örne!in, bir popülasyonda pek çok farklı tür bulunur ve popü-
lasyonun dinamiklerini, bu türlerin birbirleriyle olan ili"kileri belirler; canlı organizmaların davranı"ları,
sayısız molekülün birbirleriyle etkile"ime girmesiyle "ekillenir; bir mühendislik probleminde, birbirlerine
ba!lı çalı"ma modları ve olası arıza durumları vardır; bir biyokimyasal reaksiyon a!ında, birçok farklı tür,
birbirleriyle etkile"ime girerek yeni türler olu"turur. Dolayısıyla hem hayatta hem de laboratuvarda ortam
oldukça kalabalıktır. Türler, sını#ar ve durumlar üçlü be"li dizilir ve sistemlerin dinamiklerini bunların
arasındaki ili"kiler belirler.
Biz çalı"mamızda tüm bu sistemleri, A,B ile temsil edilen iki farklı türden olu"an bir sistem üzerinden
inceleyece!iz. Burada, A, B bir biyokimyasal süreç için iki farklı tür, bir popülasyon dinami!i için av–avcı
gibi iki canlı organizma ya da bir mühendislik problemi için girdiler ve çıktılar olarak dü"ünülebilir. Söz
konusu sistem, üzerine çalı"ılan süreçlerin özünü sadele"tirerek “bir halden di!erine geçi"” $krini çok net
ortaya koyan bir prototip olarak dü"ünülebilir.
%imdi, 𝜔1, 𝜔2 ile gösterilen iki farklı geçi"ten olu"an bir sistemi dü"ünelim:𝜔1 ω 𝜀 𝜗1!!→ 𝜛, 𝜔2 ω 𝜛 𝜗2!!→ 𝜀. (1)

Bu sistemi matematiksel olarak modellemenin iki farklı yolu vardır: (i)deterministik modelleme (ii)stokastik
modelleme. Çok basit bir "ekilde anlatmak gerekirse deterministik modelleme sürprizleri hiç sevmezken,
stokastik modelleme tüm sürprizlere açıktır. Örne!in, konumu 𝜚 ile gösterilen bir aracın 𝜍 zamanına
ba!lı olarak yer de!i"tirme sürecini modelleyelim. E!er, araç tra$ksiz bir yolda sabit hızla gidiyorsa 𝜚
deterministik olarak modellenebilir. Bu, "u demektir, aracın ne zaman nerede olaca!ı her zaman bellidir.
Dolayısıyla, süreç 𝜚 = 𝜑(𝜍) "eklinde belirlenir. &stenilen bir 𝜍 zamanında aracın konumu olan 𝜚, 𝜑(𝜍)
fonksiyonuna ilgili 𝜍 yerle"tirilerek do!rudan elde edilebilir. Ama e!er araç yo!un bir tra$kte sabit olmayan
bir hızla gidiyorsa, aracın önüne çıkan bir engel, hızlanan veya yava"layan araç akı"ı gibi faktörler aracın
gidece!i yere ula"ma zamanını belirsiz hale getirecektir. Dolayısıyla, aracın bir 𝜍 anındaki konumu hem
zamana, hem de zamana ba!lı rastgele süreçleri gösteren ℙ(𝜍)’ye ba!lıdır. Dolayısıyla, süreç 𝜚 = 𝛻(𝜍,ℙ(𝜍))
"eklinde stokastik olarak modellenmelidir. Burada, ℙ(𝜍) tüm rastgele de!i"imleri modelleyen olasılık
fonksiyonudur.
%imdi, eq. (1) ile belirlenen kendi orijinal sistemimize geçebiliriz. Burada 𝜗1 ve 𝜗2,𝜀,𝜛 türlerinin birbirlerine
dönü"ümlerini etkileyen tüm süreçler dikkate alınarak belirlenen pozitif sabitlerdir.
Bu sistemi deterministik olarakmodelledi!imizde, sistem dinamiklerini kuralları belli ve öngörülebilir kabul
eder ve modeli 𝜔1 ve 𝜔2 geçi"lerinin yönetti!i bir yapı olarak ele alırız. 𝜔1, 𝜀 türünü girdi olarak alır; 𝜀’nın
miktarını 𝜗1 𝜀 oranında azaltırken, 𝜛’yi aynı oranda arttırır. Benzer olarak, 𝜔2, 𝜛 türünü girdi olarak kabul
eder; 𝜛’yi 𝜗2 𝜛 oranında azaltırken, 𝜀’yı bu oranda artırır. Dolayısıyla, 𝜀 ve 𝜛’nin miktarlarının zaman
içerisindeki de!i"imi 𝜕𝜀𝜕𝜍 = ε𝜗1 𝜀 + 𝜗2 𝜛, 𝜕𝜛𝜕𝜍 = 𝜗1 𝜀 ε 𝜗2 𝜛, (2)
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"eklide verilen adi diferansiyel denklem (ADD) sistemi ile modellenir [7].
Deterministik modelleme, sistemin tamamen öngörülebilir oldu!u varsayımıyla çalı"ır; oysa gerçek dünya
ço!u zaman bu kadar pürüzsüz de!ildir. Molekül çarpı"maları, düzensiz tra$k akı"ları veya beklenmedik
çevresel etkiler, ele alınan sürecin dinamiklerinde anlık ve tahmin edilemeyen de!i"ikliklere yol açabilir.
Bu nedenle, incelenilen süreci sürekli ve düzgün bir akı" olarak temsil eden deterministik modelleme ço!u
durumda yetersiz kalır ve stokastikmodelleme devreye girer. Stokastikmodelleme de sistemin anlık durumu
zamana ba!lı bir konum vektörü ile gösterilir ve her bir geçi"i tanımlayan iki temel yapı kullanılır. Bunlar
e!ilim fonksiyonu ve net de!i"im vektörüdür. E!ilim fonksiyonu, bir geçi"in hangi sıklıkla gerçekle"mek
istedi!ini gösterirken; net de!i"im vektörü, geçi" gerçekle"ti!inde sistemin konum vektöründe meydana
gelecek de!i"imin yönünü ve büyüklü!ünü gösterir.
Bu kavramları eq. (1)’de verilen kendi sistemimiz üzerinden somutla"tıralım. Konum vektörümüzüℵ(𝜍) = ⌋𝜀(𝜍), 𝜛(𝜍)⌈ℶ,ℵ(𝜍) ϑ ∱
"eklinde tanımlayalım. Burada𝜀(𝜍), 𝜛(𝜍) sırasıyla A, B türlerinin 𝜍 > 0 anındaki miktarlarını,∱ ise sistemin
konum uzayını göstermektedir. A"a!ıdaki tabloda, 𝜔1 ve 𝜔2 geçi"leri, bu geçi"lere kar"ılık gelen e!ilim
fonksiyonları ve net de!i"im vektörleri görülebilir:

Reaksiyon E!ilim fonksiyonu Net de!i"im vektörü𝜔1 ω 𝜀 → 𝜛 ℷ1(ℵ(𝜍)) = 𝜗1𝜀(𝜍) ℸ1 = (ε1, 1)ℶ𝜔2 ω 𝜛 → 𝜀 ℷ2(ℵ(𝜍)) = 𝜗2𝜛(𝜍) ℸ2 = (1, ε1)ℶ
Burada, örne!in, 𝜔1 geçi"ini belirleyen, net de!i"im vektörü ℸ1 "öyle dü"ünülmelidir: konum vektörünün
birinci bile"eni olan𝜀, 1 birim kullanılıyor, dolayısıyla ℸ1(1) = ε1, benzer olarak konum vektörünün ikinci
bile"eni olan 𝜛, 1 birim üretiliyor, dolayısıyla ℸ1(2) = 1 sonuç olarak ℸ1 = (ε1, 1)ℶ. Yani herhangi bir𝜔𝜗 ω ⊳𝜀 +⊲𝜛 → 0𝜀 + 1𝜛 geçi"i için ℸ𝜗 = (0 ε ⊳, 1 ε⊲)ℶ "eklinde belirlenecektir.
Stokastik modelleme, bu geçi" sistemleriniMarkov zincirlerini kullanarak açıklar. Peki nedir bu Markov
zinciri? Markov zinciri, gelecekteki durumları sadece mevcut durumlarına ba!lı olan, dolayısıyla olasılık
yapısı geçmi" bilgisine ihtiyaç duymayan “unutkan” ve “hafızasız” süreçleri modeller. Bu süreçler günlük
hayatta sıklıkla kar"ımıza çıkar: yarın havanın nasıl olaca!ı bugünün hava durumuna ba!lıdır; bir asansörün
sonraki katta durup durmayaca!ı sadece bulundu!u mevcut kata ba!lıdır; yürüyen bir canlı her adımda
yalnızca bir önceki adımına bakarak sa!a veya sola devam eder (random walk); internetin ba!lı-kopuk
olması durumları arasındaki geçi"ler de sadece mevcut durumuna ba!lıdır [2, 6, 8, 9]. Matematiksel olarak
Markov özelli!i herhangi bir ℵ süreci için, ℙ(, ) sistem dinamiklerini modelleyen olasılık fonksiyonunu
göstermek üzereℙ(ℵ⊳+1 = 2⌉ℵ0 = 30, ℵ1 = 31, ℵ2 = 32,… ,ℵ⊳ = 3) = ℙ(ℵ⊳+1 = 2⌉ℵ⊳ = 3),
"eklinde ifade edilir. Dolayısıyla sürecin ℵ⊳+1’deki durumu sadece mevcut durumu olan ℵ⊳’e ba!lıdır.
%imdi eq. (1) ile verilen kendi modelimize dönebiliriz. Sistemimizde ya"anacak bir sonraki geçi", sadece
mevcut 𝜀 ve 𝜛 türlerinin miktarlarına ba!lıdır. Bu Markov yapısını kullanan stokastik modellemeye göre
eq. (1)’ile verilen sistemin konum vektörü Rastgele Zamanlı De!i"im Modelini (RZDM) [1] sa!lar. Ayrıca,
sistemin olasılık fonksiyonunun zamana göre türevi Temel Kimyasal Denklemi (TKD) (Chemical Master
Equation) adı verilen diferansiyel denklemi sa!lar [3]. Dolayısıyla, deterministik modellemede sistem
dinamiklerini incelemek için elimizde tek bir adi diferansiyel denklem varken, stokastik modelleme de
RZDM ve TKD olacak "ekilde iki denklem vardır.
RZDM’nin mantı!ı son derece basittir: Sistemin 𝜍 > 0 anındaki konum vektörünü elde etmek için, sistemin
ba"langıçtaki konum vektörüne, ℵ(0), her bir geçi" kaç kere oluyorsa, kar"ılık gelen net de!i"im vektörünü
o kadar ekle. Elimizde 4 tane geçi"e sahip olan bir sistem oldu!unu dü"ünelim. Bu sistemi modelleyen
RZDM a"a!ıdaki "ekildedir. ℵ(𝜍) = ℵ(0) + 4{

𝜗=1 5𝜗ℸ𝜗,
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burada 5𝜗, 𝜔𝜗 geçi"inin kaç kere gerçekle"ece!ini gösteren bir sayma sürecidir. Bu sayı, ortalaması e!ilim
fonksiyonunun zaman içindeki integraline ba!lı bir Poisson sürecidir. Dolayısıyla sistemin konum vektö-
rünün zamana göre de!i"imi, deterministik modellemede pürüzsüz bir e!ri ile temsil edilirken, stokastik
modellemede “sıçramalı e!riler” ile temsil edilir.

RZDM, sistemin konum vektörünün gerçekle"tirebilece!i tek bir yolu modellerken; TKD ise sistemin
olası tüm geçi"lerinin olasılıklarının zaman içinde nasıl de!i"ece!ini modeller. Dolayısıyla, RZDM sistem
için olası tek bir yol sunarken, TKD tüm yolların ihtimallerini veren bir diferansiyel denklem sunar. Bu
nedenle teorik analizlerde TKD daha yaygın olarak kullanılır. Bu denklem, sistemin belirli bir durumda
bulunma olasılı!ının zamana göre nasıl de!i"ti!ini ifade eder. Sistemin mevcut durumdaki olasılı!ı: (i)
di!er durumlardan mevcut duruma yapılan geçi"lerle artarken (ii) mevcut durumdan ba"ka durumlara
yapılan geçi"lerle azalır.

Elimizde 4 tane geçi"e sahip, ℵ(𝜍) = 𝜚 konumunda olan bir sistem oldu!unu ve ℙ⌋𝜚; 𝜍⌈ = ℙ(ℵ(𝜍) = 𝜚)’nin
sistemin bir 𝜍 anında 𝜚 konumunda bulunması olasılı!ını gösteren fonksiyon oldu!unu dü"ünürsek, sistemi
modelleyen TKD a"a!ıdaki "ekildedir:𝜕𝜕𝜍 ℙ⌋𝜚; 𝜍⌈ = 4{

𝜗=1
}ℷ𝜗(𝜚 ε ℸ𝜗)ℙ⌋𝜚 ε ℸ𝜗; 𝜍⌈ ε ℷ𝜗(𝜚)ℙ⌋𝜚; 𝜍⌈⦃.

Burada her bir terim için ℷ𝜗(𝜚 ε ℸ𝜗)ℙ(𝜚 ε ℸ𝜗), 𝜚 ε ℸ𝜗 konumundan 𝜚 konumuna gelen giri" oranını;ℷ𝜗(𝜚)ℙ(𝜚) ise 𝜚 durumundan ba"ka konumlara çıkı" oranını göstermektedir.
eq. (1) ile verilen sistem için ℵ(𝜍) = (𝜀(𝜍),𝜛(𝜍))ℶ konum vektörünü kullanarak, her bir durum içinℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) ω= ℙ⌋𝜀(𝜍) = 𝜀, 𝜛(𝜍) = 𝜛⌈
olasılıklarını tanımlayalım. Bu durumda sistemi modelleyen TKD,𝜕𝜕𝜍ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) = 𝜗1(𝜀 + 1)ℙ(𝜀 + 1,𝜛 ε 1; 𝜍) ε 𝜗1𝜀ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)+ 𝜗2(𝜛 + 1)ℙ(𝜀 ε 1,𝜛 + 1; 𝜍) ε 𝜗2𝜛ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) (3)

"eklinde yazılır. Burada, tanımsız durumlar için ℙ = 0 kabul edilir [11].
%imdi, örnek olarak 𝜀 = {0, 1} ve 𝜛 = {0, 1} oldu!unu kabul edelim. Bu durumda, sistemin konum uzayı ∱
dört farklı elemandan olu"acaktır: ∱ = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)},
bu ise bize a"a!ıdaki TKD denklemini verir:𝜕𝜕𝜍 ℙ(0, 0; 𝜍) = 0,𝜕𝜕𝜍 ℙ(1, 0; 𝜍) = 𝜗2 ℙ(0, 1; 𝜍) ε 𝜗1 ℙ(1, 0; 𝜍),𝜕𝜕𝜍 ℙ(0, 1; 𝜍) = 𝜗1 ℙ(1, 0; 𝜍) ε 𝜗2 ℙ(0, 1; 𝜍),𝜕𝜕𝜍 ℙ(1, 1; 𝜍) = ε⌋𝜗1 + 𝜗2⌈ℙ(1, 1; 𝜍).
Daha genel bir durumda, 𝜀 = {0, 1,… ,⊳}, 𝜛 = {0, 1,… ,⊲} olacak "ekilde geni"lerse, bu durumda olası
konumlarını sayısı, yani∱’in eleman sayısı (⊳+1)ϖ (⊲+1) olacaktır. Tür sayılarının ikiden fazla olabildi!i,
her bir türün miktarının yüzbinlerle hatta milyonlarla ifade edildi!i gerçek sistemlerde bu denklemin
boyutu o kadar büyür ki TKD’yi do!rudan çözmek neredeyse imkansız hale gelir.

Elimizde sistem dinamiklerini modelleyen TKD oldu!unda sistemin konumunun zamana göre nasıl
de!i"ti!ini üretmek için Gillespie tarafından önerilen stokastik simülasyon algoritmalarını (SSA) kullanırız.
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Bu algoritmalar, geçi" hızlarını belirleyen, e!ilim fonksiyonlarını kullanarak geçi"lerin hangi sırayla ve
hangi zamanda gerçekle"ece!ini modele ait olasılıkları kullanarak belirler ve böylece sistemin muhtemel
bir yolunu çıkarır. Bu yöntem, temelinde olasılık kurallarına göre rastgele seçimler yapan bir Monte Carlo
metodudur. Kısaca özetlemek gerekirse, olasılık da!ılımlarından rastgele örnek çeken bir yöntemdir [4].
Monte Carlo yöntemi, aslında insanların hayatın her a"amasında kullandı!ı: bir sonuca varmak için
defalarca deneme prensibine dayanır. Bu yöntem, analitik olarak çözümü oldukça zor olan karma"ık prob-
lemlerin çözümlerine, problemlerin tanımlandı!ı olasılık da!ılımından çok sayıda rastgele örneklem alarak
yakla"ır [5]. Örne!in, kenar uzunlu!u 1 birim olan bir karenin içerisine, rastgele noktalar atıp bu nokta-
ların ne kadarının birim çember içine dü"tü!ünü sayarak 6 sayısını yakla"ık olarak hesaplayabiliriz [10].
Buradaki temel $kir, çember ve karenin alanları arasındaki ba!lantının do!rudan 6 sayısına ba!lı olmasıdır.
Rastgele seçilerek koyulan noktalar arttıkça, 6 sayısı için daha do!ru bir yakla"ım elde edilecektir. Örne!in,
nokta sayısı 7 = 104 iken 6 ϱ 3.1508 olarak elde edilir (bkz. $g. 1a), 7 = 107 için ise 6 ϱ 3.1405 olarak
bulunur (bkz. $g. 1b).
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(a) 7 = 104 için 6 tahmini (b) 7 = 107 için 6 tahmini
Şekil 1. Farklı örneklem sayıları için Monte Carlo yöntemi kullanılarak elde edilen 6 tahminleri.

Gillespie’nin SSA’larını, Markov süreçleri ile modellenen bir sistemde, gerçekle"ecek olayları, rastgele
seçen bir karar mekanizması olarak dü"ünebiliriz. Bu seçimler, elbette belli kurallar dahilinde gerçekle"ir.
SSA’lara göre, gerçekle"ecek her olayın bir gerçekle"me olasılı!ı vardır. Bu olasılık daha yüksekse olay daha
hızlı yani sık gerçekle"ir.
%imdi eq. (1)’de verilen sisteminin dinamiklerine dönebiliriz. Bu sistemde yer alan 𝜔1, 𝜔2 geçi"lerinin
gerçekle"me olasılıkları e!ilim fonksiyonları kullanarak belirlenir. SSA’lar her adımda iki karar verir: (1)
bir sonraki geçi" ne zaman olacak? (2) hangi geçi" gerçekle"ecek?. Gerçekle"en geçi"in net de!i"im vektörü
kullanılarak sistemin konum vektörleri güncellenir. Bu kararlar tamamen olasılık kurallarına göre verilir.
Dolayısıyla, Gillespie’nin SSA’ları aslında sistem dinamiklerini hangi geçi", ne zaman sorularını rastgele
seçimlerle cevaplayarak çözen bir Monte Carlo metodudur [4]. SSA algoritmaları, her bir simülasyonlarında
TKD’yi kullanarak üzerinde çalı"ılan sistemin olası bir gerçekle"mesini (yolunu) verir.
%imdi, eq. (1)’de verilen sistemin dinamiklerini stokastik ve deterministik modelleme yoluyla inceleyebiliriz.
Sistem dinamiklerini, stokastikmodellemede, eq. (3)’ün olası bir gerçekle"mesini SSA algoritmalarıyla ürete-
rek; deterministikmodellemede ise eq. (2)’de verilenADDdenkleminin çözümünü kullanarak inceleyece!iz.
SSA algoritmasının üretti!i olası bir gerçekle"mede 𝜀,𝜛 türlerinin zamana ba!lı davranı"ları sıçramalı ve
düzensiz bir yol izlerken (bkz. $g. 2a) ; ADD modelinin çözümü ile elde edilen sistem dinamikleri daha
sakin ve kesintisiz bir yol izlemektedir (bkz. $g. 2b).
Sistem dinamiklerini mikroskobik ölçütte inceleyen stokastik modelleme ile makroskopik ölçütte inceleyen
deterministik modelleme birbirlerinden tümüyle de ba!ımsız de!ildirler. Üzerine çalı"ılan sistemde, stokas-
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(b) ADD çözümü

Şekil 2. (a) eq. (3)’te verilen TKD’nin Gillespie’nin önerdi!i SSA’lar ile elde edilen olası bir yolu (b) eq. (2) ile verilen
deterministik ADD sisteminin çözümü. Stokastik modelde sistem dinamikleri sıçramalı ve gürültülüdür;

deterministik modelde ise sistem dinamikleri pürüzsüz bir e!ri "eklinde elde edilir.

tik modelleme ile elde edilen türmiktarlarının ortalama de!erlerinin zamana göre de!i"imleri, deterministik
modelleme ile elde edilen ADD denklemine yakla"ık bir davranı" gösterir. Hatta e!er e!ilim fonksiyonları
lineerse, yani her bir geçi" en fazla tek bir türden olu"an girdiye sahipse, bu durumda tür miktarlarının
ortalamasının zamana göre türevlerini gösteren ADD, deterministik modelleme yoluyla elde edilen ADD
ile tam olarak çakı"ır.

Bu durumu eq. (1) üzerinden inceleyelim. Ortalama tür sayılarını,8𝜀(𝜍) ω= "[𝜀(𝜍)] = {
𝜀,𝜛 𝜀ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍), 8𝜛(𝜍) ω= "[𝜛(𝜍)] = {

𝜀,𝜛 𝜛ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)
"eklinde gösterelim.

Ortalama tür sayıları için diferansiyel denklemler: Önce 𝜀(𝜍) için:𝜕𝜕𝜍𝜀(𝜍) = 𝜕𝜕𝜍 {𝜀,𝜛 𝜀ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) = {
𝜀,𝜛 𝜀 𝜕𝜕𝜍ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)= {

𝜀,𝜛 𝜀⦄𝜗1(𝜀 + 1)ℙ(𝜀 + 1,𝜛 ε 1; 𝜍) + 𝜗2(𝜛 + 1)ℙ(𝜀 ε 1,𝜛 + 1; 𝜍) ε (𝜗1𝜀 + 𝜗2𝜛)ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)⟨.
%imdi, ilk iki terimde, olasılık ifadelerini aynı indeksler üzerinden toplamak için basit bir indeks kaydırması
yapaca!ız. Birinci terimde yer alan ℙ(𝜀 + 1,𝜛 ε 1; 𝜍) ifadesini yeni indekslerle yazmak üzere 𝜀ς = 𝜀 + 1
ve 𝜛ς = 𝜛 ε 1 olarak tanımlayalım. Böylece bu terim ℙ(𝜀ς,𝜛ς; 𝜍) biçimine dönü"ür. Benzer olarak, ikinci
terimdeki ℙ(𝜀 ε 1,𝜛 + 1; 𝜍) terimi için 𝜀ς = 𝜀 ε 1 ve 𝜛ς = 𝜛 + 1 olarak belirleyelim, bu terim de aynı
"ekilde ℙ(𝜀ς,𝜛ς; 𝜍) "eklinde yeniden yazılabilir. &ndeks kaydırması yalnızca toplama de!i"kenlerinin adını
de!i"tirdi!i için toplamın de!eri de!i"mez; bu nedenle toplamları yine 𝜀,𝜛 indeksleriyle ifade edece!iz.
Bu indeks kaydırmalarını uyguladı!ımızda𝜕𝜕𝜍𝜀(𝜍) = {

𝜀,𝜛
⟩ ε 𝜗1𝜀 + 𝜗2𝜛⟪ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)

= ε𝜗1{𝜀,𝜛 𝜀ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) + 𝜗2{𝜀,𝜛 𝜛ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)= ε𝜗1𝜀(𝜍) + 𝜗2𝜛(𝜍),
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olarak elde edilir. Dolayısıyla 𝜕𝜕𝜍𝜀(𝜍) = ε𝜗1𝜀(𝜍) + 𝜗2𝜛(𝜍). (4)

Benzer "ekilde 𝜛(𝜍) için: 𝜕𝜕𝜍𝜛(𝜍) = 𝜕𝜕𝜍 {𝜀,𝜛 𝜛ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍) = {
𝜀,𝜛 𝜛 𝜕𝜕𝜍ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)={

𝜀,𝜛
⟩𝜗1𝜀 ε 𝜗2𝜛⟪ℙ(𝜀,𝜛; 𝜍)

= 𝜗1𝜀(𝜍) ε 𝜗2𝜛(𝜍),
yani 𝜕𝜕𝜍𝜛(𝜍) = 𝜗1𝜀(𝜍) ε 𝜗2𝜛(𝜍). (5)

Deterministik ADD ile uyum

Deterministik modelde elde etti!imiz, eq. (2) ile verilen ADD sisteminde e!er8𝜀(𝜍) ω= 9[𝜀(𝜍)], 8𝜛(𝜍) ω= 9[𝜛(𝜍)]
"eklinde tanımlarsak, eq. (4) ve eq. (5) tam olarak eq. (2) ile çakı"ır. Yani bu basit örnekte, stokastik olarak
modellenen tür miktarlarının ortalama de!erlerinin zamana göre türevleri deterministik model ile elde
edilen ADD denklemini sa!lar ve “çok sayıda SSA gerçekle"mesinin ortalaması = ADD çözümü” gözlemini
teorik olarak do!rular. Bu do!rulama a"a!ıdaki "ekillerde net bir "ekilde görülebilir.
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Şekil 3. (a) Çoklu SSA simülasyonlarının ortalaması ile deterministik ADD çözümünün 𝜀(𝜍) üzerindeki
kar"ıla"tırması (b) aynı kar"ıla"tırmanın 𝜛(𝜍) için elde edilen sonucu. Her iki durumda da tekil SSA gerçekle"meleri
stokastik ve sıçramalı bir yapı sergilerken, bu gerçekle"melerin ortalaması deterministik ADD çözümüyle tam olarak

çakı"maktadır. Bu sonuç, ADD denkleminin incelenen sistemin ortalama davranı"ını temsil etti!ini, SSA
algoritmalarının ise tek bir stokastik rastgele örnek yolu üretti!ini açıkça göstermektedir.

Bu basit iki geçi"li örnek, stokastik ve deterministik yakla"ımların aynı süreci iki farklı ölçekte nasıl
yorumladı!ını açıkça göstermektedir. SSA algoritmaları süreçlerin rastlantısal yollarını ortaya koyarken,
ADDmodeli bu süreçlerin ortalama davranı"ını tanımlar. Böylece Markov–Monte Carlo stokastikli!i ile
ADD deterministikli!i, aynı dinami!in birbirini tamamlayan iki yüzü olarak ortaya çıkar. Bu iki bakı"
açısının birlikte ele alınması, karma"ık sistemlerin do!asını anlamak için güçlü ve bütüncül bir çerçeve
sunar.
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Markov–Monte Carlo Stokastikliği ve Deterministik Model Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026–2

Kaynaklar

[1] D. F. Anderson and T. G. Kurtz. Continuous timeMarkov chainmodels for chemical reaction networks.
In Design and analysis of biomolecular circuits: engineering approaches to systems and synthetic biology,
pages 3–42. Springer, 2011.

[2] R. W. Darling and J. R. Norris. Di’erential equation approximations for Markov chains. 2008.

[3] D. T. Gillespie. A rigorous derivation of the chemical master equation. Physica A: Statistical Mechanics
and its Applications, 188(1-3):404–425, 1992.

[4] D. T. Gillespie. Stochastic simulation of chemical kinetics. Annu. Rev. Phys. Chem., 58(1):35–55, 2007.

[5] J. Hammersley. Monte Carlo methods. Springer Science & Business Media, 2013.

[6] V. G. Kulkarni. Modeling and analysis of stochastic systems, 2016.

[7] J. D. Murray. Mathematical biology: I. An introduction, volume 17. Springer Science & Business Media,
2007.

[8] J. R. Norris. Markov chains. Number 2. Cambridge university press, 1998.

[9] J. Smiesko, M. Kontsek, and K. Bachrata. Markov-modulated on–o’ processes in IP tra(c modeling.
Mathematics, 11(14):3089, 2023.

[10] S. Strbac-Savic, A. Miletic, and H. Stefanovi). The estimation of Pi using Monten Carlo technique
with interactive animations. In 8th International Scienti#c Conference" Science and Higher Education
in Function of Sustainable Development-SED, volume 2015, 2015.

[11] D. J. Wilkinson. Stochastic modelling for systems biology. Chapman and Hall/CRC, 2018.

55
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Hepimiz, bilimsel bir hatanın büyük de!i"imlere yol açtı!ı hikâyeleri biliriz. Bu yazıda, bu tür anlatıların
en çarpıcı örneklerinden biri olan Kelebek Etkisini inceleyece!iz.

Bu etkinin ortaya çıkı"ı, 1960’lı yıllarda Meteorolog Edward Norton Lorenz’in yürüttü!ü sayısal bir deneyle
do!rudan ili"kilidir. Lorenz’in basit bir hava durumu simülasyonunda yaptı!ı küçük bir yuvarlama hatası,
Kaos Teorisi’nin kapısını aralamı"tır. Bu ‘mutlu hata’, deterministik sistemlerde ba"langıç ko"ullarındaki
son derece küçük farkların zamanla büyük ve öngörülemez sonuçlara dönü"ebilece!ini göstermi"tir.

Yazı boyunca, bu hassasiyetin izini sürerek kaosun rastgele bir düzensizlik olmadı!ını, aksine, garip çekiciler
(strange attractors) ve fraktal geometri ile tanımlanabilen gizli bir matematiksel düzene sahip oldu!unu
gösterece!iz. Ayrıca, ba"langıç ko"ullarına olan bu a"ırı hassasiyetin, hava durumu tahminlerinden #nans
piyasalarına kadar pek çok sistemin dinamik yapısını nasıl "ekillendirdi!ini birlikte inceleyece!iz.

Lorenz’in Mutlu Hatası ve Kelebek Etkisi’nin Doğuşu

Kaos Teorisi’nin do!u"u, 1961 yılında MIT’de görevli meteorolog ve matematikçi Edward Norton Lorenz’in
rutin bir hava durumu simülasyonu çalı"masına dayanır. Lorenz, atmosferdeki konveksiyon akımlarını
modelleyen, do!rusal olmayan on iki de!i"kenli bir denklem sistemi üzerinde çalı"ırken, zamandan tasarruf
etmek amacıyla, daha önceki bir simülasyonun çıktısını ba"langıç de!eri olarak kullanmaya karar verir.
Ancak bilgisayarın belle!indeki tam de!eri (0.506127) girmek yerine, çıktıda gördü!ü yuvarlanmı" de!eri
(0.506) yazarak simülasyonu tekrar ba"latır. Girdi verileri arasındaki bu binde birlik fark, bir kelebe!in
kanat çırpı"ının yarataca!ı hava akımı kadar bile de!ildir. Lorenz’in beklentisi, yeni simülasyonun bir
öncekiyle neredeyse aynı yolu izlemesidir. Ancak bir süre sonra iki çıktı tamamen farklı yönlere sapmı",
sistemin gidi"atı radikal bir biçimde de!i"mi"tir. Bu gözlem, o güne kadar hüküm süren ve her "eyin kesin

Edward Norton Lorenz Lorenz’in Mutlu Hatası
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olarak hesaplanabilir oldu!unu savunan klasik deterministik anlayı"ı kökten sarsmı"tır. Lorenz, sistemin
kuralları tamamen belirli (deterministik) olsa bile, ba"langıçtaki bu mikroskobik farkların zamanla devasa
bir öngörülemezli!e yol açtı!ını fark etmi"tir. Lorenz’in Ba!langıç Ko!ullarına Hassas Ba"ımlılık
adını verdi!i bu fenomen, daha sonra dünya çapında ün kazanacak olan Kelebek Etkisi metaforuyla
somutla"mı"tır.

Kaosun Tarihi Temsilcileri ve Öncüleri

Lorenz’in bulguları modern Kaos Teorisi’nin en somut örne!ini sunsa da teorinin kökleri çok daha eskilere
uzanır. 19. yüzyılın sonlarında Fransız matematikçi Henri Poincaré, ünlüÜç Cisim Problemi üzerinde
çalı"ırken, sistemin yörüngelerinin beklenenden çok daha karma"ık ve istikrarsız oldu!unu fark etmi"tir.
Poincaré, kaotik davranı" gösteren yörüngelerin asla tam olarak tekrar etmedi!ini ve belirli bir e"ikten
sonra tamamen öngörülemez hale geldi!ini göstererek, bugün kaos olarak adlandırdı!ımız kavramın
matematiksel temellerini atmı"tır.

Henri Poincaré

1970’li yıllara gelindi!inde ise biyolog Robert May, popülasyon dinamiklerini inceleyen basit bir Lojistik
Denklem’in bile belirli parametre de!erlerinden sonra nasıl kaotikle"ebilece!ini kanıtlamı"tır. Lorenz’in
atmosferik modelleri ve May’in popülasyon denklemleri, karma"ıklı!ın sadece çok de!i"kenli sistemlerde
de!il, son derece basit denklemlerde bile saklı olabilece!ini dünyaya göstermi"tir.

Robert May

Artık biliyoruz ki, do!rusal olmayan dinamikler, evrendeki beklenmedik karma"ıklı!ı do!uran temel yapıdır.
Peki bu matematiksel karma"ıklık hangi geometrik yapılarla ili"kilidir? Kaosun içindeki bu gizli geometrik
düzeni, Benoît Mandelbrot ve onun me"hur fraktalları ile ke"fedece!iz.
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Kaosun Parmak İzi: Fraktal Geometri ve Özbenzerlik Prensibi

Kaotik sistemlerin sergiledi!i karma"ık davranı"lar, bilim dünyasını alı"ılagelmi" Öklid geometrisinin
(nokta, do!ru, küre) yetersiz kaldı!ı yeni bir geometri arayı"ına itmi"tir. Bu arayı"ın en önemli temsilcisi,
Kaos Teorisi’nin geli"iminde kilit rol oynayan matematikçi Benoît Mandelbrot olmu"tur.

Benoît Mandelbrot

Mandelbrot, "Bulutlar küre, da!lar koni, kıyı "eritleri ise birer do!ru de!ildir" diyerek, do!adaki karma"ık
ve düzensiz yapıların klasik geometriyle tanımlanamayaca!ını savunmu"tur. Bu yapıları tanımlamak için
Latince fractus (parçalanmı"/kırılmı") kelimesinden türetti!i fraktal terimini ortaya atmı"tır. Fraktallar,
en basit ifadeyle, bir parçanın bütünün özelliklerini birebir ta"ıması esasına dayanan özbenzerlik (self-
similarity) niteli!ine sahip yapılardır. Mandelbrot, bu ke"#yle aslında düzensizli!in de kendine has, hassas
bir geometrisi oldu!unu kanıtlamı"tır.

Do!ada Fraktallar

Tanrı’nın parmak izi olarak da bilinenMandelbrot Kümesi, sonsuz detayı ve kendi kendine benzeyen
yapısıyla, kaotik sistemlerin en çarpıcı görselidir. Bu kümeyi ne kadar büyütürseniz büyütün, ana yapının
küçük kopyaları tekrar tekrar kar"ınıza çıkar.
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Mandelbrot Kümesi

Bu durumu co!ra# bir perspekti$e ele alalım. %ngiltere’nin kıyılarını ne kadar küçük cetvellerle ölçerseniz
o kadar girinti ve çıkıntıyı hesaba katmak durumunda kalırsınız ve uzunluk sonsuza yakla"an de!erler alır.
Fraktalları görmek için Amerika’yı her seferinde yeniden ke"fetmeye gerek yoktur. Kendimizden ba"layıp
do!anın her kö"esinde onlara rastlayabiliriz. Ci!erlerimizdeki bron"lardan a!açların dallarına kadar...

Sahil &eridi Paradoksu

Laplace’ın Şeytanına Karşı Kaos Teorisi: Belirsizliğin Felsefesi

Kaos Teorisi’nin en büyük felse# etkisi, yüzyıllardır bilimin temel dire!i olan katı determinizm #krine
meydan okumasıdır. Bu belirsizlik bizi "u can alıcı soruya getirir: Bilmek gerçekten mümkün müdür?

Mandelbrot Kümesi’nin ‘Tanrı’nın Parmak %zi’ olarak bilinmesinden de anlayabildi!imiz gibi, kaosun
ke"fedildi!i dönemlerde Tanrıcılık ve her "eyin bir nizam içinde oldu!u inancı oldukça yaygındır. Hatta
o dönemde hesaplanabilir kader dü"üncesine o kadar sarsılmaz bir güven duyuluyordu ki, matematikçi
Abraham de Moivre, uyku süresindeki günlük 15 dakikalık artı"lardan yola çıkarak toplam uyku süresinin
24 saate ula"aca!ı günü hesaplamı" ve tam da o gün vefat etmi"tir.

Geleneksel olarak bu dönemde, Pierre-Simon Laplace’ın adıyla anılan Laplace’ın &eytanı kavramı hâkimdir:
Evrenin o anki durumunu ve tüm güçleri bilen bir zekâ (#eytan), gelece!i de görebilir. Bu, her "eyin önceden
belirlendi!i anlamına gelir ve Kaos Teorisi’ne kadar bu determinizm sarsılmamı"tır. Matematikçiler bile bu
kaderci hesaplamalara güvenmektedir.
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Pierre-Simon de Laplace Laplace’ın &eytanı

Ne var ki Kaos Teorisi bu iddiaları çürütmü"tür. Teoriye göre, evrenin durumunu sonsuz hassasiyetle
ölçmek imkânsızdır ve bu yüzden gelece!i tamamen öngörmek de bir hayaldir. Kaos, üstel büyüme yoluyla
çalı"ır; bu da ba"langıç ko"ullarındaki en ufak bir belirsizli!in bile kısa sürede kontrolden çıkaca!ını gösterir.
Ayrıca bize, bu küçük hataların hep var olaca!ını ve belirsizli!in bir anlamda kaderimiz oldu!unu kanıtlar.
Bu yönüyle kaos, sistemin kurallarla belirlendi!i ancak bizim öngörü yetene!imizin sonsuza dek sınırlı
kaldı!ı bir belirsizlik kanıtıdır.

Günlük Hayatta Kaosu Selamladığımız Alanlar

Kaos Teorisi sadece soyut bir matematiksel çalı"ma veya felse# bir tartı"ma alanı de!ildir; gündelik ya"am-
dan karma"ık #ziksel sistemlere kadar her yerde kar"ımıza çıkar.

Örne!in atmosferik ko"ullar, tipik bir kaotik sistemdir ve bu teori, hava durumu tahminlerinin neden
genellikle 5-6 günle sınırlı kaldı!ını bizlere açıklar. Atmosferdeki moleküler çarpı"malar arttıkça, ba"langıç
verisindeki en küçük eksiklik sistemi öngörülemez bir kaosa sürükler. Benzer "ekilde #nans piyasalarında
borsa dalgalanmaları, ba"langıçtaki mikro de!i"imlere a"ırı hassasiyet gösterdi!i için asla %100 tahmin
edilemezler. Tra#k akı"ında tek bir aracın anlık yava"lamasının kilometrelerce sürecek bir tıkanıklı!a yol
açması veya biyolojik sistemlerdeki popülasyon de!i"imleri, kaosun hayatımızın içindeki di!er tezahürleri-
dir. Hatta basit #zik kurallarına uyan bir çift sarkaç bile, ba"langıçtaki milimetrik farklılıklar nedeniyle
kısa sürede tamamen öngörülemez bir hareket sergilemeye ba"lar.

günlük hayatta kaos

Sonuç olarak, Lorenz’in bir kelebek a!ırlı!ından bile küçük olan o me"hur hatası, bilime bakı" açımızı
kökten de!i"tirmi"tir. Ba"langıçta bir felaket olarak görülebilecek bir hesaplama hatasının, bilim tarihine
mutlu sıfatıyla geçmesi bizlere "u soruyu hatırlatır: Her hata gerçekten kötü sonuçlar mı do!urur? Aslında
bu dünyada hepimiz birer küçük kelebek gibiyiz; çırptı!ımız her kanat ardında yeni bir hikâye saklıdır ve
verdi!imiz en küçük kararlar bile devasa bir zincirleme reaksiyonun ba"langıcı olabilir.
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Kaos Teorisi, bilim insanlarına kontrol edilemez olanı kucaklamayı ö!reten bir ders sunar. Tüm o matema-
tiksel karma"a bize aslında tek bir gerçe!i söylemektedir: Mükemmel öngörü bir illüzyondur. O minicik
fark, bizi determinizmin katı zincirlerinden kurtararak, rastgeleli!i bir kusur olarak de!il, ke"fedilmeyi
bekleyen yeni düzenlerin ve olasılıkların heyecan verici bir kapısı olarak görmemizi sa!lamı"tır. Lorenz’in
öyküsünde de gördü!ümüz gibi, hata yapmak her zaman olumsuz bir getiri sunmaz; aksine bazen hakikate
giden en kestirme yoldur.

Hatalarımızın hep ‘mutlu’ olması dile!imle...

Kaynaklar

[1] J. Gleick, Chaos: Making a New Science. New York, NY, USA: Viking Penguin, 1987.

[2] E. N. Lorenz, The Essence of Chaos. Seattle, WA, USA: University of Washington Press, 1993.

[3] B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature. New York, NY, USA: W. H. Freeman and Company,
1983.

[4] I. Prigogine and I. Stengers, Order Out of Chaos: Man’s New Dialogue with Nature. New York, NY,
USA: Bantam Books, 1984.

[5] D. Ruelle, Chance and Chaos. Princeton, NJ, USA: Princeton University Press, 1991.

[6] Wikipedia, “Butter$y E’ect.” https://en.wikipedia.org/wiki/Butter$y_e’ect. [Eri"im tarihi: 05 Ocak
2026].

61
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Büyük hocamız Cahit Arf, matemati!i “anlamanın" sabır gerektirdi!ini, ancak bunun eri"ilmez bir güçlük
olmadı!ını söyler. Bu ayki kitap seçkisi, i"te bu “anlama" çabasının üç farklı yüzünü sunuyor bize. Bazen
Benjamin Labatut’un “Arsız Ye"illik”inde oldu!u gibi bilim tarihinin karanlık ve puslu dehlizlerinde,
bazen Riemann Hipotezi’nin pe"inde evrenin en büyük sırrını çözmeye çalı"ırken, bazen de 1950’lerin
Erzurum’unda bir halk konferansında kar"ımıza çıkıyor bu tutku. Hadi gelin, matemati!in kurgu, popüler
bilim ve tarihle kesi"ti!i bu zengin yolculu!a beraber çıkalım.

Bilmenin Laneti: Dâhilik, Delilik ve Arsız Yeşillik

Arsız Yeşillik – Benjamin Labatut (Çev. Saliha Nilüfer), Can Yayınları (2023)
Arsız Ye"illik, #ilili yazar Benjamin Labatut ile tanı"ma kitabım oldu.
$lk satırlardan itibaren büyülendi!imi, fakat kitapta ilerledikçe biraz da
bocaladı!ımı itiraf etmeliyim. Bu bocalamamın ilk sebebi, kitabın ka-
pa!ında tür olarak ’ROMAN’ yazmasıydı. Ancak okuduklarım, temada
bir bütünlük sa!lasa da, aslında “bilim tarihinden öyküler” diyebilece-
!im, "u âna kadar literatürde yeri olmayan bir türdü. (Bu ba!lamda, bu
olu"turdu!u yeni türde yazmaya devam ederse, Labatut’un ilerde Nobel
Edebiyat Ödülü adayı olması kuvvetli muhtemeldir.) $kinci bocalama
sebebim ise, bilim tarihi ile kurguyu harmanlayan yazarın nerde ne kadar
gerçe!i anlattı!ını ayırt etmekte zorlanmamdı. O kadar çok bilim tarihi
ve biyogra% kitapları okumu" olmama ra!men, Labatut’un “öykülerini”
okurken gerçek ile hayal zihnimde tuhaf bir sis olu"turdu. Bu da tabii ki,
gerçek olaylarla kurgusal detayları iç içe geçiren yazarın kaleminin gü-
cünü gösterir. Fakat bu durum, bende garip bir okuma hazzı ve heyecan
da olu"turdu.
Kitabın ilk “öyküsü" Prusya Mavisi, kitabın en gerçekçi ve en sarsıcı bölü-
müdür. Labatut, kimya ve ölüm arasındaki ili"kiyi inceleyerek, bilimsel

ilerlemenin hem kurtarıcı hem de yok edici olan çift yönlü do!asını vurgular bu bölümde. Kimyager
Fritz Haber’in oda!ında, sentetik boya “Prusya Mavisi"nin ke"%nden yola çıkarak siyanüre ve etkile-
rine uzanan bir tarihsel yolculu!a çıkarır okuyucuyu. Haber, havadaki azotu gübreye dönü"türerek
milyarlarca insanı açlıktan kurtaran kahraman bir bilim insanıdır aslında. Ancak aynı Haber, I. Dünya
Sava"ı’nda klor gazını icat ederek kimyasal sava"ı ba"latan ve karısının intiharına sebep olan ki"idir.
Onun geli"tirdi!i pestisitler, daha sonra Naziler tarafından toplama kamplarında kullanılan Zyklon B’ye
dönü"ecektir. Kitabın bu bölümünde, Alan Turing’in "üpheli intiharına da yer verilir ve "öyle der Labatut:
“Siyanürü cazip bulanlar sadece katiller ya da suikastçılar de!il; Britanya hükümetinin e"cinselli!ini
cezalandırmak amacıyla kimyasal hadım etme uygulamasına maruz bıraktı!ı, bu yüzden gö!üsleri
büyüyen bilgisayar biliminin babası, dâhi matematikçi Alan Turing de içine siyanür konmu" bir elmayı
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ısırarak intihar etmi"ti.” Her ne kadar resmi tarihe göre bir intihar olarak kabul edilse de ölümünün
intihar mı yoksa bir kaza mı oldu!u kesin olarak belirlenemeyen Turing, Labatut’un “öyküsünün” ba"
kahramanı de!ildir, ancak bir matematikçi olarak siyanür ba!lantısı ile ölümünü kesin bir intihar ve
masalsı bir veda olarak anlatması beni etkiledi.
Fritz Haber’in azotu ba!layarak gübreyi icat etmesi, I. Dünya Sava"ı’nda klor gazını bizzat cephede yönet-
mesi, karısı Clara Immerwahr’ın (kendisi de bir kimyagerdir) kocasının bu “barbarlı!ına" dayanamayıp
intihar etmesi tamamen tarihsel gerçektir. Ayrıca Nazilerin Haber’in geli"tirdi!i pestisit formülünü
Zyklon B’ye dönü"türmesi de acı bir gerçektir. Yazarın burada yaptı!ı tek müdahale, karakterlerin iç
dünyasındaki bazı duygusal betimlemelerdir; ancak olay örgüsü tarihe birebir sadıktır.
Öykünün sonu ise kitaba ismini veren arsız ye"illik deyi"inin nereden geldi!ini açıklar: Kurguya göre
Haber, sonunda gerçekten suçluluk hisseder, ancak bu duygunun nedeni pek çok insanın ölümüne
sebep olması de!il; dünyanın dengesini bozarak bitkilerin kontrolsüzce serpilece!i ve bütün canlıları
arsız bir ye"illik altında bo!aca!ı korkusudur.
Kitabın ikinci “öyküsüne” adını veren Schwarzschild Tekilli!i, hem astro%zi!in hem de Benjamin
Labatut’un kitabının en büyüleyici ve ürkütücü kavramlarından biridir. Basitçe söylemek gerekirse,
evrenin “hata verdi!i" noktadır. Olay 1915 yılında, I. Dünya Sava"ı’nın en "iddetli döneminde, Rus
cephesinde geçer. Karl Schwarzschild, Alman ordusunda bir topçu te!menidir. Etrafında bombalar
patlarken ve hardal gazı bulutları gezerken, eline Einstein’ın henüz yeni yayımladı!ı Genel Görelilik
Teorisi geçer.
Einstein, bu denklemlerin sadece “yakla"ık" olarak çözülebilece!ini dü"ünüyordu. Ancak Schwarzschild,
siperlerde, balistik hesaplamalardan kalan zamanında imkânsızı ba"ardı: Denklemlere tam ve kesin
bir çözüm buldu. Bunu bir mektupla Berlin’deki Einstein’a gönderdi. Schwarzschild’in matemati!inde
tuhaf bir sınır ortaya çıktı. Bugün buna Schwarzschild Yarıçapı (𝜔𝜀) denir. Bu yarıçap, 𝜗 yerçekimi sabiti,𝜛 ı"ık hızı ve𝜚 kütle olmak üzere, "u formülle verilir:

𝜔𝜀 = 2𝜗𝜚𝜛2
Bu formül bir korkunç gerçe!i gözler önüne serer: Evrendeki herhangi bir nesneyi (bir yıldızı, bir ge-
zegeni, hatta sizi) yeterince küçük bir alana sıkı"tırırsanız, o nesne kendi kütleçekimi altında çökerek
bir kara deli!e dönü"ür. Schwarzschild’in hesaplarında matematik iki noktada “patlıyordu", ba"ka bir
deyi"le, sonsuza gidiyordu. Birincisi olay ufku, yani sınırdır. Zaman burada dı"arıdaki bir gözlemci
için durur. $kincisi ise, merkezdeki tekillik ki asıl deh"et buradadır. Kara deli!in tam merkezindeki
noktadır. Burada hacim sıfırdır, yo!unluk sonsuzdur, zaman ve mekan anlamını yitirir. Kitapta Labatut,
Schwarzschild’in bu tekilli!i ke"fetti!inde hissetti!i deh"eti çok "iirsel anlatır. Schwarzschild, sadece ma-
tematiksel bir tuha&ık bulmamı"; evrenin kalbinde, rasyonel aklın ve bilimin i"leyemeyece!i, Tanrı’nın
bile görmezden geldi!i bir “kör nokta" bulmu"tur.
Yazarın kurgusuna göre Schwarzschild, bu sonsuz sıkı"mı"lı!ın zihinsel yükünü kaldıramaz. Yaptı!ı her
"eyde sınırları zorlayan Karl Schwarzchild, ba!ı"ıklık sisteminin cilde saldırdı!ı bir otoimmün hasta-
lık olan pem%güse yakalanır. Çok acılı olan bu hastalık, Schwarzchild’ın bu “tekilli!in" bedenindeki
yansımasıdır. Evrenin kuma"ındaki yırtık, adeta onun teninde kendini göstermi"tir. Schwarzchild’ın
bu a!rılı ve acılı hastalı!a yakalanarak hayatını kaybetti!i bir gerçektir. Ancak, Labatut, Schwarzsc-
hild’in hastalı!ını ve ate"li sayıklamalarını, kara delik %krinin (tekilli!in) zihnine yaptı!ı baskıya ba!lar.
Schwarzschild’in ölmeden önce insanlı!ın sonunu gördü!üne dair kehanetvari vizyonları ve halüsinas-
yonları tamamen yazarın kurgusudur. Karl Schwarzschild’in I. Dünya Sava"ı’nda Rus cephesindeyken
Einstein’ın denklemlerini çözdü!ü ve mektup arkada"ı oldukları da do!rudur. Hatta, gerçek hayatta
Einstein, Schwarzschild’in matemati!inden çok etkilenmi" ama %ziksel sonucundan nefret etmi"tir.
Yıllarca (1939’a kadar), “Matematik do!ru olabilir ama do!a bizi bu kadar çirkin bir "eyden korur, böyle
"eyler gerçekte olu"amaz" diyerek kara delik %krini reddetmi"tir. Ancak, Robert Oppenheimer ve Hart-
land Snyder’ın 1939’da yayımladı!ı bir makalede kara deliklerin olu"abilece!i "üpheye yer bırakmayacak
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"ekilde kanıtlanmı"tır.
Gelelim benim favori öyküme: Kalbin Can Damarı. Bu bölümde ana karakterimiz, cebirsel geometrinin
kurucusu Alexander Grothendieck. Öykü, Japon matematikçi Shinichi Mochizuki’nin “a+b=c” sanısını
kanıtladı!ını iddia etmesi ve matematik dünyasının bunu anlamakta zorlanması ile ba"lar ki bu tarihsel
bir gerçektir. Mochizuki, Grothendieck’i üstat olarak görüyordu. Gerçekten de, Alexander Grothendi-
eck, sadece Arsız Ye"illik kitabının de!il, tüm 20. yüzyıl bilim tarihinin en gizemli, en radikal ve belki
de en hüzünlü %gürüdür. O, matemati!i sayılardan arındırıp saf kavramlara dönü"türdü. Kitapta da
de!inildi!i gibi, kariyerinin zirvesindeyken (Fields Madalyası’nı almı"ken) her "eyi bir anda bıraktı.
Çalı"tı!ı enstitünün, Savunma Bakanlı!ı’ndan küçük bir miktar ba!ı" aldı!ını ö!rendi. Ancak, Grothen-
dieck’in, babası Naziler tarafından öldürülmü" bir anar"ist ve radikal bir pasi%st idi. Bu nedenle, bilimin
“öldürme sanatı"na hizmet etmesine tahammülü yoktu. $stifa etti. Matematik camiasını “tehlikeli ve
etik dı"ı" olmakla suçladı. Matematik derslerini tamamen bıraktı ve Vietnam Sava"ı kar"ıtı gösterilerde
“hayatta kalma” dersleri vermeye ba"ladı. Bu a"amadan sonra, Grothendieck, delili!in ve mistikli!in
sınırlarında ya"amaya ba"lar. Labatut’un kitabında vurgulamak istedi!i “karanlık nokta" tam olarak
burasıdır. Grothendieck, Pireneler’de küçük bir köye (Lasserre) yerle"ti ve 2014’teki ölümüne kadar
tam bir ke"i" hayatı ya"adı. Labatut’un kurgusunda Grothendieck, “uzayın kalbinde" insanlı!ın hazır
olmadı!ı bir "ey görmü" gibidir. Gerçekte de Grothendieck, Récoltes et Semailles (Hasatlar ve Ekimler)
adlı devasa otobiyogra%k eserinde, bilim dünyasının ruhunu "eytana sattı!ını, yaratıcılı!ın yok edildi!ini
ve egonun bilimi çürüttü!ünü anlatır. Matemati!i bıraktı!ını söylese de, geceler boyunca binlerce sayfa
yazı yazdı. Ancak bunlar formüllerden ziyade; rüyalar, bitkiler, "eytan, tanrı ve kozmosun yapısı üzerine
karma"ık metinlerdi. Grothendieck bize "u soruyu sordurtur: “Bir "eyi o kadar derinlemesine anla-
mak, gerçeklikle ba!ımızı koparır mı?" (Benzer bir hayat öyküsü ile John Nash de akla geliyor. Ancak,
Nash’in Grothendieck’ten farkı, zihinsel karma"asını ve hastalı!ını yenip bütünüyle matemati!e geri
dönmesidir.)
Kitabın $ngilizce çevirisine adını veren ve kurgu düzeyinin en yüksek oldu!u bölüm ise Dünyayı An-
lamayı Bıraktı!ımızda’dır. Heisenberg ve Schrödinger’in hikâyesinin anlatıldı!ı bu bölüm kitabın ana
temasının dayanak noktasıdır. Kuantum mekani!inden önce %zikçiler (Newton, Einstein, hatta Schrö-
dinger) dünyayı “göz önüne getirebiliyorlardı". Gezegenler dönüyor, dalgalar yayılıyor, elma dü"üyordu.
Zihnimizde bunun bir resmi vardı. Heisenberg, Helgoland adasında kurdu!u Matris Mekani!i ile "unu
demi" oldu: “Atomun içinde ne oldu!unu hayal etmeye çalı"mayı bırakın. Elektronun yörüngesi diye
bir "ey yoktur. Sadece elimizdeki sayılara (girdi ve çıktılara) bakalım." Heisenberg, atom altı dünyasını
resmedilemez, canlandırılamaz ve klasik mantıkla anla"ılamaz bir matematik yı!ınına dönü"türdü.
Schrödinger buna, “Senin bu matemati!inden tiksiniyorum!" diyerek kar"ı çıktı. O, atomun tıpkı bir
gitar teli gibi titre"en “dalgalardan" olu"tu!unu savundu (Dalga Denklemi). Çünkü insan zihni dalgaları
hayal edebilir, resmedebilir. Schrödinger, anla"ılabilir bir evren istiyordu. Labatut kitapta bu sava"ı
Heisenberg’in kazandı!ını (veya en azından gerçe!in Heisenberg’in tarafına daha yakın oldu!unu)
ima eder. Bohr ve Heisenberg’in Kopenhag Yorumu ile "u sonuca varıldı: Biz artık bir elektronun “ne
yaptı!ını" veya “nerede oldu!unu" kesin olarak bilemeyiz (anlayamayız). Sadece nerede olabilece!ini
olasılık hesaplarıyla tahmin edebiliriz. $"te bu bölümün ba"lı!ı buradan gelir: $nsanlık, evrenin temel ta"-
larını (atomları) görselle"tirmeyi ve neden-sonuç ili"kisi içinde “anlamayı" bırakmı"; sadece formüllerle
“hesaplamaya" ba"lamı"tır. Yazarın “$"te burada ip koptu, burada karanlı!a girdik" dedi!i o büyük kırılma
anı, Heisenberg’in o adada geçirdi!i gecedir. Benjamin Labatut, Heisenberg’in Helgoland adasındaki
o gecesini adeta bir korku %lmi sahnesi gibi tasvir eder. Bu, bilimsel bir ke"iften çok, bir tür “"eytan
çıkarma" ayinine benzer. Helgoland adası, kitapta neredeyse ba"ka bir gezegen gibi anlatılır. Heisenberg
geceleri uyuyamaz. Geçirmekte oldu!u a!ır bir saman nezlesinin a!rıları ve beynindeki formüller onu
uyanık tutar. Geceleri uçurumun kenarında yürür, Goethe’nin "iirlerini ezberinden haykırır ve denizin
karanlı!ına bakar. Labatut’un anlatımının zirve yaptı!ı yer, Heisenberg’in zihinsel kırılma anıdır. He-
isenberg o gece, Bohr’un yörüngelerini, dönen elektronları, yani kafasında kurdu!u o “minyatür güne"
sistemi" modelini zihninden silip atar.
O me"hur gece (tarihsel olarak 7 Haziran 1925 sabaha kar"ı), Heisenberg bir trans halindedir. Sayıları
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matrislere döker. Enerjinin korundu!unu gördü!ünde deh"ete kapılır. Labatut, Heisenberg’in o an
hissetti!i "eyi “evrenin derisinin yüzüldü!ü an" olarak tarif eder. Heisenberg, do!anın o güzel, anla"ılır
yüzeyinin altına bakmı" ve orada dönen di"lileri, o so!uk ve karanlık iskeleti görmü"tür. Hissetti!i "ey
sevinç de!il, derin bir korkudur. Sanki insanlı!ın görmemesi gereken bir sırrı if"a etmi" gibi hisseder.
Gün do!arken bir kayanın tepesine tırmanır ve orada titreyerek oturur. Yazar burada Heisenberg’i,
yasak elmayı ısıran Adem gibi konumlandırır. Heisenberg, “anlamın" (görselli!in) konforunu feda
etmi", kar"ılı!ında “gerçe!in" (matemati!in) so!uk gücünü elde etmi"tir. Bu sahne, kitabın ba"lı!ı olan
"Dünyayı Anlamayı Bıraktı!ımızda" %krinin tam olarak vücut buldu!u andır.
Benjamin Labatut, Heisenberg’in çekti!i “çile"nin tam aksine, Erwin Schrödinger’in ke"if sürecini bir
“vecd" hali ve bir a"k sarho"lu!u olarak anlatır. Tarih 1925 yılının sonlarıdır. Schrödinger, karısını evde
bırakıp $sviçre Alpleri’ndeki lüks bir kayak merkezi ve sanatoryum olan Arosa’ya gider. Görünürde
tüberkülozdan "üphelendi!i için dinlenmek amacıyla gitmektir, ama asıl niyeti, Heisenberg’in o “çirkin"
matrislerini çürütecek, evreni yeniden “pürüzsüz" hale getirecek bir teori kurmaktır. Schrödinger yalnız
de!ildir. Yanında, tarihçilerin kimli!ini asla tam olarak çözemedi!i, günlüklerinde sadece “Heroldswil’li
bir bayan" olarak geçen eski bir sevgilisi vardır. Labatut bu kadını, Schrödinger’in ilham perisi olarak
kurgular. Schrödinger’in en büyük motivasyonu Heisenberg’e duydu!u nefretti. Heisenberg’in dünya-
sında elektronlar bir yörüngeden di!erine aniden, sihir gibi “sıçrıyordu" (Kuantum Sıçraması). Arada
geçen zaman veya gidilen yol yoktu. Schrödinger bunu “i!renç" buluyordu. Do!ada sıçrama olamazdı;
do!a süreklidir. Bu dü"üncelerle, o me"hur Dalga Denklemi’ni kurdu. Ona göre elektron bir parçacık
de!il, çekirde!in etrafında titre"en bir dalga bulutuydu. Tıpkı bir gitar telinin titre"imi gibi yumu"ak,
müzikal ve öngörülebilir bir hareketti. Schrödinger da!dan indi!inde elinde %zik dünyasının en güzel
denklemi vardı.
Ancak Labatut kitabın sonunda acı gerçe!i yüzümüze vurur: Schrödinger haklı oldu!unu sanıyordu
ama aslında yanılmı"tı. Matematiksel olarak denklemi do!ruydu ama yorumu yanlı"tı. Elektronlar
“gerçekten" dalga de!ildi; onlar olasılık dalgalarıydı. Yani Schrödinger, evreni kurtarmaya (onu tekrar
anla"ılır kılmaya) çalı"ırken, istemeden de olsa Heisenberg’in o “anla"ılamaz" belirsizli!ini daha da
sa!lamla"tırmı"tı.
Ve Sonsöz: Gece Bahçıvanı.
Kitabın sonundaki anlatıcı ve "Gece Bahçıvanı" karakteri, yazarın Güney Amerika’daki kendi ya"amın-
dan esinlenmi" olsa da, büyük ölçüde metaforik ve kurgusaldır. Bu bölüm, kitabın ana teması olan
“bilimin do!ayı hem iyile"tirip (bahçıvanlık) hem de zehirlemesi (siyanür)" %krini özetleyen bir %nal
hikâyesidir. Labatut, “tarihi çarpıtmak" için de!il, bilimsel ke"%n arkasındaki duygusal ve zihinsel
maliyeti (korku, vecd, delilik) hissettirmek için bo"lukları kurguyla doldurmu" ve edebiyatta yeni bir
türe ı"ık yakmı"tır.

Ek Okuma Önerisi:Maniac, Benjamin Labatut, Can Yayınları, Nisan 2025 (John von Neumann’ın
ya"am öyküsünü eksene alarak bir kurgusal roman kaleme alan Labatut’un bu kitabını da okumanızı
"iddetle öneririm.)
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Kaosun İçindeki Melodi: Asal Sayılar ve Riemann’ın Gizemi

Asal Sayıların Müziği – Marcus du Sautoy (Çev. Avni Uysal), Ginko Bilim (2023)
Marcus du Sautoy’un “Asal Sayıların Müzi!i" adlı eseri, matemati!in
en büyük çözülememi" gizemlerinden biri olan Riemann Hipotezi’nin
tarihini, önemini ve bu problemi çözmeye çalı"an dâhilerin hikayelerini
anlatan sürükleyici bir popüler bilim kitabıdır.
Kitabın kalbindeAlmanmatematikçi BernhardRiemann ve onun 1859’da
yayımladı!ı 10 sayfalıkmakale yer alır. Riemann, asal sayıların da!ılımını
anlamak için sayı do!rusundan çıkıp, çok boyutlu hayali bir manzaraya
(Zeta Fonksiyonu) bakmamız gerekti!ini ke"feder. Riemann, asal sayı-
ların da!ılımı ile ses dalgalarının analizi arasında bir ba!lantı kurar. Asal
sayıların görünü"teki rastgeleli!inin arkasında, belirli frekanslardaki
dalgaların (notaların) birle"imi yatmaktadır. Riemann, bu hayali man-
zaradaki tüm “sıfır noktalarının" (müzi!in uyumlu oldu!u yerlerin) tek
bir kritik do!ru üzerinde hizalandı!ını iddia eder. E!er bu do!ruysa, asal
sayıların da!ılımında mükemmel bir armoni vardır. Du Sautoy, bu hipo-
tezi kanıtlamaya (veya çürütmeye) çalı"an matematikçilerin ki"isel ve
akademik hayatlarını bir roman tadında anlatır.
Kitap, bu problemin sadece teorik bir merak olmadı!ını vurgular. Bugün

kredi kartı "ifrelerimizden devlet sırlarına kadar her "ey, asal sayıların çarpanlarına ayrılmasının zorlu-
!una (RSA "ifreleme) dayanır. Riemann Hipotezi’nin kanıtlanması (veya asal sayıların yapısının tam
olarak anla"ılması), modern "ifreleme sistemlerini savunmasız bırakabilir. Marcus du Sautoy, kitabın
sonlarına do!ru, asal sayıların da!ılımı ile a!ır atom çekirdeklerinin enerji seviyeleri arasındaki ürkütücü
benzerli!e de de!inir. Bu, matemati!in ve %zi!in evrenin temelinde birle"ti!ine dair büyük bir ipucudur.
#imdi Marcus du Sautoy’un kitabında bahsetti!i o “müzi!in" teknik ama anla"ılır hikâyesine de!inelim:
Her "ey, Riemann’ın sayıları incelemek için kullandı!ı "u özel fonksiyonla ba"lar:

𝜍(𝜀) = 1 + 12𝜀 + 13𝜀 + 14𝜀 +⋛
Buradaki kilit nokta 𝜀 har%dir. E!er 𝜀 yerine sadece reel sayılar koyarsanız, sonuç sıradan bir toplam
olur. Ancak Riemann, 𝜀 yerine karma"ık sayılar koydu. Bunu yaptı!ınızda, fonksiyon artık düz bir çizgi
de!il, üç boyutlu, engebeli bir co!rafî haritaya dönü"ür. Da!lar, vadiler ve deniz seviyesine inen noktalar
olu"ur. Riemann bu 3 boyutlu haritayı incelerken, fonksiyonun sonucunun tam olarak 0 oldu!u yerleri,
yani haritanın “deniz seviyesine" indi!i noktaları aradı. Bu sıfır noktaları ikiye ayrılır. A"ikâr sıfırlar, -2,
-4, -6 gibi negatif çift sayılarda çıkar. Bunların gizemi yoktur, matematikçiler bunlarla ilgilenmez. Asıl
olay, a"ikâr olmayan sıfırlardır. Riemann bu noktaların haritada rastgele da!ılmadı!ını fark etti. Hepsi
belli bir "erit üzerinde toplanıyordu.
Riemann, hesapladı!ı tüm bu gizemli sıfır noktalarının haritada çok özel bir boylam üzerinde hizalandı-
!ını gördü. Karma"ık sayıları bir koordinat sistemi gibi dü"ünürsek, Riemann, tüm bu önemli sıfırların
yatay eksende tam olarak 1ω2 noktasından geçen dikey bir do!ru üzerinde dizildi!ini iddia etti. $"te
Riemann Hipotezi budur: Zeta fonksiyonunun tüm a"ikâr olmayan sıfırlarının reel kısmı 1/2’dir. Yani,
tüm o karma"ık sıfırlar 𝜀 = 1ω2 + 𝜑𝛻 formundadır.
Buradaki en büyüleyici ba!lantı "udur: Bu sıfır noktaları aslında birer ses frekansıdır. E!er asal sayıların
sayı do!rusundaki da!ılımını bir müzik parçası veya ses dalgası olarak dü"ünürseniz, asal sayıların
da!ılımı ilk bakı"ta gürültülü ve düzensizdir. Ancak Riemann gösterdi ki, Zeta fonksiyonunun her bir
sıfır noktası, bu gürültüyü düzelten bir “müzik notasına" (sinüs dalgasına) kar"ılık gelir. Siz bu sıfırları
(dalgaları) üst üste ekledikçe, asal sayıların tam olarak nerede oldu!unu gösteren kusursuz gra%k ortaya
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çıkar.
E!er Riemann haklıysa (yani tüm sıfırlar o 1ω2 do!rusu üzerindeyse), asal sayılar, evrenin izin verdi!i
ölçüde en dengeli ve adil "ekilde da!ılmı"tır. Müzik uyumludur. E!er Riemann haksızsa (yani o do!ru
dı"ında tek bir sıfır bile varsa), asal sayıların da!ılımında büyük sapmalar, öngörülemez yı!ılmalar
olabilir. Müzik bozuktur (kakofoni). Matematikçiler ilk 10 trilyon sıfır noktasını kontrol ettiler ve hepsi
o do!runun üzerindeydi. Ama sonsuza kadar böyle gidip gitmedi!ini henüz kimse kanıtlayamadı.
Kendisi de bir matematik profesörü olan Marcus du Sautoy’un konuyla ilgili hazırladı!ı youtube
videosuna https://www.youtube.com/watch?v=PgqEaUT8Qo0 ba!lantısından eri"ebilirsiniz. Ay-
rıca, yazarın web sayfasına da göz atmanızı öneririz (bkz. https://www.simonyi.ox.ac.uk/)

Ek Okuma Önerisi:
1) Yalnızca Sayıları Seven Adam, Paul Ho’man, Nika Yayınları, 2021.
2) Yaratıcı Kod, Marcus du Sautoy, Ginko Bilim, 2023.
Film Önerisi: Traveling Salesman, 2012. (https://travelingsalesmanmovie.com)

Cahit Arf ve Atatürk Üniversitesi’ndeki Halk Konferansları

Cahit Arf ve Atatürk Üniversitesindeki Halk Konferansları – Tarık Tuna Gözütok, Atatürk
Üniversitesi Yayınları (2021)

Son dört be" senedir ve yapay zekânın ya"amımıza yerle"meye ba"lama-
sıyla birlikte daha da sık olarak sosyal medya platformlarında "öyle bir
payla"ım görüyorum: Eski bir kitap ya da kitapçık kapa!ı ve üstünde
"u yazıyor: Ord. Prof. Dr. Cahit Arf, Makine dü"ünebilir mi ve nasıl dü-
"ünebilir? Bu kitap(çık), Atatürk Üniversitesi’nin 1958-1959 Ö!retim
Yılı’nda düzenledi!i Halk Konferansları vesilesiyle Cahit Arf’ın verdi!i
bir konu"manın metni. Bu payla"ımı yapanlar Cahit Arf’ın o yıllarda ya-
pay zekânın adımlarını öngördü!ünü söyleyerek ünlü matematikçimizi
saygıyla anıyorlar.
$"in gerçe!i "u ki ke"ke Cahit Arf’ı andı!ımız kadar bir de anlayabilsek.
Cahit Arf hakkında yazılmı" pek çok kitap var. Bunların bir kısmı çocuk
kitabı. Çocuklarımıza, gençlerimize bu büyük matematikçimizi anlat-
mak istiyoruz. Ne yazık ki bu kitapların ço!u, özellikle de daha özenli
olması gereken çocuk kitapları Cahit Arf Hocamızı ve onun dünyasını
anlatabilmekten çok uzak. (Hatta birkaç kitapta, Cahit Arf diye Paul
Erd(s’ün resmi konulmu", bir kitapta da kapak resmi yapılmı"!) “Ca-

hit Arf ve Atatürk Üniversitesindeki Halk Konferansları” ise “$"te bu!” diyebilece!im nadir Cahit Arf
kitaplarından biri. En önemli özelli!i ise Cahit Arf’ın kendi sesini de duyabiliyoruz bu kitapta, bir
aracı olmadan, onun mtematikte ne buldu!unu ve matematikle ne anlatmak istedi!ini direkt olarak
ö!reniyoruz ve her "eyden önemlisi “anlıyoruz” Cahit Arf’ı. Bu kitap, yukarıda sözünü etti!im metinle
beraber Cahit Arf’ın Atatürk Üniversitesi’nde 1958-1960 yılları arasında Halk Konferansları kapsamında
verdi!i üç konu"manın metnini içeriyor. Bu çok kıymetli bir ar"iv. Bu kitabı yayına hazırlayan Tarık
Tuna Gözütok’a ve yayımlayan Atatürk Üniversitesi’ne te"ekkürü bir borç bilirim.
Gözütok, kitabın açılı" bölümünde, Cahit Arf’ın kısa hayat hikâyesini ve bilimsel yayınlarını veriyor.
Birinci bölümde Cahit Arf’ın gözünden bilim ve teknolojiyi, o arada tabii ki matemati!i anlamayı
irdeliyor.
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$kinci bölüm ise, 7 Haziran 1957 tarihinde Do!u Anadolu’da kurulan ilk üniversitemiz olma özelli!ini
ta"ıyan Atatürk Üniversitesi’nin kurulu" hikâyesi ile ba"lıyor. O dönemin ko"ulları ile do!uda bir üniver-
site kurma giri"imlerinin aktarılması da ayrıca bir tarih de!eri ta"ıyor bizim için. Halk Konferansları
kapsamında sunulan konu"maların bir listesini verenGözütok, Cahit Arf’ın üç konu"masını, matemati!e
bakı" açısını da irdeleyerek, titizlikle inceliyor. Aslında, Gözütok burada, sonraki bölümde verilecek
olan Cahit Arf’ın konu"ma metinlerinin içeri!inde asıl anlatılmak isteneni ifade etmeye çalı"ıyor. Bir
anlamda, konu"ma metinlerinin perde arkasını gösteren bir ön hazırlık.
Kitabın son bölümü ise Cahit Arf’ın sözünü etti!imiz konferans metinlerine ayrılmı": Makine Dü"ü-
nebilir mi ve Nasıl Dü"ünebilir?, Matematik Tedrisatında Yeni Temayüller, Ö!renciler $çin Genetikte
Bir Seleksiyon Problemi Hakkında. Cahit Arf’ın bu konu"malardaki en büyük amaçlarından biri ma-
temati!i “anlamanın” güç olmadı!ı ancak sabır gerektirdi!ini herkese anlatmaya çalı"masıdır. Akla
ve sa!duyuya güvenmenin, hangi meslekte olursa olsun herkeste bulunması gerekti!ini ve ancak bu
sayede “ö!rendiklerimize yenilerini katabilece!imizi” vurgulamak istemi"tir. Körü körüne bellemek
de!il, “anlamak” gerekti!ini anlatmaya çalı"ır bu konferanslarında. Kendi ya"amından ve matematik
dünyasından örneklerle halka sunar bunu. Matemati!e duymu" oldu!u ilginin esas kayna!ının, do!ayı
modelleyerek anlama hırsından do!du!unu da matematik tarihi dersini verdi!i zaman anladı!ını aktarır.
Bu metinlerde, gerek matematik e!itimini gerek matemati!i “anlamanın” yolunu Cahit Arf gibi büyük
bir matematikçimizin de!erli deneyimlerinden yola çıkarak irdeleme "ansına sahip oluyoruz.

Ek Okuma Önerileri:
1) Özkan De!er, Cahit Arf’ın Atatürk Üniversitesi’ndeki (Erzurum) Halk Konferansları, Osmanlı Bi-
limi Ara"tırmaları, Cilt 23, Sayı 22, 2022. https://iupress.istanbul.edu.tr/journal/oba/article/cahit-ar%n-
ataturk-universitesindeki-erzurum-halk-konferanslari
2) Tosun Terzio!lu, Akın Yılmaz, Cahit Arf: Anlamak Tutkunu Bir Matematikçi, Tüba Yayınları, 2006.
3) Emir Öngüner, Halide ve Cahit Arf’ın Almanya Mektupları, Ötüken Yayınları, 2024.
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Gauss Tamsayıları ve Cebirsel Tamsayı
Halkaları
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Önceki yazımızda antik Yunan matematikçilerinin çalı!malarına kadar uzanan tamsayılardaki çarpanlara
ayırma özelli"inin ba!ka halkalarca de sa"landı"ını gördük. Bu kapsamda, özel olarak, Gauss tamsayıları
olarak bilinen karma!ık sayılar kümesinde, tıpkı tamsayılarda oldu"u gibi, asal sayılar tanımlanabildi"ini
ve bu sayede çarpanlara ayırma özelli"ini tartı!abildi"imizi görmü!tük. Bu yazımızda, daha önce söz
verdi"imiz gibi, Gauss tamsayılarının bu güçlü özelli"i sayesinde elde edebilce"imiz bazı sonuçlara ve bu
sonuçların sayı teorisi açısından önemli olan ve "iki kare teoremi" olarak bilinen sonucu. Ayrıca gelecek
yazımız için bir tür hazırlık olması bakımından bazı cebirsel tamsayı halkalarına da kısaca de"inmek
istiyoruz.

Gauss Tamsayıları ve İki Kare Teoremi

Hatırlayacak olursak, Gauss tamsayıları ℤ[𝜔] = {𝜀 + 𝜗𝜔 ω 𝜀, 𝜗 ε ℤ} kümesi, karma!ık sayılar kümesinin
bir alt halkasıdır. Burada 𝜔, hayali birim denilen ve 𝜔2 = ϑ1 e!itli"ini sa"layan sayıdır. Her halkada oldu"u
gibi Gauss tamsayıları halkasında da asal sayılar, sıfır veya birimsel (yani tersinir) olmayan ve kendisi ile
birimsellerin çarpımı dı!ında ba!ka bir !ekilde çarpanlara ayrılamayan elemanlar olarak tanımlanır. Örne"in1 + 𝜔 ε ℤ[𝜔] elemanı bir asal Gauss tamsayısıdır. Çünkü 1 + 𝜔 sayısını çarpanlara ayırmak istedi"imizde,1 + 𝜔 = (𝜀 + 𝜗𝜔)(𝜛 + 𝜚𝜔) !eklinde bir çarpanlara ayırma yapabilmemiz için 𝜀𝜛 ϑ 𝜗𝜚 = 1 ve 𝜀𝜚 + 𝜗𝜛 = 1
denklemlerinin sa"lanmaması gerekir. Bu denklemler ancak 𝜀, 𝜗, 𝜛, 𝜚 tamsayıları için 𝜀 = ±1, 𝜗 = 0, 𝜛 = ±1,𝜚 = 0 veya 𝜀 = 0, 𝜗 = ±1, 𝜛 = 0, 𝜚 = ±1 oldu"unda sa"lanabilir. Yani 1 + 𝜔 sayısını ℤ[𝜔] içinde çarpanlara
ayırabilmek için çarpanlardan birinin birimsel olması gerekir. Fakat 2 ε ℤ sayısı Gauss tamsayıları içinde
asal de"ildir. Çünkü 2 = (1 + 𝜔)(1 ϑ 𝜔) !eklinde bir çarpanlara ayırma mümkündür ve ne 1 + 𝜔 ne de 1 ϑ 𝜔
birimsel de"ildir. Bu örnekler bize Gauss tamsayıları içinde asal sayıların da"ılımının tamsayılar içindeki
asal sayıların da"ılımından farklı oldu"unu gösterir. Ancak Gauss tamsayıları halkasında da tamsayılarda
oldu"u gibi her elemanın asal çarpanlara tek türlü ayrılabildi"ini, yani Gauss tamsayıları halkasının da bir
tek türlü çarpanlara ayırma halkası oldu"unu biliyoruz.ℤ[𝜔] halkasında bir elemanın çarpanlarının (ya da denk olarak bölenlerinin) hangi tipte oldu"unu veya
bir Gauss tamsayısının birimsel olup olmadı"ını anlamak için norm fonksiyonunu adı verilen kullanı!lı
bir araçtan da yararlanabiliriz. Gauss tamsayıları için norm fonksiyonu 𝜍(𝜀 + 𝜗𝜔) = 𝜀2 + 𝜗2 !eklinde
tanımlanır. Buna göre her 𝜑 ε ℤ[𝜔] için 𝜍(𝜑) ε ℕ ve 𝜍(𝜑) = 0 ise 𝜑 = 0 olur. Ayrıca her 𝜑1, 𝜑2 ε ℤ[𝜔] için𝜍(𝜑1𝜑2) = 𝜍(𝜑1)𝜍(𝜑2) e!itli"i sa"lanır. Norm fonksiyonunun bu çarpımsal özelli"i sayesinde ilk olarak bir
Gauss tamsayısının birimsel olup olmadı"ını anlayabiliriz.

Teorem 1.
Her 𝜑 ε ℤ[𝜔] için a!a"ıdakiler denktir:
(1) 𝜑 birimsel bir elemandır.
(2) 𝜍(𝜑) = 1.
(3) 𝜑 = ±1 veya 𝜑 = ±𝜔.
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Kanıt. (1) ⇒ (2): 𝜑 birimsel ise, 𝜑’nin bir tersi vardır, yani 𝜑𝜑ϑ1 = 1. Norm fonksiyonunun çarpımsal
özelli"inden dolayı 𝜍(𝜑)𝜍(𝜑ϑ1) = 𝜍(1) = 1 olur. 𝜍(𝜑),𝜍(𝜑ϑ1 ∱ 0) oldu"undan, 𝜍(𝜑) = 1 olur.
(2)⇒ (3): 𝜍(𝜑) = 1 ise, 𝜑 = 𝜀 + 𝜗𝜔 için 𝜀2 + 𝜗2 = 1 olur. Bu durumda (𝜀, 𝜗) ikilisi yalnızca (±1, 0) veya(0,±1) olabilir. Dolayısıyla 𝜑 = ±1 veya 𝜑 = ±𝜔 olur.
(3) ⇒ (1): 1 ⋛ 1 = 1, (ϑ1) ⋛ (ϑ1) = 1, 𝜔 ⋛ (ϑ𝜔) = 1 ve (ϑ𝜔) ⋛ 𝜔 = 1 oldu"undan, 𝜑 = ±1 veya 𝜑 = ±𝜔 ise, 𝜑
birimsel bir elemandır.

Yukarıdaki örnekte ele aldı"ımız 1 + 𝜔 sayısının normu 𝜍(1 + 𝜔) = 12 + 12 = 2’dir. 1 + 𝜔 = 𝜑1 ⋛ 𝜑2 olacak
!ekilde 𝜑1, 𝜑2 ε ℤ[𝜔] elemanları varsa, 𝜍(1 + 𝜔) = 𝜍(𝜑1)𝜍(𝜑2) e!itli"inden 2 = 𝜍(𝜑1)𝜍(𝜑2) olur. Buradan𝜍(𝜑1) ve 𝜍(𝜑2)’nin yalnızca 1 ve 2 de"erlerini alabilece"ini görürüz. Ancak 𝜍(𝜑) = 1 ise 𝜑 = ±1 veya𝜑 = ±𝜔, yani 𝜑 birimsel bir elemandır. Dolayısıyla 1 + 𝜔 sayısı asal bir Gauss tamsayısıdır.

Teorem 2.𝛻 bir asal tamsayı ise, a!a"ıdakilerden yalnızca biri do"rudur:
(1) 𝛻 Gauss tamsayıları içinde de asaldır.
(2) 𝛻 = 2’dir ve 2 = (1 + 𝜔)(1 ϑ 𝜔) !eklinde çarpanlara ayrılır.
(3) 𝛻 ∲ 1 (mod 4) ve 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 olacak !ekilde 𝜀, 𝜗 ε ℤ tamsayıları vardır, yani 𝛻 iki kare toplamı

olarak yazılabilir.

Kanıt. 𝛻 bir asal tamsayı olsun. Kabul edelim ki 𝛻 ∳ 2 olsun. Bu durumda 𝜍(𝛻) = 𝛻2 olur. E"er 𝛻 Gauss
tamsayıları içinde asal ise, (1) maddesi do"rudur. Aksi halde, 𝛻 Gauss tamsayıları içinde asal de"ildir.
Bu durumda 𝛻 = 𝜑1𝜑2 olacak !ekilde 𝜑1, 𝜑2 ε ℤ[𝜔] elemanları vardır ve ne 𝜑1 ne de 𝜑2 birimsel de"ildir.
Dolayısıyla 𝜍(𝜑1),𝜍(𝜑2) > 1 olur. Norm fonksiyonunun çarpımsal özelli"inden dolayı 𝜍(𝛻) = 𝜍(𝜑1)𝜍(𝜑2)
e!itli"i sa"lanır. Yani 𝛻2 = 𝜍(𝜑1)𝜍(𝜑2) olur. Buradan 𝜍(𝜑1) ve 𝜍(𝜑2)’nin yalnızca 𝛻 de"erini alabilece"ini
görürüz. O halde 𝜍(𝜑1) = 𝛻 ve 𝜍(𝜑2) = 𝛻 olur. #imdi 𝜑1 = 𝜀 + 𝜗𝜔 için 𝜍(𝜑1) = 𝜀2 + 𝜗2 = 𝛻 olur. Bu
durumda 𝛻 = 𝜀2+𝜗2 olacak !ekilde tamsayılar 𝜀, 𝜗 vardır. #imdi 𝛻’nin 4 ile bölümünden kalanı inceleyelim.𝜀 ve 𝜗 tamsayılarının her biri ya çift ya da tek olabilir.

• E"er 𝜀 ve 𝜗 ikisi de çift ise, o zaman 𝜀 = 2𝜕 ve 𝜗 = 2ℵ olacak !ekilde𝜕,ℵ ε ℤ için yazılabilir. Bu
durumda 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 = 4𝜕2 + 4ℵ2 = 4(𝜕2 + ℵ2) olur. Yani 𝛻 sayısı 4’ün katı olur ki, bu da 𝛻’nin
asal sayı oldu"u varsayımıyla çeli!ir.

• E"er 𝜀 ve 𝜗 ikisi de tek ise, o zaman 𝜀 = 2𝜕+1 ve 𝜗 = 2ℵ+1 olacak !ekilde𝜕,ℵ ε ℤ için yazılabilir.
Bu durumda 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 = (2𝜕 + 1)2 + (2ℵ + 1)2= 4𝜕2 + 4𝜕 + 1 + 4ℵ2 + 4ℵ + 1= 4(𝜕2 +𝜕 + ℵ2 + ℵ) + 2
olur. Bu da 𝛻’nin bir tek asal sayı oldu"u varsayımıyla çeli!ir.

• E"er 𝜀 tek ve 𝜗 çift ise, o zaman 𝜀 = 2𝜕 + 1 ve 𝜗 = 2ℵ olacak !ekilde𝜕,ℵ ε ℤ için yazılabilir. Bu
durumda 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 = (2𝜕 + 1)2 + (2ℵ)2= 4𝜕2 + 4𝜕 + 1 + 4ℵ2= 4(𝜕2 +𝜕 + ℵ2) + 1
olur. Yani 𝛻 sayısının 4 ile bölümünden kalan 1 olur.

• E"er 𝜀 çift ve 𝜗 tek ise, o zaman da benzer !ekilde 𝛻 sayısının 4 ile bölümünden kalan 1 olur.
Sonuç olarak, 𝛻 sayısı asal ve 𝛻 ∳ 2 ise, 𝛻 ∲ 1 (mod 4) olur ve 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 olacak !ekilde 𝜀, 𝜗 tamsayıları
vardır. E"er𝛻 = 2 ise, o zaman 2 = (1+𝜔)(1ϑ𝜔) !eklinde çarpanlara ayrılır. Böylece teoremdeki üç durumdan
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en birinin do"ru oldu"u gösterilmi! olur. Ayrıca bu üç dürümun ayrık oldu"u da açıktır. Dolayısıyla teorem
ispatlanmı! olur.

Yukarıdaki teorem, tamsayılardaki asal sayıların Gauss tamsayıları içindeki durumunu açıklamaktadır.
Özellikle (3) maddesi, asal sayıların iki kare toplamı olarak ifade edilebilmesiyle ilgili önemli bir sonuçtur.
Buna göre teoremin (1) maddesine uyan asal tamsayıları merak etmek do"aldır. Bunu a!a"ıdaki teorem ile
açıklayabiliriz.

Teorem 3.𝛻 bir asal tamsayı ise a!a"ıdakiler denktir:
(1) 𝛻, Gauss tamsayıları içinde asaldır.
(2) 𝛻 ∲ 3 (mod 4).
(3) 𝛻 sayısı iki tamsayının karelerinin toplamı olarak ifade edilemez.

Kanıt. 𝛻 bir asal tamsayı olsun. E"er (1) maddesi do"ru ise, o zaman 𝛻 = 2 olamaz. Ayrıca, bu durumda,
önceki teoremin (3) maddesi de do"ru olamaz. Çünkü e"er 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 olacak !ekilde 𝜀, 𝜗 tamsayıları
varsa, o zaman 𝛻 = (𝜀 + 𝜗𝜔)(𝜀 ϑ 𝜗𝜔) olaca"ından 𝛻, Gauss tamsayıları içinde asal de"ildir. Öte yandan𝛻 ∲ 0 (mod 4) veya 𝛻 ∲ 2 (mod 4) olamayaca"ı da açıktır. Dolayısıyla (1) maddesi do"ru ise, (2) maddesi
do"rudur.
#imdi (2)⇒ (3) gerektirmesini gösterelim. 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 olacak !ekilde 𝜀, 𝜗 tamsayıları olsun. Teorem 2’nin
kanıtında oldu"u gibi incelenecek olursa

𝛻 ∲ ⌋⌈⌉
0 (mod 4), e"er 𝜀, 𝜗 ikisi de çift ise2 (mod 4), e"er 𝜀, 𝜗 ikisi de tek ise1 (mod 4), e"er 𝜀 tek, 𝜗 çift veya 𝜀 çift, 𝜗 tek ise

durumları elde edilir. Buradan görülebilece"i gibi, 𝛻 ∲ 3 (mod 4) ise, 𝛻 = 𝜀2 + 𝜗2 olacak !ekilde 𝜀, 𝜗
tamsayıları bulunamaz.
(3) maddesi do"ru ise Teorem 2’den dolayı (1) maddesi de do"rudur. Böylece teorem kanıtlanmı! olur.

Yukarıdaki iki teorem birlikte ele alındı"ında, bir asal tamsayının Gauss tamsayıları içinde asal olup
olmadı"ını belirlemek için o asal tamsayının 4 ile bölümünden kalanına bakmamız yeterli olur. E"er asal
tamsayı 4ℶ+1 !eklinde ise, o zaman o asal tamsayı Gauss tamsayıları içinde asal de"ildir ve iki kare toplamı
olarak ifade edilebilir. E"er asal tamsayı 4ℶ + 3 !eklinde ise, o zaman o asal tamsayı Gauss tamsayıları
içinde asaldır ve iki kare toplamı olarak ifade edilemez. Ayrıca 2 sayısı da Gauss tamsayıları içinde asal
de"ildir ve 2 = 12 + 12 !eklinde iki kare toplamı olarak ifade edilebilir.

Teorem 4.
Bir asal Gauss tamsayısı a!a"ıdaki !ekillerden birinde ifade edilebilir:

(I) 𝛻 bir asal tamsayı ve 𝛻 ∲ 3 (mod 4) olmak üzere ±𝛻 ve ±𝜔𝛻.
(II) 𝜀, 𝜗 ε ℤ ve 𝜀2 + 𝜗2 = 𝛻 asal sayı olmak üzere 𝜀 + 𝜗𝜔.

Kanıt. I. tipten Gauss sayılarının asallı"ı yukarıdaki teoremlerden açıktır. II. tipten bir Gauss tamsayısının
asallı"ını da norm fonksiyonunun çarpımsallı"ını kullanarak kolayca görebiliriz.
#imdi 𝜑 = 𝜀 + 𝜔𝜗 bir asal Gauss tamsayısı olsun. E"er 𝜗 = 0 ise 𝜑 = 𝜀 bir tamsayıdır ve bu tamsayı,
birden farklı iki tamsayının çarpımına ayrılırsa Gauss tamsayıları içinde de ayrılır. Dolayısıyla {𝜀{ bir asal
tamsayıdır. 𝜑 = 𝜀 bir asal Gauss tamsayısı oldu"undan Teorem 3 gere"ince ℷ ∲ 3 (mod 4) olur. Öte yandan,𝜀 = 0 ise 𝜑 = 𝜔𝜗 olur ve benzer !ekilde {𝜗{ bir asal tamsayıdır ve bu durumda {𝜗{ = 𝛻 için 𝜑 = ±𝜔𝛻 ve 𝛻 ∲ 3(mod 4) olur. Böylece I. tipteki asal Gauss tamsayıları elde edilir.

71



Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026–2 Gauss Tamsayıları ve Cebirsel Tamsayı Halkaları

!imdi 𝜔 ∱ 0 ve 𝜀 ∱ 0 oldu"unu varsayalım. 𝜗(𝜛)’nin asal bir tamsayı oldu"unu gösterelim. E"er 𝜗(𝜛) asal
de"il ise, 𝜗(𝜛) = 𝜚𝜍 olacak #ekilde𝜚,𝜍 ω ℕ ve 1 < 𝜚,𝜍 < 𝜗(𝜛) için yazılabilir. O zaman 𝜔2 + 𝜀2 = 𝜚𝜍
olur. Kabulden dolayı 𝜔 + 𝜑𝜀 asal bir Gauss tamsayısıdır. Ayrıca e"er 𝜔 ε 𝜑𝜀 iki Gauss tamsayısının çarpımı
olarak yazılabilirse, e#leni"i olan 𝜔 + 𝜑𝜀 de bunların e#leni"inin çarpımı olarak yazılabilir. Dolayısıyla,
𝜔 ε 𝜑𝜀 de bir asal Gauss tamsayısıdır. E"er𝜚 ve 𝜍 asal Gauss tmasayıları ise ℤ[𝜑] bir tek türlü çarpanlara
ayırmma bölgesi oldu"undan bu durum bir çeli#ki olur. O halde𝜚 veya 𝜍’den en az biri asal Gauss tamsayısı
de"ildir. Diyelim ki𝜚 asal Gauss tamsayısı de"ildir. O zaman𝜚 = 𝜛1𝜛2 olacak #ekilde 𝜛1, 𝜛2 ω ℤ[𝜑] ve ne
𝜛1 ne de 𝜛2 birimsel de"ildir. Fakat bu durumda da (𝜔 + 𝜑𝜀)(𝜔 ε 𝜑𝜀) = 𝜚𝜍 = 𝜛1𝜛2𝜍 e#itli"inin sol tarafı
iki asal Gauss tamsayısının çarpımı iken sa" tarafı en az üç asal Gauss tamsayısının çarpımı olur. Bu da
ℤ[𝜑]’nin bir tek türlü çarpanlara ayırma bölgesi olmasıyla çeli#ir. Böylece 𝜗(𝜛) bir asal tamsayıdır. O halde
𝜗(𝜛) = 𝜔2 + 𝜀2 = 𝛻 olacak #ekilde bir asal tamsayı 𝛻 vardır. Böylece II. tipteki asal Gauss tamsayıları elde
edilir.

Teorem 5.
𝛻 bir asal tamsayı ve 𝜔, 𝜀, 𝜕, ℵ pozitif tamsayılar olmak üzere

𝛻 = 𝜔2 + 𝜀2 = 𝜕2 + ℵ2

olsun. O zaman ya 𝜔 = ±𝜕 ve 𝜀 = ±ℵ ya da 𝜔 = ±ℵ ve 𝜀 = ±𝜕 olur.

Kanıt. (𝜔 + 𝜑𝜀)(𝜔 ε 𝜑𝜀) = (𝜕 + 𝜑ℵ)(𝜕 ε 𝜑ℵ) e#itli"i 𝜗(𝜔 ± 𝜑𝜀) = 𝜗(𝜕 ± 𝜑ℵ) = 𝛻 e#itli"ini verir. Dolayısıyla
Teorem 4 gere"ince 𝜔 ± 𝜑𝜀 ve 𝜕 ± 𝜑ℵ asal Gauss tamsayılarıdır. ℤ[𝜑] bir tek türlü çarpanlara ayırma bölgesi
oldu"undan, 𝜔 + 𝜑𝜀 sayısı 𝜕 ± 𝜑ℵ sayısının birimsel (yani ±1 veya ±𝜑) katı olmak zorundadır. Bu durumda
𝜔+ 𝜑𝜀,±(𝜕± 𝜑ℵ),±𝜑(𝜕± 𝜑ℵ) tipindeki elemanlarından biridir. 𝜔, 𝜀, 𝜕, ℵ > 0 kabul edildi"inden, 𝜔+ 𝜑𝜀 = 𝜕+ 𝜑ℵ
veya 𝜔 + 𝜑𝜀 = ℵ + 𝜑𝜕 olur. Buradan istenen sonuç kolayca elde edilir.

!imdi sadece asal tamsayıların de"il, tüm tamsayılar için iki kare toplamı olarak ifade edilebilme durumunu
belirleyece"iz. Fakat öncesinde a#a"ıdaki lemmayı kanıtlayalım.

Önsav 1.

!ki kare toplamı olan sayıların çarpımı da iki kare toplamı olarak yazılabilir.

Kanıt. 𝜔2 + 𝜀2 ve 𝜕2 + ℵ2 iki kare toplamı için

(𝜔2 + 𝜀2)(𝜕2 + ℵ2) = 𝜔2𝜕2 + 𝜔2ℵ2 + 𝜀2𝜕2 + 𝜀2ℵ2
= (𝜔𝜕 ε 𝜀ℵ)2 + (𝜔ℵ + 𝜀𝜕)2

olaca"ından istenen sonuç elde edilir.

Teorem 6. (İki Kare Teoremi)

𝜍 ω ℕ için a"a#ıdakiler denktir:

(1) 𝜍 = 𝜔2 + 𝜀2 olacak "ekilde 𝜔, 𝜀 ω ℤ tamsayıları vardır.
(2) 𝜍’nin asal çarpanlarına ayrılı"ındaki 𝛻 asallarından 𝛻 ∲ 3 (mod 4) olacak "ekilde olanların

kuvvetleri çifttir.

Kanıt. (1)⇒ (2): 𝜍 = 𝜔2 + 𝜀2 olacak #ekilde 𝜔, 𝜀 ω ℤ tamsayıları olsun. O zaman 𝜍 = (𝜔 + 𝜑𝜀)(𝜔 ε 𝜑𝜀) olur.
ℤ[𝜑] bir tek türlü çarpanlara ayırma bölgesi oldu"undan, 𝜔 + 𝜑𝜀 ve 𝜔 ε 𝜑𝜀 Gauss tamsayıları içinde asal
çarpanlara ayrılabilir. Teorem 4 gere"ince 𝜔 + 𝜑𝜀 = 𝛻1 …𝛻ℶ𝜛1 … 𝜛ℷ ve 𝜔 ε 𝜑𝜀 = 𝛻1 …𝛻ℶ𝜛1 … 𝜛ℷ olacak #ekilde
4 ile bölündü"ünde 3 kalanı veren 𝛻𝜑 asal tamsayıları ile normu asal olan 𝜛1,… , 𝜛𝜚 Gauss tamsayıları vardır.
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Bu durumda 𝜍 = (𝜔 + 𝜑𝜀)(𝜔 ε 𝜑𝜀) = 𝛻21 …𝛻2ℶ𝜗(𝜛1) …𝜗(𝜛ℷ)

ve her 𝜑 = 1,… , ℷ için 𝜗(𝜛𝜑) bir asal tamsayı ve 𝜗(𝜛𝜑) ∲ 1 (mod 4) olur. Buradan görülebilece"i gibi, 𝜍’nin
asal çarpanlarına ayrılı#ında 𝛻𝜑 asal tamsayılarının kuvvetleri çifttir.
(2)⇒ (1): 𝜍 ω ℕ için 𝜍 = 𝛻ℸ11 𝛻

ℸ2
2 ⋛𝛻ℸ⊳⊳ #eklinde asal çarpanlara ayrıldı"ını varsayalım. Burada her 𝛻𝜑 bir

asal tamsayı ve her ℸ𝜑 bir pozitif tamsayıdır. Kabulden dolayı her 𝛻𝜑 için a#a"ıdakilerden biri do"rudur:
• 𝛻𝜑 = 2,
• 𝛻𝜑 ∲ 1 (mod 4),
• 𝛻𝜑 ∲ 3 (mod 4) ve ℸ𝜑 çift sayıdır.

Teorem 2, Teorem 3 ve Lemma 1 gere"ince ilk iki durumda 𝛻ℸ𝜑𝜑 ifadesi iki kare toplamı olarak yazılabilir.
𝛻𝜑 ∲ 3 (mod 4) ve ℸ𝜑 = 2⊲ çift tamsayısı ise, 𝛻ℸ𝜑𝜑 = (𝛻⊲𝜑 )2 + 02 #eklinde iki kare toplamı olarak yazılabilir.
Ayrıca iki kare toplamı olan sayıların çarpımı da iki kare toplamı olarak yazılabildi"inden, 𝜍 de iki kare
toplamı olarak yazılabilir.

Örnek 1.

𝜍 = 2450 sayısının iki kare toplamı olarak yazılıp yazılamayaca"ını belirleyelim. 2450 = 21 ⋜ 52 ⋜ 72 #eklinde
asal çarpanlara ayrılır. Burada 2 ve 5 sayıları iki kare toplamı olarak yazılabilir. Ayrıca 7 ∲ 3 (mod 4) ancak
kuvveti çift oldu"undan, Teorem 6 gere"ince 2450 sayısı da iki kare toplamı olarak yazılabilir. 2450 sayısının
iki kare toplamı #eklindeki yazımlarını bulmak için öncelikle bu sayıyı asal çarpanlarına ayıralım:

2450 = 2 ⋜ 52 ⋜ 72
= (1 + 𝜑)(1 ε 𝜑) ⋜ (1 + 2𝜑)2(1 ε 2𝜑)2 ⋜ 72

Gauss tamsayılarında bu çarpanları çe#itli biçimlerde iki gruba ayırabiliriz öyle ki bir grup di"erinin
e#leni"idir. $lk olarak,

2450 = [(1 + 𝜑)(1 + 2𝜑)2 ⋜ 7] ⋜ [(1 ε 𝜑)(1 ε 2𝜑)2 ⋜ 7]

#eklinde yazarak, birinci çarpanı hesaplayalım:

(1 + 2𝜑)2 = 1 + 4𝜑 ε 4 = ε3 + 4𝜑
(1 + 𝜑)(ε3 + 4𝜑) = ε3 + 4𝜑 ε 3𝜑 ε 4 = ε7 + 𝜑

(ε7 + 𝜑) ⋜ 7 = ε49 + 7𝜑

Buna göre 2450 = ⌋ε49 + 7𝜑⌋2 = 492 + 72 = 2401 + 49 olur.
Alternatif olarak,

2450 = [(1 + 𝜑)(1 ε 2𝜑) ⋜ 72] ⋜ [(1 ε 𝜑)(1 + 2𝜑) ⋜ 72]

#eklinde yazarsak:

(1 + 𝜑)(1 ε 2𝜑) = 1 ε 2𝜑 + 𝜑 + 2 = 3 ε 𝜑
(3 ε 𝜑) ⋜ 49 = 147 ε 49𝜑

bulunur. Bu durumda 2450 = 1472 + 492 = 21609 + 2401 olur.
Bir ba#ka gruplandırmada ise,

2450 = [(1 + 𝜑)(1 + 2𝜑)(1 ε 2𝜑) ⋜ 7] ⋜ [(1 ε 𝜑)(1 + 2𝜑)(1 ε 2𝜑) ⋜ 7]

yazabiliriz. Burada (1 + 2𝜑)(1 ε 2𝜑) = 1 + 4 = 5 oldu"undan:

(1 + 𝜑) ⋜ 5 ⋜ 7 = (5 + 5𝜑) ⋜ 7 = 35 + 35𝜑
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Bu durumda 2450 = 352 + 352 = 1225 + 1225 olur.
Sonuç olarak 2450 = 72 + 492 = 492 + 72 = 352 + 352 #eklinde farklı biçimlerde iki kare toplamı olarak
yazılabilir.

Örnek 2.
A#a"ıdaki düzlemsel #ekilde 𝜔, 𝜀, 𝜕, 0, 1, 𝜛 ve ⊲ birbirlerinden farklı birer pozitif tamsayı olmak üzere kenar
uzunlukları bu sayılara e#it olan, hipotenüzleri e#it uzunlukta ve aynı do"ru üzerinde üç adet dik üçgen
gösterilmi#tir.

𝜀

𝜔 𝜕

𝜕
1

0

𝜕𝜛
⊲

Burada aradı"ımız, 𝜔, 𝜀, 0, 1, 𝜛 ve ⊲ sayılarının toplamının en küçük de"eridir. Üçgenlerin hipotenüz
uzunlukları e#it ve 𝜕 birim oldu"undan Pisagor teoremine göre

𝜕2 = 𝜔2 + 𝜀2 = 02 + 12 = 𝜛2 + ⊲2

olur. Dolayısıyla karesi en az üç farklı biçimde iki (pozitif) kare toplamı olarak yazılabilen en küçük 𝜕
sayısını aramakla ba#layabiliriz. Tabii buradaki her yazımda toplam terimlerinin birbirinden farklı olması
gerekti"ini de unutmamalıyız. Bu ana sorunun çözümü için önce a#a"ıdaki sorulara yanıt arayarak biraz
ısınalım.

!ki pozitif kare toplamı olarak yazılabilen en küçük tamsayı nedir? Toplam terimleri farklı olacaksa bu sayı ne
olur? Bu sorunun yanıtını Teorem 6 gere"ince 2 = 12 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki toplam terimlerinin
aynı oldu"una dikkat edelim. Buna göre toplam terimleri de farklı olup iki pozitif kare toplamı olarak
yazılabilen en küçük tamsayı Teorem 4’ün de yardımıyla 5 = 12 + 22 olarak bulunur.
!ki pozitif kare toplamı olarak en az iki farklı biçimde yazılabilen en küçük tamsayı nedir? Bu sorunun
yanıtını da Teorem 6 gere"ince 50 = 52 + 52 = 72 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki yazımların birinde
toplam terimlerinin aynı oldu"una dikkat edelim. Buna göre toplam terimleri de farklı olup iki pozitif
kare toplamı olarak en az iki farklı biçimde yazılabilen en küçük tamsayı Teorem 4’ün de yardımıyla
5 ϑ 13 = 65 = 82 + 12 = 72 + 42 olarak bulunur. Buradaki esas %kir sayının yazımında en az iki asal çarpan
bulunmasını sa"lamaktır. Bu asalları da 4 modülüne göre 1 kalanı veren asallardan seçmek akıllıca olur;
aksi halde di"er asallar, ancak çift kuvvet ile yazılabilmesi ve iki (pozitif) kare toplamı olarak yazılamaması
nedeniyle, sayıyı büyütmekten ba#ka bir i#e yaramayacaktır. Buna göre 𝜍 = 𝛻2 #eklinde bir sayı için 𝛻
ve 2 asalları 4⊳ + 1 #eklinde ise, 𝛻 = 𝜛1𝜛1 ve 2 = 𝜛2𝜛2 olacak #ekilde 𝜛1, 𝜛2 ω ℤ[𝜑] bulunabilir. Böylece
𝜍 = (𝜛1𝜛2)(𝜛1𝜛2) ve 𝜍 = (𝜛1𝜛2)(𝜛1𝜛2) #eklinde iki farklı biçimde yazılabilir. $ki durumda da 𝜍 = 𝜛𝜛 tipinde
olaca"ından 𝜍 sayısı iki kare toplamı olarak iki farklı #ekilde yazılabilir.
!imdi esas sorumuza geri dönelim. Üç pozitif kare toplamı olarak en az üç farklı biçimde yazılabilen ve
tam kare olan en küçük tamsayıyı arıyoruz. Yukarıdaki dü#ünceleri kullanarak bu sayının (5)2 olması
gerekti"ini söyleyebiliriz. Nitekim

(5 ⋜ 13)2 = (1 + 2𝜑)2(1 ε 2𝜑)2(2 + 3𝜑)2(2 ε 3𝜑)2
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oldu"undan bu sayıyı [(1 + 2𝜑)(2 + 3𝜑)]2[(1 ε 2𝜑)(2 ε 3𝜑)]2 (A)
[(1 + 2𝜑)(2 ε 3𝜑)]2[(1 ε 2𝜑)(2 + 3𝜑)]2 (B)

[(1 + 2𝜑)(1 ε 2𝜑)(2 + 3𝜑)2][(2 ε 3𝜑)2(1 ε 2𝜑)(1 + 2𝜑)] (C)
[(2 + 3𝜑)(2 ε 3𝜑)(1 + 2𝜑)2][(1 ε 2𝜑)2(2 ε 3𝜑)(2 + 3𝜑)] (D)

Biçimlerinden biriyle ifade edebiliriz. (A) ifadesinden 652 = 332 + 562, (B) ifadesinden 652 = 162 + 632,
(C) ifadesinden 652 = 252 + 602 ve (D) ifadesinden 652 = 392 + 522 yazımları elde edilir. Üstelik sadece
üç de"il dört farklı iki kare toplamı bulmu# oluruz. Buradan 𝜕 = 65, (𝜔, 𝜀) = (33, 56), (0, 1) = (16, 63),
(𝜛, ⊲) = (25, 60) olarak alınabilir. Böylece aradı"ımız toplam en az 33 + 56 + 16 + 63 + 25 + 60 = 253 olur.

Cebirsel Tamsayı Halkaları: Giriş

Gauss tamsayılarının sahip oldu"u benzersiz özellikler – özellikle “Tek Türlü Çarpanlara Ayırma" (Unique
Factorization Domain - UFD) ve Öklid Algoritması’nın uygulanabilirli"i – bize aritmeti"in güvenli sularında
yüzme imkanı vermi#ti. Ancak cesaret edip matemati"in derin sularına açıldı"ımızda, bu özelliklerin her
zaman elimizin altında olmadı"ını görürüz. Gelecek yazılarımıza bir köprü olması adına, #imdi tamsayı
kavramını biraz geni#letelim ve bazı “iyi huylu" ve “kötü huylu" örneklere göz atalım.

Cebirsel Tamsayı Nedir?

Gauss tamsayılarını tanımlarken katsayıların tamsayı olmasını yeterli görmü#tük. Ancak daha genel bir
tanım için “monik polinom" kavramına ihtiyacımız vardır. Bir 3 karma#ık sayısı, katsayıları tamsayı olan
ve ba#katsayısı 1 olan (monik) bir polinomun kökü ise, 3’ya bir Cebirsel Tamsayı denir. Örne"in 𝜑 sayısı
02 + 1 = 0 denkleminin kökü oldu"undan bir cebirsel tamsayıdır. Benzer #ekilde

⌈
2 sayısı da 02 ε 2 = 0

denkleminin köküdür ve bir cebirsel tamsayıdır. Peki, rasyonel sayılar kümesindeki 1ϖ2 sayısı bir cebirsel
tamsayı mıdır? 0 = 1ϖ2 için en basit tamsayı katsayılı denklem 20 ε 1 = 0’dır. Ancak bu polinom monik
de"ildir (çünkü ba#katsayısı 2’dir). Bunu monik yapmak için 2’ye bölersek 0 ε 1ϖ2 = 0 elde ederiz ki bu
sefer de katsayıların tümü tamsayı olmaz. Dolayısıyla 1ϖ2 bir cebirsel sayı olsa da, bir cebirsel tamsayı
de"ildir. Bu ayrım, yapısal olarak tamsayı kavramını geni#letirken, bazı önemli özelliklerin korunmasını
sa"lar.

İyi Huylu Örnekler: Eisenstein ve Altın Oran

Gauss tamsayılarının ya#adı"ı evrende yalnız olmadı"ını göstermek için iki güzel örne"imiz var. Bu halkalar
da ℤ[𝜑] gibi Tek Türlü Çarpanlara Ayırma Bölgesi (UFD) özelli"ine sahiptir.

1. Eisenstein Tamsayıları (ℤ[4]): Birimin küp kökü olan 4 = ℸ𝜑25ϖ3 = ε1+𝜑
⌈
3

2
sayısını ele alalım. 4,

02 +0+1 = 0 denkleminin köküdür, dolayısıyla bir cebirsel tamsayıdır.ℤ[4] = {𝜔+𝜀4 ϱ 𝜔, 𝜀 ω ℤ} kümesi,
karma#ık düzlemde kareler yerine e#kenar üçgenlerden olu#an bir kafes (lattice) olu#turur.

ℤ[4]: Üçgen Kafes

1

4
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Gauss tamsayıları için oldukça kullanı#lı olan norm fonksiyonu burada 𝜗(𝜔 + 𝜀4) = 𝜔2 ε 𝜔𝜀 + 𝜀2
#eklinde tanımlanır. Geometrik olarak ℤ[4], düzlemi ℤ[𝜑]’den daha sıkı paketler. Herhangi bir karma#ık
sayının en yakın kafes noktasına olan uzaklı"ı ℤ[𝜑]’de maksimum 1ϖ

⌈
2 ς 0.707 iken, ℤ[4]’da bu mesafe

1ϖ
⌈
3 ς 0.577’dir. Bu “yakınlık", bölme algoritmasının (kalanlı bölme) burada da kusursuz çalı#masını

sa"lar. Sonuç olarak Eisenstein tamsayıları da bir tek türlü çarpanlara ayırma bölgesidir.

2. Altın Oran Halkası (ℤ[6]): ℤ[
⌈
5] halkasına baktı"ımızda, burada “eksik" bir #eyler oldu"unu görürüz.

Çünkü Altın Oran sayısı olan 6 = 1+
⌈
5

2
, 02 ε 0 ε 1 = 0 monik polinomunun köküdür ve dolayısıyla

bir cebirsel tamsayıdır, fakat ℤ[
⌈
5] içinde de"ildir.Bu nedenle, ℚ(

⌈
5) cisminin “asıl" tamsayılar halkası

ℤ[6] = {𝜔 + 𝜀6 ϱ 𝜔, 𝜀 ω ℤ} kümesidir ve bu halka da bir tek türlü çarpanalra ayırma bölgesidir.

Kaos: ℤ[
⌈
ε5]

Her #eyinℤ[𝜑] veyaℤ[4] gibi mükemmel i#ledi"i yanılgısına dü#memek gerekti"ini,ℤ[
⌈
ε5] = {𝜔+𝜀

⌈
ε5 ϱ

𝜔, 𝜀 ω ℤ} halkasının bir tek türlü çarpanlara ayırma bölgesi olmadı"ına önceki yazımızda de"inmi#tik.
!imdi bu halkaya biraz daha yakından bakalım.

Norm fonksiyonumuz 𝜗(𝜔 + 𝜀
⌈
ε5) = 𝜔2 + 5𝜀2 olsun. 6 sayısını iki farklı #ekilde çarpanlarına ayıralım:

6 = 2 ⋜ 3 = (1 +
⌈
ε5) ⋜ (1 ε

⌈
ε5)

Çarpanlar daha fazla parçalanabiliyor mu diye bakalım. Bunu normları kontrol ederek yapabiliriz:

• 𝜗(2) = 4. E"er 2 = 01 olsaydı, 𝜗(0)𝜗(1) = 4 olurdu. 𝜗(0) = 2 olmalı (aksi halde 0 birimsel olur).
Ancak 𝜔2 + 5𝜀2 = 2 denkleminin tamsayı çözümü yoktur. Demek ki 2, indirgenemez (irreducible)
bir elemandır.

• Benzer #ekilde 𝜗(3) = 9 ve normu 3 olan bir eleman olmadı"ından 3 de indirgenemezdir.
• 𝜗(1 ±

⌈
ε5) = 12 + 5(1)2 = 6. Normu 2 veya 3 olan eleman olmadı"ı için bunlar da indirgenemezdir.

Elimizde 6 sayısının iki tamamen farklı (birbirinin birimsel katı olmayan) indirgenemez çarpanlara ayrılı#ı
var. Bu durum,ℤ[

⌈
ε5] halkasında Tek Türlü Çarpanlara Ayırma özelli"inin bozuldu"unu gösterir. Daha da

ilginci, bu halkada "Asal" ve "$ndirgenemez" kavramları ayrı#ır. Tamsayılarda alı#tı"ımız üzere 𝛻 bir çarpımı
bölüyorsa (𝛻⌋𝜔𝜀), çarpanlardan en az birini bölmelidir (𝛻⌋𝜔 veya 𝛻⌋𝜀). Buna asallık özelli"i denir. Ancak
ℤ[
⌈
ε5]’te 2 sayısı, (1 +

⌈
ε5)(1 ε

⌈
ε5) = 6 çarpımını böldü"ü halde, ne (1 +

⌈
ε5)’i ne de (1 ε

⌈
ε5)’i

bölemez. Dolayısıyla 2 sayısı bu halkada indirgenemezdir ama asal de"ildir. $#te bu aritmetik “kaos",
19. yüzyılda Kummer ve Dedekind gibi matematikçileri "$deal Sayılar" teorisini geli#tirmeye iten temel
motivasyon olmu#tur. Gelecek yazımızda, bu kaosu çözmek için sayıların kendisi yerine, sayı kümeleri
olan "$dealler" ile nasıl çalı#aca"ımızı ve tek türlü çarpanlara ayırma özelli"ini idealler dünyasında nasıl
geri kazanaca"ımızı inceleyece"iz.
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Yüzyıllardır matemati!in temelini olu"turan Öklid geometrisi; daire, küre ve kare gibi ideal "ekiller üzerine
kuruludur. Ancak bu kusursuz yapılar, do!anın karma"ık biçimlerini açıklamakta yetersiz kalır. Benoît
Mandelbrot’un ünlü sözleriyle ifade edecek olursak: "Bulutlar küre, da!lar koni, kıyı "eritleri çember ve
a!aç kabukları düz de!ildir; hatta ı"ık bile düz bir çizgide hareket etmez."

Gerçek dünyada kar"ıla"tı!ımız pek çok yapı, parçalı ve ayrıntılı bir yapıya sahiptir. Bu tür "ekilleri anlamak
ve modellemek amacıyla geli"tirilen yakla"ım Fraktal Geometri olarak adlandırılır.

Fraktal kelimesi, Latincede "kırılmı"" ya da "parçalanmı"" anlamına gelen fractus sözcü!ünden türetilmi"tir.
Matematiksel olarak fraktallar; farklı ölçeklerde benzer desenlerden olu"an (öz-benzerlik/self similarity),
sonsuz ayrıntı içeren ve ço!u zaman tam sayı olmayan, yani kesirli boyutlarla tanımlanan geometrik
yapılardır. Basit kuralların art arda tekrar edilmesiyle karma"ık "ekillerin ortaya çıkması, fraktalların dikkat
çekici özelliklerinden biridir.

Fraktal geometri modern anlamda 1970’li yıllarda BenoîtMandelbrot tarafından sistematik hâle getirilmi"tir.
Ancak George Cantor, Helge von Koch ve Wac#aw Sierpi$ski gibi matematikçilerin yaptı!ı çalı"malarla
19. yüzyılda temelleri atılmı"tır. Bu çalı"malar matematikçiler tarafından uzun süre alı"ılmadık, hatta
"matematiksel canavarlar" olarak adlandırılmı"tır. Mandelbrot ise bilgisayarların sundu!u görselle"tirme
imkânlarını kullanarak bu da!ınık %kirleri bir araya getirmi", bu yapılara "fraktal" adını vermi" ve fraktal
geometriyi ba!ımsız bir ara"tırma alanı hâline dönü"türmü"tür.

&imdi birkaç fraktal örne!ini inceleyelim.

Koch Kar Tanesi: Sonsuz Çevre, Sonlu Alan

Koch kar tanesi; ’sveçli matematikçi Helge von Koch’un tanımladı!ı, fraktal geometrinin en klasik örnek-
lerinden biridir. Bu yapı; alanı sonlu ancak çevresi sonsuz olan, birçok üçgenin kar tanesi formunda üst
üste dizilmesiyle olu"an bir "ekildir. E"kenar bir üçgenin sürekli olarak uç kısımlarının, simetrik "ekilde
katlanmasıyla elde edilen "ekil kar tanesini andırdı!ından bu adı almı"tır.

&imdi Koch Kar Tanesinin adımlarını inceleyelim. Bir e"kenar üçgen alalım ve bu e"kenar üçgene temel
kuralı uygulayalım.

Temel Kural:
1. Üçgenin her bir kenarı alınır. Bu kenarlar, üç e"it parçaya bölünür.
2. Orta parça taban kabul edilerek, dı"a do!ru bakan yeni bir e"kenar üçgen in"a edilir.
3. Ardından, bu orta parça (ba"langıçtaki kenarların 1ω3’ü) silinir.
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Tekrarlama:

Bu süreç, elde edilen yeni "eklin her bir do!ru parçasına sonsuza kadar uygulanır.

Sonsuz Çevre:

Her bir adımda, "eklin çevre uzunlu!u sabit olarak 43 oranında artar. E!er ba"langıç çevresi 𝜔0 ise, k.
adımdaki çevre uzunlu!u 𝜔𝜀 formülü ile gösterilir:

𝜔𝜀 = 𝜔0 ⋛ ⌋43⌈𝜀
Bu üssel artı", sonsuz sayıda adım için uygulandı!ında (𝜀 →ε) kar tanesinin uzunlu!unun da sonsuza
(ε) yakla"ması anlamına gelir: lim𝜀→ε𝜔𝜀 =ε
Sonlu Alan

Toplam alan, ba"langıç alanına sonsuza kadar eklenen küçük alanların toplamına e"ittir. Bu toplam, bir
geometrik seri olu"turur:

𝜗ε = 𝜗0 + ε⌉
𝜛=1ϑ𝜗𝜛, ε⌉

𝜛=1ϑ𝜗𝜛 = ε⌉
𝜛=1𝜗0 ⋛ 13 ⋛ ⌋49⌈𝜛ϖ1

Serinin toplamını hesaplamak için ϑ𝜗𝜛 ifadesini kullanırız. Bu, ilk terimi 𝜚 = 𝜗0 ⋛ 13 ve ortak oranı 𝜍 = 49
olan bir geometrik seridir. Toplamı{ = 𝜚1ϖ𝜍 formülü ile bulunur: Toplam Alan:

ε⌉
𝜛=1ϑ𝜗𝜛 = 𝜗0 ⋛ 131 ϖ 49 = 𝜗0 ⋛ 1359 = 𝜗0 ⋛ 13 ⋛ 95 = 𝜗0 ⋛ 35
𝜗ε = 𝜗0 + 𝜗0 ⋛ 35 = 𝜗0 ⋛ ⌋1 + 35⌈ = 𝜗0 ⋛ 85
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Sierpinski Üçgeni:

Polonyalı matematikçi Walcaw Sierpinski, daha sonraları kendi adıyla anılan Sierpinski Üçgeni fraktalını
tanımladı. Sierpinski Üçgeni, içi dolu bir e"kenar üçgenin her adımda kendi içinden daha küçük boyutlu
e"kenar üçgenlerin çıkarılmasıyla olu"ur.

Temel Kural:
1. ’çi dolu bir e"kenar üçgeni alınır.
2. Üçgenin kenarlarının orta noktaları birle"tirilerek bir üçgen olu"turulur ve ilk üçgenin içinden bu

üçgen çıkarılır.

Artık elimizde kenar uzunlu!u ilk e"kenar üçgenin kenarının yarı uzunlu!unda 3 adet e"kenar üçgen
kalmı"tır.

Tekrarlama:

Bu i"lem, kalan her yeni küçük üçgen için sonsuza kadar uygulanır.

Bu fraktal örne!indeki en dikkat çekici sonuç, temel kuralın sonsuz kez tekrarlanması durumunda alanın
sıfıra yakla"masıdır. Her adımda alanın 1ω4’ü atıldı!ı için, k-ıncı adımda kalan alan 𝜗𝜀 = (34)𝜀 formülüyle
hesaplanır. Adım sayısı sonsuza yakla"tıkça (𝜀 →ε) üçgenin alanı matematiksel olarak sıfıra yakla"ır.

Fraktal Boyut:

Klasik Öklid geometrisinde boyutlar tam sayılarla ifade edilir: Nokta 0, do!ru 1, düzlem 2 ve küp 3 boyutlu-
dur. Ancak Felix Hausdor( ve Abram Besicovitch tam sayı olmayan boyutları öne sürerek matematikte
devrim yaratmı"lardır. Bu önerme; do!ruların bir, karelerin iki boyutlu oldu!unu kabul ederken, birçok
karma"ık e!rinin içerdikleri bilgi miktarına göre de!i"en "ara" boyutlara (in-between dimensions) sahip
oldu!unu kanıtlamı"tır. Bu tarz, tam sayı olmayan boyutlara günümüzde Hausdor(-Besicovitch boyutları
denir.

Mandelbrot, bu "ara boyut" tanımını kullanarak do!adaki düzensizlikleri ara"tırmı" ve boyutla ilgili ilk
çalı"ması ’ngiltere kıyılarının uzunlu!unu merak etmesiyle ba"lamı"tır. Bu çalı"malar sonucunda fraktal
boyutu tanımlamı"tır.
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Boyutun Matematiksel Hesaplaması:
• Bir do!ru parçasını 3 kat büyütürsek boyu 3 kat uzar, boyutu 1’dir.
• Bir kareyi 3 kat büyütürsek alanı 9 kat artar, boyutu 2’dir.
• Bir küpü 3 kat büyütürsek hacmi 27 kat artar, boyutu 3’tür.

Ancak fraktal bir yapıda durum farklıdır. Koch kar tanesinin olu"umunda kullanılan kural, yalnızca tek bir
do!ru parçasına uygulandı!ında ortaya çıkan fraktal yapıya Koch e!risi adı verilir:

Koch e!risinde bu durumu incelersek, iki nokta arasında sonsuz uzunlukta olmasıyla bir do!runun ötesine
ta"arken, bir düzlemi tam olarak dolduramamaktadır. Bu nedenle boyutu 1 ile 2 arasında bir "ara de!er"
olmalıdır.

Mandelbrot’un tanımına göre fraktal boyut (D), ölçekleme çarpanı (s) ve olu"an yeni parça sayısı (N)
arasındaki logaritmik ili"kidir:

𝜑 = log(𝛻)log(𝜕)
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Koch Eğrisi Uygulaması

Koch e!risinde ölçe!i 3 kat büyüttü!ümüzde (𝜕 = 3), yapı kendisini 4 yeni parça (𝛻 = 4) ile yineler.
4 = 3𝜑 ⇒ 𝜑 = log3(4) = log(4)log(3)

Bu hesaplamanın sonucu olan 𝜑 ϱ 1, 262, yapının bir çizgiden daha karma"ık ama bir yüzeyden daha az
yo!un oldu!unu matematiksel olarak göstermektedir.

Sierpinski Üçgeni Uygulaması

Sierpinski üçgeninde ölçekleme çarpanı 2 iken (𝜕 = 2), ortaya çıkan parça sayısı 3’tür (𝛻 = 3).
3 = 2𝜑 ⇒ 𝜑 = log(3)log(2)

Bu hesaplamanın sonucu olan 𝜑 ϱ 1, 585, Sierpinski Üçgeni’nin bir çizgiden (𝜑 = 1) çok daha yo!un
oldu!unu ancak bir düzlemi (𝜑 = 2) tamamen dolduramadı!ını gösterir. Bu "ara boyut", yapının sonsuz
çevre uzunlu!una sahip olmasına ra!men alanının sıfıra yakla"masının matematiksel ifadesidir.

Doğadaki Uygulamaları:

Romanesco Karnabaharı: Do!adaki fraktal örneklerinden biridir. Spiral "eklindeki ye"il konilerin farklı
boyutlarda birbirini tekrar etmesiyle "ekillenir. Karnabaharın bir parçasına yakından bakıldı!ında tüm
karnabahardaki desenin aynısı görülür.

Akci!er: ’nsan vücudundaki fraktal örneklerden biridir. Bu sistem, giderek incelen ve sürekli dallanan
tüplerden olu"ur. Solunan hava, bu dallanmı" yapı boyunca ilerleyerek en uçta yer alan mikroskobik
hava keseciklerine, yani alveollere ula"ır. Alveoller, gözeneklerin son derece küçültülmü" hâllerini andırır.
Yapının bu özelli!i, yüzey alanınımaksimuma çıkararak gaz alı"veri"inin son derece verimli gerçekle"mesini
sa!lar. Öyle ki birkaç tenis kortu büyüklü!ündeki yüzey alanı, birkaç tenis topu hacmindeki bir alana sı!ar.
Bu devasa yüzey alanı, vücudun yeterli miktarda oksijen alabilmesi için hayati bir avantaj sa!lar.
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Kan Damarları: ’nsan vücudundaki bir di!er fraktal örne!idir. Bu sayede, vücudun yalnızca yakla"ık
%5’lik bir hacmini kaplamalarına ra!men, kanı vücudun en ücra kö"elerine kadar ula"tırabilirler. Bron"lara
ait tüplere benzer biçimde, kan damarları da giderek daha küçük dallanmalara ayrılan bir yapılanma
görülür. Atardamarlar, aort ile ba"lar ve ilerledikçe daha küçük damarlara ayrılır. Bu dallanma süreci,
kılcal damarlar ile devam eder ve birbirine çok yakın, yo!un bir a! yapısı olu"turarak son bulur. Bu özelli!i
sayesinde kan damarları, fraktal saçaklara benzer bir yapı olarak ifade edilir.

Pisagor A!acı: Fraktal geometrinin en bilinen yapılarından biri olan Pisagor A!acı, "fraktal gölgelik"
olarak da adlandırılır. Bu yapı, do!ruların belirli kurallara göre ayrılması esasına dayanır ve do!adaki
dallanma süreçlerine görsel olarak oldukça benzer bir düzen sergiler. ’n"a sürecinde do!rular yerine kareler
ve üçgenler kullanılır; her adımda bu geometrik "ekiller belirli oranlarla ço!altılarak karma"ık fakat düzenli
bir yapı elde edilir. Bu yinelemeli süreç sonucunda kendine benzerlik özelli!i ta"ıyan fraktal bir olu"um
ortaya çıkar.
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Fraktal Geometri Üzerine Bir İnceleme Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026–2

Kendine benzeyen (öz-benzer) fraktal yapılar yalnızca do!ada de!il, ’slam mimarisinde kullanılan geomet-
rik süslemelerde de görülmektedir. Özellikle girih desenlerinde, aynı geometrik "ekillerin farklı ölçeklerde
tekrarlanması, büyük desenlerin daha küçük benzer parçalara bölünmesiyle sa!lanır. Bu yapı, fraktal
geometrinin temel kavramlarından biri olan öz-benzerlik ilkesine kar"ılık gelmektedir.

Harvard Üniversitesi’nden Peter J. Lu ve Paul J. Steinhardt’ın çalı"ması, bu desenlerin yalnızca estetik
amaçlarla de!il, bilinçli bir geometrik sistemle üretildi!ini ortaya koymu"tur. Topkapı Sarayı’nda bulunan
15. Yüzyıla ait Topkapı Par"ömeni, ’slam mimarlarının ongen, be"gen ve altıgen gibi çokgenlerden olu"an
bir girih karo sistemi kullandı!ını göstermektedir.

Atomik Ölçekte Fraktal Düzen: Kuazikristallerin Keşfi

Uzun yıllar boyunca kristaller, atomların uzayda periyodik ve düzenli biçimde tekrarlandı!ı yapılar olarak
tanımlanmı"tır. Bu anlayı"a göre yalnızca belirli simetri türlerine izin veriliyor, be"li simetri gibi klasik
kristalogra%ye uymayan düzenlerin do!ada var olamayaca!ı kabul ediliyordu. Matematiksel açıdan ilgi
çekici olsalar da, bu tür yapıların %ziksel dünyada bir kar"ılı!ı olmadı!ı dü"ünülüyordu.
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Bu yerle"ik görü", 1982 yılında Daniel Shechtman’ın klasik kristal tanımlarına uymayan bir atomik düzeni
gözlemlemesiyle sarsıldı. ’ncelenen yapı ne tamamen düzensizdi ne de bilinen kristaller gibi periyodikti;
buna ra!men açık ve kararlı bir düzen sergiliyordu. Daha sonra kuazikristaller olarak adlandırılan bu
yapılar, düzen ile düzensizlik arasında yer alan sıra dı"ı bir geometriye sahipti. O dönemde henüz farkında
olunmasa da, bu yapı fraktal geometrinin temel kavramlarından biri olan ölçekten ba!ımsız düzen %kriyle
güçlü bir benzerlik ta"ıyordu. Ancak bu bulgular, yerle"ik kabullere aykırı oldu!u...

...gerekçesiyle ba"langıçta bilim dünyasında sert ele"tirilerle kar"ılandı; Shechtman’ın çalı"maları ciddiye
alınmadı, kendisine konuyu yeniden ö!renmesi tavsiye edildi ve bir süre sonra içinde bulundu!u ara"tırma
grubundan ayrılmak zorunda kaldı.

Ya"anan tüm bu olumsuzluklara ra!men Shechtman çalı"malarından vazgeçmedi. Bulgularını farklı krista-
logra)arla payla"maya devam etti ve destek arayı"ını sürdürdü. Bu süreçte temas kurdu!u bilim insanları
arasında, matematiksel desenler üzerine çalı"an ara"tırmacılar da bulunuyordu. Bu temaslar, dikkatlerin
matematikçi Roger Penrose’un geli"tirdi!i kendini tekrar etmeyen mozaik desenlerine yönelmesine zemin
hazırladı. Penrose mozaiklerinin incelenmesi, ara"tırmacıların Orta Ça! ’slam mimarisinde kullanılan
girih desenlerini yeniden de!erlendirmesine yol açtı. Girih desenlerinin, Penrose mozaiklerine benzer
biçimde periyodik olmayan ancak yüksek derecede düzenli geometrik yapılardan olu"tu!u fark edilmi";
yapılan çalı"malar, bu desenlerin yarı kristal düzenlerle aynı matematiksel prensipleri barındırdı!ını ortaya
koymu"tur.

Kristalograf Alan Mackay, Penrose’un çalı"maları ve bu çalı"malar ı"ı!ında yeniden de!erlendirilen ’slam
mimarisi desenlerinden yola çıkarak, benzer bir düzenin atomik ölçekte de mümkün olup olamayaca!ını
sorguladı. Mackay, maddelerin yapı ta"ları olan atomların, tıpkı bu mozaikler gibi kendini tekrar etmeyen
ancak düzenli dizilimler olu"turabilece!ini öne sürdü. Bu %kri sınamak amacıyla Penrose mozaiklerindeki
kesi"im noktalarına atomları temsil eden noktalar yerle"tirdi ve elde etti!i yapıyı bir kırınım a!ı olarak
inceledi.

Ortaya çıkan kırınım deseni, klasik kristallerde görülmeyen onlu simetriye sahipti. Bu sonuç, periyodik
olmadan da düzenli bir atomik yapının mümkün olabilece!ini gösteriyor; ancak dönemin kristalogra%
anlayı"ı bu tür bir yapıyı tanımlamakta yetersiz kalıyordu. Mackay’nin bu modeli, literatürde henüz adı
konmamı" olan bu sıra dı"ı yapıların anla"ılmasında kritik bir köprü i"levi gördü.

NitekimDaniel Shechtman’ın laboratuvarında gözlemledi!i ve ba"langıçta açıklanamayan kırınımdesenleri,
Mackay’nin öngördü!ü bu atomik düzenle örtü"üyordu. Paul Steinhardt ve Dov Levine’in çalı"malarıyla
birlikte, bu yapılar kuazikristaller olarak tanımlandı ve böylece daha önce varlı!ı gözlemlenmi" ancak
literatürde açıkça tanımlanamamı" olan bu atomik düzenler bilim dünyasına kazandırılmı" oldu.

Günümüzde yarı kristaller; dayanıklı yüzey kaplamalarından ısı yalıtımına, tıbbimalzemelerden endüstriyel
uygulamalara kadar pek çok alanda kullanılmaktadır. Sahip oldukları sıra dı"ı %ziksel özellikler, bu yapıların
yalnızca teorik bir merak konusu olmadı!ını, aynı zamanda yüksek teknolojinin önemli bir bile"eni hâline
geldiklerini göstermektedir.

Sonuç olarak fraktal geometri, yalnızca do!adaki karma"ık "ekilleri tanımlayan soyut bir matematik alanı
de!ildir. Do!adan sanata,mimariden atomik yapılara uzanan bu yakla"ım, farklı disiplinlerin aynı geometrik
dili konu"abildi!ini göstermektedir. Yarı kristallerin ke"% de bu ortak dilin bir sonucudur: Matematiksel
desenler, sanatsal sezgi ve %ziksel gözlem birle"erek do!ada var olan ancak uzun süre "imkânsız" kabul
edilen bir düzeni görünür kılmı"tır. Bu çı!ır açıcı anlayı", ancak yıllar sonra bilim dünyasında tam anlamıyla
kabul görmü" ve Daniel Shechtman’a 2011 yılında Nobel Kimya Ödülü kazandırmı"tır.
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1920’ler New York’unda Bir Gece

Gece yarısına yakla!ırken Broadway’in arka sokaklarından birinde küçük ama !atafatlı bir salon ı!ıl ı!ıl
parlıyor. "çeride dumanlı bir hava, kahkahalarla karı!ık fısılda!malar, parıltılı giysiler ve dikkatle bekleyen
gözler. . . Salonun merkezinde yükselen küçük bir sahne var. Perdeler açılıyor, ı!ıklar kısılıyor ve tek bir
spot sahnenin ortasındaki adama odaklanıyor.
Adam, dünyanın en ünlü sihirbazı Harry Houdini. Ellerinde sıradan görünen beyaz bir kâ#ıt tutuyor. Ne
zincir var bu kez, ne kilitli bir kutu. . . Yalnızca bir kâ#ıt. Houdini onu birkaç kez dikkatlice katlıyor. Salon
sessizle!iyor. Bir makas parıltısı göze çarpıyor. Houdini, tek bir hamleyle kâ#ıda bir kesik atıyor.
O an sanki zaman duruyor. Seyirciler nefeslerini tutmu!. Kâ#ıt açıldı#ında ise herkesin gözleri büyüyor:
sıradan kâ#ıt, tek bir kesikle kusursuz bir yıldız !ekline dönü!mü!. Salon alkı!larla çalkalanıyor.
Bir an için herkes sihre inanıyor. Ama perde arkasında, bu “mucizenin” matematikle gizli bir ba#ı var. . .

Houdini ve Kâğıdın Sihri

Harry Houdini (1874–1926), asıl adıyla Erik Weisz, Macaristan’da do#up Amerika’da ünlenen bir illüz-
yonistti. Zincirlere, kelepçelere, su dolu tanklara meydan okuyan kaçı! gösterileriyle dünyanın dört bir
yanında !öhret kazandı. Onun için sahne yalnızca e#lencenin de#il, aynı zamanda insanın sınırlarını
zorlamanın da yeriydi.
Ne var ki Houdini’nin ilgisi yalnızca zincirlerden kurtulmaya de#ildi. 1922’de yayımladı#ı Paper Magic
(Sihirli Kâ!ıt ya da Ka!ıt Sihri/Ka!ıttan Sihir) isimli kitabında, kâ#ıtla yapılabilecek basit ama !a!ırtıcı
illüzyonları topladı [3]. Sayfalar arasında kâ#ıttan yüzükler, !apkalar, tav!an $gürleri ve seyirciyi hayrete

86



Harry Houdini: Bir Sihirbaz mı, Yoksa Bir Matematikçi mi? Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026–2

Şekil 1. Houdininin Paper Magic kitabında tarif edilen be! tepeli yıldız. Çizgiler boyunca okla belirtilen yönlerde
kesikli çizgiler boyunca katlayıp, makasla kalın siyah çizgi boyunca kesin. [4]

dü!üren “tek kesik” numaraları yer alır. Bir kâ#ıdı katlayıp tek hamlede yıldız çıkarmak, ya da basit bir
kesikle karma!ık !ekiller elde etmek. . . Bugün bunlar "çocuk oyunu" gibi görünse de, Houdini döneminde
seyirciyi büyüleyen bir mucizeydi.

Matematiksel açıdan bakıldı#ında, Paper Magic sıradan bir e#lence kitabı olmanın ötesine geçer. Çünkü
burada tarif edilen birçok numara aslında katlama geometrisinin erken örnekleridir. Houdini belki bunu
"matematik" adı altında sunmuyordu, ama kâ#ıdın potansiyelini ke!fetmeye yönelik merakı, ileride mate-
matikçilerin üzerinde çalı!aca#ı büyük problemlere kapı aralıyordu.

Tek Kesik Problemi

Houdini’nin Paper Magic kitabında yalnızca bir sahne numarası gibi görünen "tek kesik" hilesi, aslında
matematikte daha genel ve derin bir problemle örtü!ür. Bu problem günümüzde "Fold-and-Cut Theorem"
ya da Türkçe ifadesiyle "Katla ve Tek Kes" problemi olarak bilinir.

Problem Tanımı: Bir düzlemsel çokgen 𝜔 verilsin. Bu çokgeni, bir kâ#ıdın üzerine yerle!tirmek istiyoruz.
Acaba bu kâ#ıdı yalnızca katlama i!lemleriyle öyle bir hale getirebilirmiyiz ki, tek bir düz kesim yapıldı#ında𝜔 çokgeni eksiksiz ve do#ru biçimde ortaya çıksın?
Ba!ka bir ifadeyle: Hangi "ekiller yalnızca tek bir kesikle elde edilebilir?

Kirigami: Origami, -ori (katlanmı! ya da katlamak) ve-gami (kâ#ıt) kelimelerinin birle!iminden olu!an
bir sözcüktür. Bu problemde ise katlamanın yanısıra kesmeye de müsade edilir. Bu durum için kullanılan
sözcük ise "kirigami" dir. (Kiri’ nin kesmek anlamına geldi#ini tahmin ediyorsunuzdur:)) Yapmayan yoktur
diye dü!ünüyorum, anakuldayken ya da ilkokuldayken ka#ıdı katlayıp keserek elele tutu!an çocuklar elde
ederdik.

Hemen bu noktada sizi geçmi!e götürelim ve kirigami denemeleri yapalım ama bu sefer bir kısıtımız var,
makasla tek bir kesik atma hakkımız var. E büyüdük artık, i!ler biraz daha zorla!sın de#il mi?
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Örnek 1.
Kare ka#ıdı uygun !ekilde katlayıp, tek bir kesikle

• önce e!kenarüçgen kesmeyi deneyin,
• ardından bir kare kesmeyi deneyin,
• sonra ka#ıdın yarı alanına sahip bir kare deneyin,
• sonra düzgün altıgen,
• düzgün sekizgen,
• daha sonra düzgün be!gen ve düzgün be! tepeli yıldız

deneyin. Peki düzgün yedigen ya da dokuzgen için de benzer i!lemleri yapabilir miyiz sizce? Problemi
biraz daha zorla!tırmak isterseniz, katlama sayınıza sınır koyun, örne#in en fazla 4 katlama ile bu i!lemi
yapabilir miyim? Peki üç yeterli olur mu? Bu soruların bazılarına cevaplar ve farklı kirigami örnekleri
Google booksta Cansu Betin Onur ve Sinem Onaran’la birlikte etkinlik örneklerimizi topladı#ımız ücretsiz
kitaba bakabilirsiniz:

Bu problem kombinatoryal geometri ve algoritmik origaminin kesi!iminde yer alır. Katlama i!lemi düzlemin
belirli bölgelerini üst üste bindiren geometrik dönü!ümlerdir. Tek kesik, bütün bu katlamaların sonucunda
olu!an karma!ık üst üste binmi! kâ#ıt tabakalarının bir "tek kesme i!lemi" ile kesilmesidir. Burada kritik
nokta, çokgenin tüm kenarlarının aynı anda ortaya çıkmasını sa#lamaktır.
Matematikçilerin merakı !uydu: Sadece bazı özel "ekiller mi bu yolla elde edilebilir, yoksa her çokgen için
böyle bir katlama vardır mı? Hatta çokgenin tek parça ve ba#lantılı olmasına bile gerek yok!

Problemin Çözümü: Fold-and-Cut Teoremi

Bu soruya kesin yanıtı 1998–1999 yıllarında Erik D. Demaine, Martin L. Demaine ve Anna Lubiw verdi.
Ortaya koydukları teorem günümüzde "Fold-and-Cut Theorem" olarak bilinir [4, 5].

Teorem 1. (Demaine–Demaine–Lubiw, 1998/1999)

Herhangi bir düzlemsel çokgen 𝜔, uygun katlamalar yapılarak bir kâ!ıt üzerinde öyle yerle"tirilebilir ki, tek
bir düz kesim sonucunda 𝜔 eksiksiz ve do!ru biçimde ortaya çıkar.

!spat: Yöntem "ki farklı yöntemle bu teorem kanıtlanabilmektedir.

• "lk yöntem, "straight skeleton (do!rusal iskelet)" yöntemini kullanıyor, kullanıcı dostu bir yapıcı
algoritma sunuyor ancak matematiksel olarak ispatı biraz zayıf (Bu yazıda bu algoritma verilecektir:))

• "kinci yöntem ise "disc packing (daire paketleme)" yöntem olarak bilinen bir yöntemle teorik olarak
daha güçlü ancak pratikte uygulaması daha karma!ık bir yöntem.

Do"rusal iskelet yöntemi 1995 yılında Oswin Aichholzer ve arkada!larının makalesinde verilmi! [1] ve
bir çok ara!tırmada farklı !ekillerde kullanılmı!tır. Temel olarak bir poligonun içine giderek küçülen (ya
da büzülen), e!it aralıklarla çokgenin kenarlarına paralel kenarlarını olu!turdu#umuzda ve en sonunda
ba!langıçtaki poligonun ve içerde çizilen tüm poligonların kö!elerini birle!tirerek kenarlar ve/veya kö!eler
ve/veya küçültme i!lemi sonunda elde kalan kenarla elde edilen bir graftır. Demaine ve arkada!ları bu
yöntemi kullanarak kesmek istedi#imiz çokgeni ka#ıda çizer ve içinde kö!elerden geçen aslında çokgenin
açıortaylarında olu!an do#rusal iskeletini elde ederler. A!a#ıda bazı önemli tanımlardan bahsettikten sonra
basit örneklerle neden do#rusal iskelet yönteminin i!e yarar bir araç oldu#unu görece#iz. Buradaki en
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önemli ve çok sık kullanılacak ifadelerden biri de "kat izi (crease)" ve türleridir. Ka#ıdı her katladı#ınızda
üzerinde bir çizgi olu!ur buna kat izi deriz. Katlanmı! bir modeli açtı#ınızda "kat izi desenini (crease
pattern)" elde edersiniz. Kat izi desenlerinde iki farklı çizgi göreceksiniz, örne#in "düz çizgi, kesikli çizgi"
gibi veya "kesikli çizgi, kesikli ve noktalı" çizgi ya da "mavi çizgi, pembe çizgi" gibi. Bir tür çizgi boyunca
da# (yani dı! bükey) di#eri boyunca da vadi (yani içbükey) katlama yapaca#ınız anlamına geliyor.

Şekil 2. Dı! bükey kat izi (yani Da#)

Şekil 3. "ç bükey kat izi (yani Vadi)

Not: Ka#ıdı kat izi desenlerinde belirtilen tüm izleri da#/vadi atamalarına göre yapıp katladıktan sonra
elde etti#iniz bir modeli bir kitabın içine yeni bir kat izi olu!madan veya herhangi bir kat izinin yönü
de#i!meden koyabiliyorsanız o modele düz katlanabilir (%at foldable) model denir.

Şekil 4. Bu kat izlerinin tümünü türüne (da#/vadi) uygun katlayabilir misiniz?

Şekil 5. &ekil 4’teki kat izi desenlerinden sadece en sonuncu kat izi desenin katlandı#ını görmü!sünüzdür. Bu kat izi
desenin katlanmı! haline basit ya da temel katlama denir.

Tek kö!eli kaz izi desenleri için düz katlanabilirlikle ilgili üç temel teorem vardır. Kawasaki, Meguro ve
Maekawa teoremleri [7]. Kawasaki teorem bir kö!e etrafındaki kat izilerinin aralarında kalan açılarla
ilgili !unu söyler: Birer atlayarak açıları topladı#ımızda 180⋛ olmalıdır. Maekawa’da "bir kö!ede birle!en
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da# ve vadi kat izi sayılarının farklı iki olmalıdır" der. Meguro ise düz katlanabilir modelin iki renkle
boyanabilece#ini söyler. Maalesef birden fazla kö!eli kat izi desenleri için bu problemlerin bazıları NP-
Tamdır, [2].

Şekil 6. Soldaki kat izi deseninde da# ve vadi sayılarına bakarsanız Maekawa teoremini sa#lamadı#ını göreceksiniz
(4 ω 1 ∱ 2) dolayısı ile kat izleri türlerine uygun katlandı#ında sa#daki gibi düz katlanabilir olmayan bir model elde

edilecek.

Ka#ıdı katlayıp kesebilmek için de düz katlanabilir hale gelmesi gerekir. Dolayısı ile bu yazıda bahsedilen
problemin çözümünde elde edilecek kat izi desenin yerel olarak Kawasaki ve Maekawa ko!ullarının
sa#lanması kriteri göz önüne alınır.

Arka Plan

Katla ve tek kes teoremi, herhangi bir düzlemsel çokgenin uygun katlamalarla tek bir düz kesimle elde
edilebilece#ini söyler demi!tik. "spat yapıcıdır: bir do!rusal iskelet üzerinden türetilen kat izi deseni ve
uygun da#/vadi atamaları, tek kesimi mümkün kılar. Aslında elde edilen iskelet çokgenin açıortaylarından
olu!makta ve bu iskelete kö!elerden kesim hattına çizilen uygun dikmelerle gerekli kat izi deseni üretilmek-
tedir. Bu kat izi deseni tek de#ildir. E#er kesmek istedi#imiz çokgen bir üçgense, do#rusal iskeletin aslında
üçgenin tek noktada birle!en açıortaylarını demek oldu#unu görelim. Örnek 1’te bahsedilen !ekiller üçgen
dahil düzgün çokgenlerdi, bu nedenle simetrik katlamalarla çözüme ula!mak biraz daha kolaydı. Burada
ise çe!itkenar bir üçgen için bir çözüm bulmaya çalı!aca#ız. Ama oradaki üçgen için kullandı#ınız $krin
burada da i!ledi#ini görebilirsiniz.

Şekil 7. Herhangi bir üçgenin açıortayları bir noktada ke!isir. Bu noktadan üçgenin kenarlarına dikme inmek
mümkündür (içte#et çemberin yarıçapları). Açıortayları da#, bu dikmeyi vadi alalım. Bu dikmelerden sadece bir
tanesini almamız yeterlidir. Son resimde böylece Maekawa teoremi sa#lanır (çünkü 3 ω 1 = 2). Açılarla ilgili de
Kawasaki teoreminin sa#landı#ını hemen görebilirsiniz yani mor açıların toplamı da kırmızı açıların toplamı da180⋛dir.
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Şekil 8. Aichholze ve arkada!larının makalesinde [1] tarif edilen yöntemle do#rusal iskelet olu!turuldu (mavi) ve
düz katlanabilirlik teoremlerine uygun dikme (pembe) eklendi. 7 ile kar!ılatırarak elde edilen do#rusal iskeletin

aslında açıortaylar oldu#unu görebilirsiniz)

&imdi kat izlerinin türüne uygun katladı#ınızda üçgenin kenarlarının düz bir çizgi !eklinde ka#ıdın ön ve
arka yüzünde yer aldı#ını göreceksiniz.

Şekil 9. Kat izlerine uygun biçimde (maviler çizgiler boyunca da#, pembe çizgi boyunca vadi) katladı#ınızda ye!il ile
çizilen üçgenin kenarlarının üstüste geldi#ini göreceksiniz. 3. adımda belirtilgi#i gibi bu çizgi boyunca makasla

keserseniz ve açarsanız üçgeni tek kesikle elde edeceksiniz.
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&imdi sırasıyla bir kare ardında özel olmayan bir dörtgen alıp do#rusal iskelet ve ardından dikmeleri
bulalım:

Şekil 10. Sırasıyla, bir kare, herhangi bir dörtgen ve bir kedi:) kat izleri olu!turuldu. Bu izlerden türüne (da#/vadi)
uygun katlamaları yapıp keserseniz istenilen modeli tek kesile elde edebilirsiniz. Sonuncu $gürün kat izlerini sizlere

bir meydan okuma olarak bıraktık. Do#ru kat izlerini bulup kesen ilk ki!iye bir sürprizim olacaktır.

Artık Demaine ve arkada!larının verdi#i algoritmayı yazalım. Elbette algoritmada burada verilenden çok
daha karma!ık örnekler için verilen koridor türü belirleme ve a!aç kontrolleri var. Bu yöntemlerden bu
yazının uzunlu#unu göz önünde bulundurarak burada bahsetmeye#iz. Ayrıca konu ile ilgili açık sorular
oldu#unu da tüm ilgililere duyuralım. Size bu algoritma ile elde etti#imiz kedi modelinin kat izlerini &ekil
10’da 3. resimde verdik. Bu model de koridor veya a#aç kontrollerine ihtiyaç duymaz.
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Algoritma Şeması (Özet)

Algorithm 1 Katla ve Tek Kes teoremi için Do#rusal "skelet Tabanlı &ema
Require: Basit (veya delikli) düzlemsel çokgen ya da çokgenler ailesi 𝜔
Ensure: Tek düz kesimle 𝜔’yi ortaya çıkaran kat izi deseni (Da#-Vadi atamalarıyla)
1: Ön i#leme: Girdi çokgen(ler)ini saat yönüne/tersi tekdüze yönlendir; iki-renkli yüz ayrımıyla dı!/iç
bölgeleri ayır.

2: !skelet hesabı: Kenarları e!zamanlı içe do#ru ofsetle; kö!e ikililerinin açıortay kesi!imleri edge event
(kenar olayı), bir kö!enin kar!ı kenarla bulu!ması split event (ayrı olay) üretir. Olayları uzaklı#a göre bir
öncelik kuyru#unda i!le ve do#rusal iskelet grafını in!a et.

3: Dik katlar: Do#rusal iskeletin kö!elerinden kesim hattına inen dik kat izleri üret. Her dik ı!ın yüzeyi
terk edene ya da bir ba!ka bir kesim hattı bölgesindeki iskeletin kenarından yansıtarak iskeletin bir
kö!esine varana kadar yansımalı !ekilde ilerlet.

4: Kâ"ıt sınırı: Tüm iskelet ve dik ı!ınları, kat izi desenini tamamen kapsayan bir dikdörtgen sınırla
(kâ#ıt) sınırlayıp sonlu hale getir.

5: Koridorlar: "skelet ve dik katlardan olu!an a#da koridorları (akordiyon kanalları) belirle; her koridor
için katlanma yönü alternansını (Da#/Vadi) olu!tur.

6: Da"/Vadi ataması: Koridor alternansı ile tüm kat izi kenarlarına Da#/Vadi ata; do#rusal iskelette,180⋛ den küçük açıların açıortayları da#, 180⋛ den küçük açıların açıortayları da#, 180⋛ den büyük
açıların açıortayları vadi olur. Dikler da#/vadi olarak de#i!ir. Gerekli yerlerde gölge-a#aç/mesafe tabanlı
tutarlılık kontrolü uygula.

7: Kesim hattı: Çokgen kenarlarının aynı do!ruya hizalandı!ı hattı seç; tek düz kesimi bu hat üzerinde
yap.

8: return Da#-Vadi etiketli kat izi deseni.

Peki kimdir Eric Demaine? - Genç Bir Dâhi

Eric D. Demaine (d. 1981), bilgisayar bilimi ve matematik alanında origamiyle ilgili çalı!malarıyla dünya
çapında tanınan bir isimdir. Çocuklu#undan itibaren babası Martin Demaine ile birlikte yo#un bir !ekilde
origamiyle ilgilenmi!, bu ilgisini akademik ara!tırmaya dönü!türmü!tür.
Demaine, 20 ya!ında Massachusetts Institute of Technology (MIT) tarihindeki en genç profesörlerden
biri olmu!tur. Çalı!malarının merkezinde algoritmik geometri, kombinatorik optimizasyon ve origami
matemati#i vardır. Katlama problemlerini yalnızca estetik bir u#ra! olarak de#il, bilgisayar biliminin temel
algoritmik sorularıyla yakından ili!kili bir ara!tırma alanı olarak ele alır.
Özellikle fold-and-cut teoremi, origaminin bir "sanat" olmaktan öte, katı bir matematiksel yapı oldu#unu
ortaya koymu!tur. Demaine ve ekibinin geli!tirdi#i algoritmalar, yalnızca origami de#il, aynı zamanda
malzeme bilimi, robotik ve mühendislikte katlanabilir yapıların tasarımında da kullanılmaktadır.

Demaine’nin dersi için QR kodu:
Bugün Eric Demaine, MIT’de bilgisayar bilimi profesörü olarak çalı!makta, origami ve matematik kesi!i-
minde yeni problemler üzerine üretken bir ara!tırma programı yürütmektedir. Aynı zamanda babasıyla
birlikte "mathematical art" sergileri açarak, bilimle sanat arasındaki sınırları zorlamaktadır. (Bakınız:

)
&ekil 11’de Eric Demaine’ın elinde yer alan ba#lantılı olmayan çokgenler gibi modelleri veya ba!ka !a!ırtıcı

modelleri tek kesikle nasıl elde edebilece#inize dair kat izi desenlerinin !ablonları bu sayfada ( )
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Şekil 11. Demaine’nin M"T’de, katla ve kes teoremini anlattı#ı dersten aldı#ım bu karede, kestikten sonra ka#ıttan
birden fazla parça ba#lantısız !eklin tek kesikle elde edilebilmesinin onda uyandırdı#ı heyecanı görebilirsiniz. Tüm

dersi izlemek için a!a#ıdaki QR kodu kullanabilirsiniz.

verilmektedir, meydan okuma sorumuz &ekil 10’da verilen soru için bu !ablonlardan destek almak isteyebi-
lirsiniz:)).

Sonuç: Sihir ile Matematik Arasında İnce Bir Çizgi

Bir yanda 1920’lerin New York’unda, sahnede tek bir kesikle yıldız çıkaran bir sihirbaz: Harry Houdini.
Di#er yanda 1990’ların sonunda, teorik bilgisayar biliminin en saygın konferanslarında aynı soruya kesin
bir yanıt veren matematikçiler: Erik Demaine ve ekibi.
Houdini için bu, seyircinin nefesini kesen bir illüzyondu. Basit bir kâ#ıt, birkaç katlama ve tek bir makas
darbesiyle mucizeye dönü!üyordu. Seyirciler alkı!larken, belki de hiçbiri bunun ardında evrensel bir
matematiksel ilkenin gizlendi#ini dü!ünmüyordu.
Demaine içinse aynı kâ#ıt, soyut bir düzlem, çokgenlerin geometrisi ve algoritmaların diliydi. Bir ispat,
yalnızca özel !ekiller için de#il, her çokgen için tek kesikle elde edilebilirli#i güvence altına alıyordu. Burada
sihir yoktu; ama en az sihir kadar büyüleyici bir hakikat vardı: kâ#ıdın altında yatan matematiksel düzen.
Belki de Houdini gerçekten yalnızca bir sihirbazdı. Belki de farkında olmadan matematik tarihine ilham
veren bir öncüyü oynuyordu. Kesin olan !u ki, kâ#ıdın katları arasında hem illüzyonun hem dematemati#in
ortak bir dili var. Katlanmı! bir kâ#ıdın sessizce fısıldadı#ı !ey !udur:Bazen sihir/mucize, yalnızca do"ru
zamanda atılmı# tek bir kesiktir.

Uyarı: Tarihsel Bağlantının Sınırları

Houdini’nin ya!adı#ı yıllarda "Geometry of Paper Folding, T.Sundara Row, (1890)", "Hiden Senbazuru
Orikata (Bin Turna Katlamanın Sırları), Akisato Ritō, (1797)" "A Japanese Book Wokoku Chiyekurable,
K.S. Sen, (1721)" kitapları vardı ve origami özellikle avrupada okullarda kullanılmaya ba!lamı!tı. Dolayısı
ile Houdini’nin origami bildi#ini tahmin etmek zor de#il. Houdini’nin Paper Magic kitabındaki tek kesik
numaraları, bugün katla ve tek kes teoreminin özel örnekleri olarak yorumlanabilir. Ancak bu noktada
dikkat edilmesi gereken iki sınırlama vardır: Birincisi, Houdini’nin esas amacı sahne illüzyonu yaratmaktı.
"kincisi, elimizde Demaine ve arkada!ları’nın do#rudan Houdini’den esinlendi#ine dair bir kanıt yoktur.
Dolayısıyla bu ba#lantı, birebir bir nedensellikten çok, aynı fenomenin farklı ba#lamlarda ortaya çıkı!ı
olarak dü!ünülülebilir. Houdini’nin yaptı#ı !ey sınırlı sayıda basit !ekille gösterilen bir sihirdi; Demaine ve
arkada!ları’nın ispatı ise bu $krin evrensel düzeyde, tüm çokgenler için geçerli oldu#unu ortaya koymu!tur.
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Bu yazıda de!i"meli Banach cebirlerinin en temel yapı teorisi olan Gelfand Teorisini ele alaca!ız. Büyük Rus
matematikçi Israel Moiseevich Gelfand’ın (1913-2009) doktora tezinde (1935) geli"tirdi!i bu teori de!i"meli
Banach cebirlerinin sürekli fonksiyon uzayları ile ba!lantısını ortaya koyması bakımından matematik
literatüründe çok önemli bir yere sahiptir.

1. BANACH CEBİRLERİ

Bir 𝜔 vektör uzayı üzerinde onu aynı zamanda halka yapan bir çarpım var ise 𝜔’ya bir cebir denir. Bu
yazıda vektör uzaylarımız daima karma"ık sayılar cismi ℂ üzerinden olacaktır. E!er 𝜔 cebri normlu bir
vektör uzayı ise 𝜔’ya bir normlu cebir denir. E!er 𝜔 normlu cebri, normun türetti!i metri!e göre tam ise,
yani 𝜔’daki her Cauchy dizisi yakınsak ise, (bir ba"ka deyi"le 𝜔 bir Banach uzayı ise) ve 𝜔’nın üzerindeki
çarpım ⌋𝜀𝜗⌋ ∱ ⌋𝜀⌋ ⋛ ⌋𝜗⌋ ω𝜀, 𝜗 ε 𝜔
aksiyomunu sa!lıyorsa, 𝜔’ya bir Banach cebri denir. Bir Banach cebrinin halka yapısını incelemek için
onun tersinir elemanlarını incelemek önemlidir. Tersinirlikten sözedebilmemiz için cebrimizin birimli
olması yani çarpma i"leminin bir birim elemanı olması gerekir. Ne yazık ki her Banach cebrinin birimi
yoktur. Bunun en bilinen örne!i 𝜛 sonsuz boyutlu bir Banach uzayı olmak üzere𝜚(𝜛) ϑ= {𝜍 ϑ 𝜛 → 𝜛 ⌈𝜍 tıkız do!rusal operatördür}
ile tanımlanan tıkız operatörler cebridir.

1.1. Banach Cebirlerine Örnekler

(1) 𝜛 tıkız Hausdor# bir topolojik uzay olmak üzere𝜔 ϑ= 𝜑(𝜛) ϑ {𝛻 ϑ 𝜛 → ℂ ϑ 𝛻 sürekli}
sürekli fonksiyonlar uzayı noktasal toplam(𝛻 + 𝜕)(ℵ) ϑ= 𝛻(ℵ) + 𝜕(ℵ)
noktasal çarpım (𝛻𝜕)(ℵ) ϑ= 𝛻(ℵ)𝜕(ℵ)
i"lemleri ve ⌋𝛻⌋ϖ ϑ= sup{⌉⌉⌉𝛻(ℵ)⌉⌉⌉ ϑ ℵ ε 𝜛}
normu ile bir Banach cebridir. Burada 𝜔’nın normunun⌋𝛻𝜕⌋ϖ ∱ ⌋𝛻⌋ϖ ⋛ ⌋𝜕⌋ϖ ω𝛻, 𝜕 ε 𝜔
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"artını sa!ladı!ı a"ikardır.
(2) 𝜔 ϑ= 𝜑0(ℝ) ϑ= {𝛻 ϑ ℝ→ ℂ ϑ 𝛻 sürekli ve ωℶ > 0, ϱℷ ε ℕ sup{⌉⌉⌉𝛻(ℵ)⌉⌉⌉ ϑ ℵ ε ℝ ⟥ [ςℷ,ℷ]} < ℶ}
biçimindeki sonsuzda sıfır olan sürekli fonksiyonlar uzayı da noktasal toplam, noktasal çarpım ve⌋𝛻⌋ϖ ϑ= sup{⌉⌉⌉𝛻(ℵ)⌉⌉⌉ ϑ ℵ ε ℝ}
normu ile bir Banach cebridir.
(3) 𝜛 bir Banach uzayı olmak üzere𝜔 ϑ= ℸ(𝜛) ϑ= {𝜍 ϑ 𝜛 → 𝜛 ϑ 𝜍 do!rusal ve sınırlı operatör}
biçimindeki sınırlı do!rusal operatörler uzayı da noktasal toplam(⊳ + 𝜍)(ℵ) ϑ= ⊳ℵ + 𝜍ℵ,
bile"ke i"lemi (⊳𝜍)(ℵ) ϑ= ⊳(𝜍(ℵ))
ve operatör normu ⌋𝜍⌋ ϑ= sup{⌋𝜍ℵ⌋𝜛 ϑ ⌋ℵ⌋𝜛 ∱ 1}
ile bir Banach cebridir. Yine 𝜔’nın normunun⌋𝜍⊳⌋ ∱ ⌋𝜍⌋ ⋛ ⌋⊳⌋ ω𝜍, ⊳ ε 𝜔
"artını sa!ladı!ı a"ikardır.
(4) Yine 𝜛 sonsuz boyutlu bir Banach uzayı olmak üzere𝜔 ϑ= 𝜚(𝜛) ϑ {𝜍 ϑ 𝜛 → 𝜛 ϑ 𝜍 do!rusal ve tıkız operatördür}
biçimindeki tıkız operatörler uzayı, yine noktasal toplam(⊳ + 𝜍)(ℵ) ϑ= ⊳ℵ + 𝜍ℵ,
bile"ke i"lemi (⊳𝜍)(ℵ) ϑ= ⊳(𝜍(ℵ))
ve operatör normu ⌋𝜍⌋ ϑ= sup{⌋𝜍ℵ⌋𝜛 ϑ ⌋ℵ⌋𝜛 ∱ 1}
ile bir Banach cebridir.
Bir 𝜍 ϑ 𝜛 → 𝜛 operatörü ⊳ ϑ= {ℵ ε 𝜛 ϑ ⌋ℵ⌋𝜛 ∱ 1} için 𝜍(⊳) ϑ= {𝜍ℵ ϑ ℵ ε ⊳} ⊲ 𝜛’de tıkızdır "artını
sa!lıyorsa yani 𝜛’in kapalı birim yuvarının 𝜍 altındaki görüntüsünün kapanı"ı 𝜛’de tıkız ise 𝜍’ye bir
tıkız operatör denir. Tıkız operatörler sınırlıdırlar ve e!er 𝜚(𝜛) = ℸ(𝜛) ise 𝜛 sonlu boyutludur ve bu da0 ϑ 𝜛 → 𝜛, 0(ℵ) ϑ= ℵ birim operatörünün tıkız olmasına denktir (Bir Banach uzayı sonlu boyutludur
ancak ve ancak kapalı birim yuvarı tıkızdır).
Yukarıdaki ilk iki örnek de!i"meli Banach cebirlerinin tipik örnekleridirler, ilk örnek birimli iken ikinci
örnek birimli de!ildir. Son iki örnek ise de!i"meli olmayan Banach cebirlerinin tipik örnekleridirler, üçüncü
örnek birimli iken son örnek birimli de!ildir.

2. BİRİMLEŞTİRME

Bir Banach cebri birimli de!il ise onu birimli bir Banach cebrinin içerisine izometrik olarak gömme i"lemine
birimle!tirme denir. Burada temel $kir Banach cebrindeki bir 𝜀 ε 𝜔’yı 𝜔’nın kendisi üzerindeki bir
çarpma operatörü olarak görmektir, yani her 𝜀 ε 𝜔’ya bir1𝜀 ϑ 𝜔 → 𝜔,1𝜀(𝜗) ϑ= 𝜀𝜗 operatörü kar"ılık
gelir.
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Yani 2 ϑ 𝜔 ↪ ℸ(𝜔), 2(𝜀) ϑ= 1𝜀 "eklinde bir operatörle 𝜔, ℸ(𝜔) içerisine gömülür. Fakat bu gömme her
zaman izometrik olmayabilir, ancak ⌋𝜀𝜗⌋𝜔 ∱ ⌋𝜀⌋𝜔⌋𝜗⌋𝜔 ω𝜀, 𝜗 ε 𝜔
oldu!undan dolayı ⌋1𝜀⌋ ∱ ⌋𝜀⌋𝜔 ω𝜀 ε 𝜔
sa!lanır. Bu 2 gömmesi her zaman izometrik olmayaca!ından onu taklit eden bir in"aa ile 𝜔’nın bir birim-
le"tirmesi dı"sal olarak yapılabilir:3𝜔 ϑ= ℂ4𝜔 ϑ= {(5,𝜀) ϑ 5 ε ℂ, 𝜀 ε 𝜔}
olsun. Bu 3𝜔 kümesine çarpımı, 2 ϑ 𝜔 ↪ ℸ(𝜔) gömmesinden ilham alarak yani(50 +1𝜀)(60 +1𝜗) = 560 +15𝜗+6𝜀+𝜀𝜗
oldu!unu gözönünde bulundurarak 5,6 ε ℂ, 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 için(5, 𝜀).(6, 𝜗) ϑ= (56, 5𝜗 + 6𝜀 + 𝜀𝜗)
olarak tanımlayabiliriz. Aynı "ekilde toplam(5, 𝜀) + (6, 𝜗) ϑ= (5 + 6,𝜀 + 𝜗)
olarak tanımlanır. Bir tek 3𝜔 üzerinde norm tanımlamak kalıyor ki onu da⌋(5, 𝜀)⌋ ϑ= ⌈5⌈ + ⌋𝜀⌋𝜔
"eklinde tanımlarız. Bu durumda 2 ϑ 𝜔 ↪ 3𝜔, 2(𝜀) ϑ= (0,𝜀) "eklindeki gömme izometriktir ve (1, 0𝜔) ε 3𝜔,3𝜔’nın birimi olur. Yani 3𝜔 birimli bir Banach cebridir ve 2 ϑ 𝜔 ↪ 3𝜔 izometrik bir gömmedir. Burada her5,6 ε ℂ, 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 için ⌋(5, 𝜀)(6, 𝜗)⌋ ∱ ⌋(5, 𝜀)⌋ ⌋(6, 𝜗)⌋
"artının sa!landı!ını da görmek zor de!ildir. Ayrıca e!er𝜔 de!i"meli ise 3𝜔 da de!i"melidir. Birimle"tirme ile
e!er 𝜔 Banach cebrinin birimi yok ise 𝜔’nın yerine onun 3𝜔 birimle"tirmesini alarak birimli varsayabiliriz.

3. TERSİNİR ELEMANLAR VE SPEKTRUM𝜔 birimli bir Banach cebri olsun öyle ki 1 ε 𝜔, 𝜔’nın birim elemanı, yani 𝜔’nın üzerindeki çarpmanın
birimi olsun. O hâlde bir 𝜀 ε 𝜔 elemanı için bir 𝜀ς1 ε 𝜔 varsa ki𝜀𝜀ς1 = 𝜀ς1𝜀 = 1
sa!lanır, bu durumda 𝜀 ε 𝜔’ya tersinir denir. Birimli bir 𝜔 Banach cebri için∲(𝜔) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ 𝜀 tersinirdir} ⊲ 𝜔
tersinir elemanların kümesinin 𝜔’daki çarpmaya göre bir grup oldu!u a"ikardır. Bir 𝜀 ε 𝜔 elemanının
spektrumu 7(𝜀) ϑ= {5 ε ℂ ϑ 51 ς 𝜀 φ ∲(𝜔)}
olarak tanımlanır. Tersinir elemanlarla ilgili a"a!ıdaki gözlem sonuçları bakımından çok önemlidir:

Teorem 1. (Neumann Serisi)𝜔 birimli Banach cebri olsun ve 1 ε 𝜔, 𝜔’nın birimi olsun. Ayrıca 𝜀 ε 𝜔 olsun. E!er ⌋𝜀⌋ < 1 ise

98
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(1 ς 𝜀)ς1 = +ϖ{

8=0 𝜀8,𝜀0 ϑ= 1 olmak üzere, bir kuvvet serisi ile verilir.
Kanıt. Her ℷ ε ℕ için1 ς 𝜀ℷ+1 = (1 ς 𝜀)(1 + 𝜀 + 𝜀2 +⋜ + 𝜀ℷ) = (1 + 𝜀 + 𝜀2 +⋜ + 𝜀ℷ)(1 ς 𝜀)
oldu!unu görmek zor de!ildir. Bu durumda 𝜀0 ϑ= 1 olmak üzere

⊳ℷ ϑ= ℷ{
8=0 𝜀8

"eklinde tanımlanan {⊳ℷ}+ϖℷ=1 ⊲ 𝜔 dizisinin 𝜔’da bir Cauchy dizisi oldu!unu gösterelim: ℷ,1 ε ℕ veℷ > 1 olsun, o hâlde

⌋⊳ℷ ς ⊳1⌋ = ⌋ ℷ{
8=1+1 𝜀8⌋ ∱ ℷ{

8=1+1 ⌋𝜀8⌋ ∱ ℷ{
8=1+1(⌋𝜀⌋)8

= ⌋𝜀⌋1+1 ℷς1ς1{
8=0 ⌋𝜀⌋8

ve ⌋𝜀⌋ < 1 iken ℷς1ς1{
8=0 ⌋𝜀⌋8 ∱ +ϖ{

8=0 ⌋𝜀⌋8 = 11 ς ⌋𝜀⌋
oldu!undan ⌋⊳ℷ ς ⊳1⌋ ∱ ⌋𝜀⌋1+11 ς ⌋𝜀⌋
elde edilir ki bu da ⌋⊳ℷ ς ⊳1⌋→ 0, ℷ,1 → +ϖ
olması, yani {⊳ℷ}+ϖℷ=1 ⊲ 𝜔 dizisinin Cauchy dizisi olması demektir. Burada 𝜔 bir Banach uzayı oldu!undan{⊳ℷ}+ϖℷ=1 ⊲ 𝜔 dizisi yakınsaktır, lim ⊳ℷ ϑ= 9 ε 𝜔 olsun. O hâlde lim 1 ς 𝜀ℷ+1 = 1 oldu!undan(1 ς 𝜀)9 = 9(1 ς 𝜀) = 1
sa!lanır.

Bu teoremin bir di!er ifadesi de e!er ⌋1 ς 𝜀⌋ < 1 ise 𝜀 ε ∲(𝜔)’dır, yani 𝜀 tersinirdir, "eklindedir. Yaniℸ(1, 1) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ ⌋1 ς 𝜀⌋ < 1} ⊲ ∲(𝜔) dır. Bunun bir sonucu olarak, ∲(𝜔)’nın çarpma i"lemine göre bir
grup oldu!u gözönüne alındı!ında, ∲(𝜔)’nın 𝜔’nın açık bir altkümesi oldu!u elde edilir:

Önerme 1.𝜔 birimli bir Banach cebri ve ∲(𝜔) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ 𝜀 tersinirdir} olsun. O hâlde ∲(𝜔) ⊲ 𝜔’nın açık bir
altkümesidir.

Kanıt. 𝜀 ε ∲(𝜔) olsun. Ayrıca 𝜗 ε ℸ(𝜀, 1⌋𝜀ς1⌋ ) ϑ= {𝜗 ε 𝜔 ϑ ⌋𝜗 ς 𝜀⌋ < 1⌋𝜀ς1⌋ } olsun. O hâlde 𝜀ς1(𝜗 ς 𝜀) =𝜀ς1𝜗 ς 1 oldu!undan ⌋𝜗 ς 𝜀⌋ < 1⌋𝜀ς1⌋ ise⌋1 ς 𝜀ς1𝜗⌋ = ⌋𝜀ς1(𝜗 ς 𝜀)⌋ ∱ ⌋𝜀ς1⌋⌋(𝜗 ς 𝜀)⌋ < ⌋𝜀ς1⌋ 1⌋𝜀ς1⌋ = 1
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olur ki bu da 𝜀ς1𝜗 ε ∲(𝜔) olması demektir. Yani ⌋𝜗 ς 𝜀⌋ < 1⌋𝜀ς1⌋ ise 𝜀ς1𝜗 ε ∲(𝜔) dır. Burada ∲(𝜔) çarpma
i"lemine göre bir grup oldu!undan ⌋𝜗 ς 𝜀⌋ < 1⌋𝜀ς1⌋ ise 𝜀ς1𝜗 ε ∲(𝜔) ve 𝜀 ε ∲(𝜔)⇒ 𝜀(𝜀ς1𝜗) = 𝜗 ε ∲(𝜔)
olur, yani 𝜀 ε ∲(𝜔) ise ℸ(𝜀, 1⌋𝜀ς1⌋ ) ⊲ ∲(𝜔) oldu!undan ∲(𝜔) ⊲ 𝜔’nın açık bir altkümesidir.
Önerme 1’in bir sonucu da spektrum 7(𝜀) ⊲ ℂ kümesinin tümleyeni olarak tanımlanan .(𝜀) ϑ= ℂ ⟥ 7(𝜀)
resolvent kümesinin açık olması, dolayısıyla 7(𝜀)’nın her zaman kapalı bir küme olmasıdır: 50 ε .(𝜀).(𝜀)’nın herhangi bir elemanı olsun, o hâlde 501ς𝜀 ε ∲(𝜔) sa!lanır. Burada ∲(𝜔) ⊲ 𝜔 açık oldu!undan bir, > 0 vardır ki ℸ(501 ς 𝜀, ,) ϑ= {𝜗 ε 𝜔 ϑ ⌋𝜗 ς (501 ς 𝜀)⌋ < ,} ⊲ ∲(𝜔) sa!lanır. Bu durumda ⌉⌉⌉5 ς 50⌉⌉⌉ < ,
ise ⌋(51 ς 𝜀) ς (501 ς 𝜀)⌋ = ⌉⌉⌉5 ς 50⌉⌉⌉ < , oldu!undan 51 ς 𝜀 ε ∲(𝜔) ⇒ 5 ε .(𝜔) sa!lanır. Dolayısıyla<(50, ,) ϑ= {5 ε ℂ ϑ ⌉⌉⌉5 ς 50⌉⌉⌉ < ,} ⊲ .(𝜀) sa!lanır ki bu da.(𝜀) ⊲ ℂ’nin açık ve7(𝜀) ⊲ ℂ’nin kapalı olması
demektir. Aynı "ekilde 7(𝜀) ⊲ ℂ’nın sınırlı oldu!unu ve hatta 7(𝜀) ⊲ <(0, ⌋𝜀⌋) ϑ= {ℏ ε ℂ ϑ ⌈ℏ⌈ ∱ ⌋𝜀⌋}
oldu!unu gösterebiliriz: 5 ε ℂ ve ⌈5⌈ > ⌋𝜀⌋ olsun. O hâlde 51 ς 𝜀 = 5(1 ς 𝜀5 ) ve ⌋𝜀5⌋ < 1 oldu!undan1 ς 𝜀5 ε ∲(𝜔) olur. Aynı zamanda 5 ∳ 0 oldu!undan 5(1 ς 𝜀5 ) = 51 ς 𝜀 ε ∲(𝜔) olur, yani ⌈5⌈ > ⌋𝜀⌋ ise51ς 𝜀 ε ∲(𝜔)⇒ 5 φ 7(𝜀) olur. Bu da 5 ε 7(𝜀) ise ⌈5⌈ ∱ ⌋𝜀⌋ olmasına denktir. Sonuç olarak 7(𝜀) ⊲ ℂ her
zaman kapalı ve sınırlı, dolayısıyla tıkız bir kümedir.

Tersinir elemanların kümesinin açık olmasına paralel olarak ters alma i"lemi de ∇ς1 ϑ ∲(𝜔) → ∲(𝜔)
fonksiyonu olarak dü"ünüldü!ünde olabildi!ince düzgün bir fonksiyon oldu!u, hatta analitik oldu!u
görülür: ℵ0 ε ∲(𝜔) ve ℵ ε ℸ(ℵ0, 1⌋ℵς10 ⌋ ) olsun, bu durumda ⌋1 ς ℵς10 ℵ⌋ < 1 oldu!undan

(ℵς10 ℵ)ς1 = ℵς1ℵ0 = +ϖ{
8=0(1 ς ℵς10 ℵ)8 ⇒ ℵς1 = +ϖ{

8=0(1 ς ℵς10 ℵ)8ℵς10
olarak bulunur yani ℵς1, ℵ8’lerin, 8 ε ℕ, bir serisi olarak yani bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu
durumda 5 ε ℂ ve ⌈5⌈ > ⌋𝜀⌋ iken

𝛻(5) ϑ= (51 ς 𝜀)ς1 = 15 +ϖ{
8=0 }𝜀5⦃8

"eklinde tanımlanan 𝛻 ϑ ℂ ⟥ 7(𝜀) → 𝜔 fonksiyonunun analitik oldu!u görülür. Burada analitikten
kasıt fonksiyonun 5’nın bir kuvvet serisi olarak yazılabilmesidir. Bunu bildi!imiz klasik anlamda analitik
fonksiyon olarak görebilmemiz için 𝛻 fonksiyonunun herhangi bir > ε 𝜔∂ do!rusal sınırlı fonksiyoneli ile
bile"kesi olan ⋆ fonksiyonuna bakarız: ⋆ ϑ ℂ ⟥ 7(𝜀)→ ℂ

⋆(5) ϑ= >((51 ς 𝜀)ς1) = >}15 +ϖ{
8=0 }𝜀5⦃8⦃ = 15 +ϖ{

8=0
>(𝜀8)58

Bu ⋆ fonksiyonunun analitik oldu!u açıktır ve ⌈5⌈ büyüdükçe ⌉⌉⌉⋆(5)⌉⌉⌉’nın 0’a yakla"tı!ı görülür. Yani bu
analitik fonksiyonun bütünℂ’ye analitik olarak geni"leyememesi gerekir, e!er geni"lerse her yerde 0 olması
gerekir ki bu mümkün de!ildir. Bu ⋆ fonksiyonunun bütün ℂ’ye analitik olarak geni"lemesi 7(𝜀) = −
olması durumunda mümkündür ki buradan Gelfand’ın 7(𝜀) ∳ − oldu!unu söyleyen teoremi elde edilir:

Teorem 2.𝜔 birimli bir Banach cebri ve 𝜀 ε 𝜔 olsun. O hâlde 7(𝜀) ∳ −.
Kanıt. Varsayalım ki 7(𝜀) = − olsun ve > ε 𝜔∂ do!rusal sınırlı bir fonksiyonel olsun. Yukarıdaki gibi⋆ ϑ ℂ ⟥ 7(𝜀)→ ℂ, ⋆(5) ϑ= >((51 ς 𝜀)ς1) = >}15 +ϖ{

8=0 }𝜀5⦃8⦃ = 15 +ϖ{
8=0

>(𝜀8)58
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fonksiyonuna bakalım. Burada 7(𝜀) = − oldu!undan ⋆ ϑ ℂ → ℂ fonksiyonu bütün ℂ’de analitik bir
fonksiyondur. %imdi ⌈5⌈ > 2⌋𝜀⌋ olsun. O hâlde ⌋𝜀5⌋ < 12 oldu!undan

⌋}15 +ϖ{
8=0 }𝜀5⦃8⦃⌋ ∱ 1⌈5⌈ +ϖ{8=0 }12⦃8 = 2⌈5⌈

olur ki bu durumda ⌉⌉⌉⋆(5)⌉⌉⌉ = 1⌈5⌈ ⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉>}
+ϖ{
8=0 }𝜀5⦃8⦃

⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉⌉ ∱ 2⌋>⌋⌈5⌈
elde edilir. Bu da ⌈5⌈ > 2⌋𝜀⌋ iken ⋆(5)’nın sınırlı oldu!unu ve hattalim⌈5⌈→+ϖ ⌉⌉⌉⋆(5)⌉⌉⌉ = 0
oldu!unu verir. Bu durumda ⋆ bütün ℂ’de analitik oldu!undan süreklidir, dolayısıyla <(0, 2⌋𝜀⌋) ϑ={5 ε ℂ ϑ ⌈5⌈ ∱ 2⌋𝜀⌋} üzerinde de sınırlıdır. O hâlde ⋆ bütün ℂ’de analitik ve sınırlı bir fonksiyondur ve
bütün ℂ’de analitik ve sınırlı bir fonksiyonun sabit olması gerekti!ini söyleyen Liouville teoremine göre⋆ sabit olmalıdır, ⋆ sonsuzda 0 oldu!undan bu sabit de 0 olmalıdır. Burada > ε 𝜔∂ key$ oldu!undan⋆(5) = >((51 ς 𝜀)ς1) = 0 ise Hahn-Banach teoremi gere!i (51 ς 𝜀)ς1 = 0𝜔 olmalıdır ki bu da bir çeli"ki
do!urur, zira 𝜔’nın toplamaya göre birim elemanı 0𝜔 hiçbir zaman tersinir olamaz. Bu çeli"ki 7(𝜀) = −
varsayımızdan kaynaklandı!ı için 7(𝜀) ∳ − olmalıdır.
Teorem 2’nin çok önemli bir sonucu da birimli bir Banach cebri aynı zamanda bir bölüm halkası ise yani her
sıfır olmayan eleman tersinir ise bu Banach cebrinin ℂ ile aynı olması gerekti!ini söyleyen Gelfand-Mazur
Teoremidir:

Teorem 3. (Gelfand-Mazur Teoremi)𝜔 birimli bir Banach cebri olsun öyle ki aynı zamanda bir bölüm halkası olsun, yani 𝜀 ε 𝜔 ve 𝜀 ∳ 0𝜔 ise𝜀 ε ∲(𝜔) olsun. O hâlde 𝜔 = ℂ1𝜔 ϑ= {51 ϑ 5 ε ℂ} dir.
Kanıt. Herhangi bir 𝜀 ε 𝜔 alalım. Teorem 2 gere!i 7(𝜀) ∳ − oldu!undan bir 5 ε 7(𝜀) vardır ki bu da51 ς 𝜀 φ ∲(𝜔) demektir. Burada 𝜔 bölüm halkası oldu!undan bu da 51 ς 𝜀 = 0𝜔 ⇒ 𝜀 = 51 olmasını
gerektirir.

Spektrumla ilgili önemli bir özellik de polinomlar altında de!i"mez kalmasıdır, yani bir 𝜀 ε 𝜔 elemanını bir≨(5) ϑ= ⦄8𝐴=0 𝐵𝐴5𝐴 polinomunun içerisine koyarak elde etti!imiz ≨(𝜀) = ⦄8𝐴=0 𝐵𝐴𝜀𝐴, 𝜀0 ϑ= 1 elemanının
spektrumu 7(≨(𝜀)), 7(𝜀)’nın ≨ altındaki görüntüsü ≨(7(𝜀)) ile aynıdır. Bu özelli!e “Spektral Gönderim
Teoremi" (&ng. Spectral Mapping Theorem) denir:

Teorem 4. (Spektral Gönderim Teoremi)𝜔 birimli bir Banach cebri ve ≨(5) ϑ= ⦄8𝐴=0 𝐵𝐴5𝐴 bir polinom olsun. O hâlde ≨(𝜀) ϑ= ⦄8𝐴=0 𝐵𝐴𝜀𝐴, 𝜀0 = 1
için 7(≨(𝜀)) = ≨(7(𝜀)) ϑ= {≨(5) ϑ 5 ε 7(𝜀)}
sa!lanır.

Kanıt. 6 ε 7(≨(𝜀)) olsun. Ayrıca 𝐶(5) ϑ= 6 ς ≨(5) olsun. Cebirin temel teoremi gere!i 50, 51,… , 58 ε ℂ,50 ∳ 0 vardır ki 𝐶(5) = 50(51 ς 5)(52 ς 5)⋜ (58 ς 5)
sa!lanır. Burada 𝐶(𝜀) ϑ= 61 ς ≨(𝜀) φ ∲(𝜔) oldu!undan ve𝐶(𝜀) = 50(511 ς 𝜀)(521 ς 𝜀)⋜ (581 ς 𝜀)
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oldu!undan bir 𝐴 ε {1,… ,8} için 5𝐴1 ς 𝜀 φ ∲(𝜔) olmalıdır. Bu da 5𝐴 ε 7(𝜀) olmasını gerektirir. Ayrıca𝐶(5𝐴) = 6 ς ≨(5𝐴) = 0 oldu!undan 6 = ≨(5𝐴) ve 5𝐴 ε 7(𝜀)⇒ 6 ε ≨(7(𝜀)).6 ε ≨(7(𝜀)) olsun. Yine 𝐶(5) ϑ= 6 ς ≨(5) olsun. Yine𝐶(5) = 50(51 ς 5)(52 ς 5)⋜ (58 ς 5)
oldu!undan bir 𝐴 ε {1,… ,8} vardır ki 5𝐴 ε 7(𝜀) sa!lanır. Aynı "ekilde𝐶(𝜀) = 61 ς ≨(𝜀) = 50(511 ς 𝜀)⋜ (581 ς 𝜀)
oldu!undan 𝐶(𝜀) = 61 ς ≨(𝜀) φ ∲(𝜔) olmalıdır, zira e!er 𝐶(𝜀) ε ∲(𝜔) olsaydı her 𝐴 ε {1,… ,8} için5𝐴1 ς 𝜀 ε ∲(𝜔) olurdu. Bu durumda 6 ε 7(≨(𝜀)) olur.
Bir 𝜀 ε 𝜔 elemanının spektral yarıçapı 𝐷(𝜀):𝐷(𝜀) ϑ= sup{⌈5⌈ ϑ 5 ε 7(𝜀)}
olarak tanımlanır. Burada 7(𝜀) ⊲ <(0, ⌋𝜀⌋) ϑ= {ℏ ε ℂ ϑ ⌈ℏ⌈ ∱ ⌋𝜀⌋} oldu!undan her 𝜀 ε 𝜔 için 𝐷(𝜀) ∱ ⌋𝜀⌋
sa!lanır. Spektral yarıçapı 𝜀’nın normu ⌋𝜀⌋’ya ba!layan Beurling’in spektral yarıçap formülü a"a!ıdaki
gibidir:

Teorem 5. (Beurling Spektral Yarıçap Formülü)𝜔 birimli bir Banach cebri ve 𝜀 ε 𝜔 olsun. O hâlde𝐷(𝜀) = lim8→+ϖ ⌋𝜀8⌋ 18
sa!lanır.

Kanıt. 5 ε 7(𝜀) olsun. O hâlde Spektral Gönderim Teoremi gere!i her 8 ε ℕ için 58 ε 7(𝜀8) sa!lanır. Aynı
zamanda 7(𝜀) ⊲ {5 ε ℂ ϑ ⌈5⌈ ∱ ⌋𝜀⌋} oldu!undan

⌈58⌈ = ⌈5⌈8 ∱ ⌋𝜀8⌋ ⇒ ⌈5⌈ ∱ ⌋𝜀8⌋ 18 , ω8 ε ℕ
sa!lanır. Burada 5 ε 7(𝜀) key$ oldu!undan

𝐷(𝜀) ∱ ⌋𝜀8⌋ 18 ω8 ε ℕ ⇒ 𝐷(𝜀) ∱ lim inf8→+ϖ ⌋𝜀8⌋ 18
sa!lanır.5 ε ℂ ve ⌈5⌈ > 𝐷(𝜀) olsun. O hâlde 5∂ ϑ= 15 için ⌉⌉⌉5∂⌉⌉⌉ < 1𝐷(𝜀) ve 1 ς 5∂𝜀 ε ∲(𝜔) sa!lanır. Burada > ε 𝜔∂
tutalım ve 𝛻 ϑ <(0, 1𝐷(𝜀) )→ ℂ,

𝛻(ℏ) ϑ= >((1 ς ℏ𝜀)ς1) = +ϖ{
8=0>(𝜀8)ℏ8

analitik fonksiyonuna bakalım: Bu fonksiyonun kuvvet serisi her ℏ ε <(0, 1𝐷(𝜀) ) için yakınsak oldu!undan
her > ε 𝜔∂ ve ℏ ε <(0, 1𝐷(𝜀) ) için {>(ℏ8𝜀8)}+ϖ8=0 ⊲ ℂ dizisi ℂ’de sınırlıdır. O hâlde düzgün sınırlılık prensibi

gere!i {⌋ℏ8𝜀8⌋}+ϖ8=0 ⊲ ℝ+ dizisi de sınırlıdır. Bu da bir1 > 0 için ⌈ℏ⌈ < 1𝐷(𝜀) iken⌋ℏ8𝜀8⌋ = ⌈ℏ⌈8 ⌋𝜀8⌋ < 1 ⇒ ⌈ℏ⌈ ⌋𝜀8⌋ 18 < 1 18
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olmasını gerektirir ki burada 8 ε ℕ üzerinden limit alındı!ında1⌈ℏ⌈ > 𝐷(𝜀) ⇒ 1⌈ℏ⌈ > lim sup8→ϖ ⌋𝜀8⌋ 18
elde edilir ki bu da 𝐷(𝜀) ⨋ lim sup8→ϖ ⌋𝜀8⌋ 18
olması demektir.

4. İDEALLER VE GELFAND DÖNÜŞÜMÜ𝜔 birimli bir Banach cebri olsun. Bir 0 ⊲ 𝜔 altuzayı e!er 𝜀 ε 𝜔, ℵ ε 0 iken 𝜀ℵ ε 0 "artını sa!lıyorsa0 ⊲ 𝜔’ya 𝜔’nın bir sol ideali, ℵ𝜀 ε 0 "artını sa!lıyorsa 0 ⊲ 𝜔’ya 𝜔’nın bir sa" ideali, hem 𝜀ℵ ε 0 hem deℵ𝜀 ε 0 "artlarını sa!lıyorsa 0 ⊲ 𝜔’ya 𝜔’nın bir ideali denir. E!er 0 ⊲ 𝜔 ideali 0 ∳ 𝜔 ve 0 ∳ {0𝜔} "artlarını
sa!lıyorsa 0 ⊲ 𝜔’ya bir has ideal denir.
E!er 0 ⊲ 𝜔 bir has ideal ise 0 ∳ 𝜔 oldu!undan 0+∲(𝜔) = − olmalıdır. Ayrıca ℸ(1, 1) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ ⌋1ς𝜀⌋ <1} ⊲ ∲(𝜔) oldu!undan ℸ(1, 1) + 0 = − olmalıdır. Bu durumda e!er 0 ⊲ 𝜔 bir has ideal ise 0 ⊲ 𝜔 da bir has
idealdir (0, 0’nın kapanı"ını belirtmektedir).
&deallerin en önemli örnekleri cebir homomor$zmalarının çekirdek uzaylarıdır: 𝜔 birimli bir Banach
cebri ve ℸ bir cebir olsun, bir 𝐸 ϑ 𝜔 → ℸ do!rusal fonksiyonuna cebir homomor#zması denir e!er
her ℵ, 9 ε 𝜔 için 𝐸(ℵ9) = 𝐸(ℵ)𝐸(9) sa!lanırsa. Burada 𝐸 ϑ 𝜔 → ℸ bir cebir homomor$zması iken𝐹𝐺𝐷(𝐸) ϑ= {ℵ ε 𝜔 ϑ 𝐸(ℵ) = 0ℸ} çekirdek uzayının 𝜔’nın bir ideali oldu!unu görmek zor de!ildir. Buradaℸ ϑ= ℂ özel durumunda > ϑ 𝜔 → ℂ homomor$zmasına bir karakter denir. Bir > ϑ 𝜔 → ℂ karakterinin,
e!er > ⨌ 0 ise, otomatik olarak sınırlı olması gerekti!ini, hatta ⌋>⌋ = 1 olması gerekti!ini görmek zor
de!ildir: E!er bir 𝜀 ε 𝜔 için ⌉⌉⌉>(𝜀)⌉⌉⌉ > ⌋𝜀⌋ olsa idi ⌋ 𝜀>(𝜀)⌋ < 1 oldu!undan 1 ς 𝜀>(𝜀) ε ∲(𝜔) olurdu ki bu
durumda bir 𝜗 ε 𝜔 için (1 ς 𝜀>(𝜀) )𝜗 = 𝜗(1 ς 𝜀>(𝜀) ) = 1 olurdu. Fakat bu da >(1 ς 𝜀>(𝜀) ) = 0 oldu!undan>((1 ς 𝜀>(𝜀) )𝜗) = >(1 ς 𝜀>(𝜀) )>(𝜗) = >(1) = 1 = 0>(𝜗) = 0 gibi bir çeli"kiye yol açardı. O hâlde her 𝜀 ε 𝜔
için ⌉⌉⌉>(𝜀)⌉⌉⌉ ∱ ⌋𝜀⌋ olmalıdır ki >(1) = 1 oldu!undan ⌋>⌋ = 1 olmalıdır.
Bir 0 ⊲ 𝜔 has ideali ba"ka hiçbir has idealin içerisine girmiyorsa yani bir 𝐻 ⊲ 𝜔 ideali için 𝐻 𝐼 0 iken𝐻 = 0 veya 𝐻 = 𝜔 oluyorsa bu 0 ⊲ 𝜔 idealine 𝜔’nın birmaksimal ideali denir. Zorn lemması kullanılarak
her 0 ⊲ 𝜔 idealinin bir maksimal idealin içerisine girmesi gerekti!i gösterilebilir. Ayrıca her has idealin
kapanı"ının da bir has ideal oldu!u gözönüne alındı!ında maksimal ideallerin kapalı olmaları gerekti!i
kolaylıkla gösterilebilir.
E!er 𝜔 birimli bir Banach cebri ve 0 ⊲ 𝜔 onun bir ideali ise 𝐶 ϑ 𝜔 → 𝜔±0 bölüm fonksiyonu (&ng. quotient
map) vasıtasıyla 𝜔±0 bölüm uzayının bütün idealleri ile 𝜔’nın 0’yı içeren idealleri arasında birebir örten bir
e"leme kurulur. Bu e"lemeyi kullanarak e!er > ϑ 𝜔 → ℂ bir karakter ise ve > ⨌ 0 ise 𝐹𝐺𝐷(>) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ>(𝜀) = 0} ⊲ 𝜔 çekirdek uzayının bir maksimal ideal olması gerekti!i gösterilir, zira e!er > ⨌ 0 ise >(1) = 1
oldu!undan > örtendir. Ayrıca > bir halka homomor$zması oldu!undan halka homomor$zmalarının
birinci izomor$zma teoremi gere!i 𝜔±𝐹𝐺𝐷(>) bir halka olarak ℂ’ye izomor$ktir. Bu durumda ℂ bir cisim
oldu!undan 𝜔±𝐹𝐺𝐷(>) de bir cisimdir. Dolayısıyla 𝜔±𝐹𝐺𝐷(>)’ın hiçbir has ideali yoktur ki bu yukarıda
bahsetti!imiz e"leme gere!i 𝜔’nın ker(>)’yı içeren hiçbir has idealinin olmaması gerekti!ini gösterir ki bu
da 𝐹𝐺𝐷(>)’ın bir maksimal ideal olması demektir.
E!er 𝜔 bir Banach cebri ve 0 ⊲ 𝜔 kapalı bir ideal ise 𝜔±0 bölüm uzayı da bölüm normu ⌋ ⋛ ⌋𝐶,⌋𝜀 + 0⌋𝐶 ϑ= inf {⌋𝜀 ς ℵ⌋ ϑ ℵ ε 0}
ile bir Banach uzayıdır. Aynı zamanda (𝜀 + 0)(𝜗 + 0) ϑ= 𝜀𝜗 + 0
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"eklinde tanımlanan çarpım iyi tanımlı bir halka çarpımıdır. Bu çarpım i"lemi ve bölüm normu ile 𝜔±0
bölüm uzayı bir Banach cebri olur:

Önerme 2.𝜔 bir Banach cebri ve 0 ⊲ 𝜔 kapalı bir ideal olsun. O hâlde 𝜔±0 bölüm uzayı, bölüm normu ile bir Banach
cebridir.

Kanıt. Burada gösterilmesi gereken tek "ey⌋𝜀𝜗 + 0⌋𝐶 ∱ ⌋𝜀 + 0⌋𝐶⌋𝜗 + 0⌋𝐶 ω𝜀, 𝜗 ε 𝜔
oldu!udur: ℶ > 0 verilmi" olsun, bölüm normunun tanımı gere!i ℵ, 9 ε 0 vardır kiℶ + ⌋𝜀 + 0⌋𝐶 > ⌋𝜀 + ℵ⌋, ℶ + ⌋𝜗 + 0⌋𝐶 > ⌋𝜗 + 9⌋
sa!lanır. Bu durumda 𝜀9 + 𝜗ℵ + ℵ9 ε 0 oldu!undan ve⌋𝜀𝜗 + 0⌋𝐶 ∱ ⌋(𝜀 + ℵ)(𝜗 + 9)⌋ = ⌋𝜀𝜗 + (𝜀9 + 𝜗ℵ + ℵ9)⌋∱ ⌋𝜀 + ℵ⌋⌋𝜗 + 9⌋ < (ℶ + ⌋𝜀 + 0⌋𝐶)(ℶ + ⌋𝜗 + 0⌋𝐶)
oldu!undan ℶ → 0+ alınarak ⌋𝜀𝜗 + 0⌋𝐶 ∱ ⌋𝜀 + 0⌋𝐶⌋𝜗 + 0⌋𝐶
elde edilir.𝜔 birimli bir Banach cebri ve > ϑ 𝜔 → ℂ bir karakter iken 𝐹𝐺𝐷(>) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ >(𝜀) = 0} ⊲ 𝜔’nın bir
maksimal ideal oldu!unu gördük. Tersine olarak herhangi bir maksimal idealin bir karakterin çekirdek
uzayı olması e!er 𝜔 de!i"meli ise mümkündür. Yani 𝜔 de!i"meli ve birimli bir Banach cebri ve 0 ⊲ 𝜔,𝜔’nın bir maksimal ideali ise bir > ϑ 𝜔 → ℂ karakteri vardır ki 0 = 𝐹𝐺𝐷(>) ϑ= {𝜀 ε 𝜔 ϑ >(𝜀) = 0}
olur: 𝜔 birimli ve de!i"meli bir halka ve 0 ⊲ 𝜔 bir maksimal ideal oldu!undan dolayı 𝜔±0 bölüm uzayı
bir cisimdir. Bu durumda Gelfand Mazur Teoremi gere!i 𝜔±0, ℂ’ye izometrik izomorf olmalıdır, yani bir𝐽 ϑ 𝜔±0 → ℂ izometrik izomor$zması vardır. Aynı zamanda 𝐶 ϑ 𝜔 → 𝜔±0 bölüm fonksiyonu 𝐶(𝜀) ϑ= 𝜀+0
bir homomor$zma oldu!undan > ϑ 𝜔 → ℂ, > ϑ= 𝐽⋝𝐶 bir karakterdir ve 0 = 𝐹𝐺𝐷(>) sa!lanır.
Bir 𝜔 birimli Banach cebri üzerindeki bütün karakterlerin kümesine 𝜔∂ dual uzayının üzerinden noktasal
yakınsamayı koruyan en kaba topoloji olan zayıf ∓ topolojisi konur, yani1𝜔 ϑ= {> ε 𝜔∂ ϑ > bir karakterdir ve > ⨌ 0}
iken {>𝐾}𝐾ε𝐻 ⊲ 1𝜔 neti için >𝐾 → > ε 1𝜔 ancak ve ancak her 𝜀 ε 𝜔 için >𝐾(𝜀) → >(𝜀) sa!lanır.
Bu topolojiyle1𝜔 ⊲ 𝜔∂ tıkız Hausdor# bir topolojik uzay olur. Bu uzaya karakter uzayı denir, e!er 𝜔
de!i"meli ise karakterlerin çekirdek uzayları ile maksimal idealler aynı olduklarından dolayımaksimal
ideal uzayı denir.

Önerme 3.𝜔 birimli bir Banach cebri olsun. O hâlde (1𝜔,𝐿 ∓) karakter uzayı zayıf ∓ topolojisi ile tıkız Hausdor" bir
topolojik uzaydır.

Kanıt.Alao!lu Bourbaki teoremi gere!i$𝜔∂ ϑ= {> ε 𝜔∂ ϑ ⌋>⌋ = 1} ⊲ 𝜔∂ zayıf ∓ topolojisiyle tıkız Hausdor#
bir topolojik uzaydır. Bu durumda1𝜔’nın da tıkız Hausdor# oldu!unu göstermek için1𝜔 ⊲ $𝜔∂ ’de kapalı
oldu!unu göstermek yeterlidir: {>𝐾}𝐾ε𝐻 ⊲ 1𝜔 bir net olsun öyle ki >𝐾 → > ε 𝜔∂ zayıf ∓ yakınsasın. Bu
durumda 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 ve her 𝐾 ε 𝐻 için >𝐾(𝜀𝜗) = >𝐾(𝜀)>𝐾(𝜗) oldu!undan >𝐾(𝜀𝜗)→ >(𝜀𝜗) ve >𝐾(𝜀)>𝐾(𝜗)→>(𝜀)>(𝜗) oldu!undan >(𝜀𝜗) = >(𝜀)>(𝜗) olmalıdır, yani > ε 1𝜔’dır.
Maksimal ideal uzayı ile spektrum arasındaki ili"ki 𝜔 de!i"meli iken tam olarak ortaya çıkar:
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Önerme 4.𝜔 birimli ve de!i#meli bir Banach cebri olsun. O hâlde 𝜀 ε 𝜔 iken7(𝜀) = {>(𝜀) ε ℂ ϑ > ε 1𝜔}
sa!lanır.

Kanıt. {>(𝜀) ε ℂ ϑ > ε 1𝜔} 𝑀 7(𝜀):5 ε {>(𝜀) ε ℂ ϑ > ε 1𝜔} olsun, o hâlde bir > ε 1𝜔 vardır ki 5 = >(𝜀) sa!lanır. E!er ℵ ε ∲(𝜔) ise
her > ε 1𝜔 için >(ℵ) ∳ 0 oldu!u açıktır zira e!er bir > ε 1𝜔 için >(ℵ) = 0 ise >(ℵς1ℵ) = >(1) = 1 =>(ℵς1)>(ℵ) = >(ℵς1)0 = 0 olur ki bu çeli"ki her > ε 1𝜔 için >(ℵ) ∳ 0 oldu!unu gösterir. Bu durumda>(51ς𝜀) = 5ς>(𝜀) = 0 oldu!undan 51ς𝜀 φ ∲(𝜔) ve dolayısıyla 5 ε 7(𝜀) olmalıdır.(Bu kısmın ispatında𝜔’nın de!i"meli oldu!una hiç de!inilmemi" olması dikkate de!erdir.)7(𝜀) 𝑀 {>(𝜀) ε ℂ ϑ > ε 1𝜔}:5 ε 7(𝜀) olsun. O hâlde 51 ς 𝜀 φ ∲(𝜔) sa!lanır. Bu durumda 0 = (51 ς 𝜀)𝜔 ϑ= {(51 ς 𝜀)ℵ ϑ ℵ ε 𝜔} ⊲ 𝜔,𝜔 de!i"meli oldu!undan 𝜔’nın bir has idealidir. Her has ideal bir maksimal ideal tarafından içerildi!inden
dolayı bir 𝐻 ⊲ 𝜔maksimal ideali vardır ki 0 = (51ς 𝜀)𝜔 𝑀 𝐻 sa!lanır. Yine 𝜔 de!i"meli oldu!undan 𝜔’daki
her maksimal ideal bir > ε 1𝜔 karakterinin çekirdek uzayıdır, yani 𝐻 = 𝐹𝐺𝐷(>) dır. Bu durumda 51ς𝜀 ε 𝐻
oldu!undan >(51 ς 𝜀) = 5 ς >(𝜀) = 0 sa!lanır, yani bir > ε 1𝜔 için 5 = >(𝜀)’dır.
%imdi Gelfand dönü"ümünün tanımını vermeye hazırız: 𝜔 birimli ve de!i"meli bir Banach cebri ise1𝜔
zayıf ∓ topolojisiyle tıkız Hausdor# bir topolojik uzaydır, 𝜑(1𝜔) ϑ {𝛻 ϑ 1𝜔 → ℂ ϑ 𝛻 sürekli} sürekli
fonksiyonlar cebri noktasal toplam, noktasal çarpım i"lemleri ve⌋𝛻⌋ϖ ϑ= sup{⌉⌉⌉𝛻(ℵ)⌉⌉⌉ ϑ ℵ ε 1𝜔}
normu ile bir Banach cebridir. Bu iki cebir 𝜔 ve 𝜑(1𝜔) arasında 𝜔’yı 𝜑(1𝜔)’ya götüren do!al bir cebir
homomor$zması ( ϑ 𝜔 → 𝜑(1𝜔) ((𝜀)(>) = 𝑁𝜀(>) ϑ= >(𝜀)
"eklinde tanımlanır. Bu ( cebir homomor$zmasına Gelfand Dönü!ümü denir. Gelfand dönü"ümünün
sınırlı oldu!u ve hatta ⌋((𝜀)⌋ϖ = 𝐷(𝜀) ∱ ⌋𝜀⌋ ω𝜀 ε 𝜔
"artının sa!landı!ını görmek zor de!ildir, zira Önerme 4 gere!i{((𝜀)(>) ϑ > ε 1𝜔} = {>(𝜀) ϑ > ε 1𝜔} = 7(𝜀)
oldu!undan ⌋((𝜀)⌋ϖ = 𝐷(𝜀) sa!lanır.
5. C∓-CEBİRLERİ VE GELFAND NAIMARK TEOREMİ

Bir 𝜔 Banach cebrinin üzerinde (i) her 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 için (𝜀 + 𝜗)∓ = 𝜀∓ + 𝜗∓, (ii) her 5 ε ℂ ve 𝜀 ε 𝜔 için(5𝜀)∓ = 5𝜀∓, (iii) her 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 için (𝜀𝜗)∓ = 𝜗∓𝜀∓ ve (iv) her 𝜀 ε 𝜔 için (𝜀∓)∓ = 𝜀 "artlarını sa!layan bir∓ ϑ 𝜔 → 𝜔 involüsyonu varsa 𝜔’ya bir Banach∓ cebri denir. Bir Banach∓ cebri 𝜔,⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2 ω𝜀 ε 𝜔
"artını sa!lıyorsa, 𝜔’ya bir C∓-cebri denir. Bir C∓-cebrinin en prototipik örne!i𝑂 bir Hilbert uzayı olmak
üzere ℸ(𝑂) ϑ= {𝜍 ϑ 𝑂 → 𝑂 ϑ 𝜍 do!rusal ve sınırlı}
do!rusal sınırlı operatörler uzayıdır. Buradaki involüsyon bildi!imiz e"lenik almadır yani⟨𝜍𝛻, 𝜕⟩𝑂 = ⟨𝛻,𝜍∓𝜕⟩𝑂 ω𝛻, 𝜕 ε 𝑂
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"artını sa!layan biricik 𝜍∓ operatörüdür. Ayrıca ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2 aksiyomu⌋𝜍∓𝜍⌋ = ⌋𝜍⌋2 ω𝜍 ε ℸ(𝑂)
olmasından gelmektedir.

Bir C∓-cebri 𝜔’nın birtakım özel elemanları önem kazanmaktadırlar: (i) 𝜀 ε 𝜔, 𝜀∓ = 𝜀 "artını sa!lıyorsa𝜀 ε 𝜔’ya kendine e!lenik (&ng. self adjoint) denir. (ii) 𝜀 ε 𝜔, 𝜀∓𝜀 = 𝜀𝜀∓ "artını sa!lıyorsa 𝜀 ε 𝜔’ya
normal denir. E!er 𝜔 birimli ise ve 𝜀 ε 𝜔, 𝜀∓𝜀 = 𝜀𝜀∓ = 1 "artını sa!lıyorsa 𝜀 ε 𝜔’ya birimsel (&ng.
unitary) denir.

Bir 𝜔 C∓-cebrinde 𝜀 ε 𝜔 iken ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2 aksiyomu (𝜀∓)∓ = 𝜀 aksiyomu ile birlikte ⌋𝜀∓⌋ = ⌋𝜀⌋ olması
gerekti!ini verir zira ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2 ∱ ⌋𝜀∓⌋ ⌋𝜀⌋ oldu!undan ⌋𝜀⌋ ∱ ⌋𝜀∓⌋ oldu!u görülür.
E!er bir C∓-cebri 𝜔 birimli de!ilse birimle"tirmesi Banach cebirlerinde yaptı!ımız gibi 3𝜔 ϑ= ℂ4𝜔 olarak
yapılır, fakat dikkat edilmesi gereken nokta (5, 𝜀) ε 3𝜔 için⌋(5, 𝜀)⌋ ϑ= ⌈5⌈ + ⌋𝜀⌋𝜔
normu C∓-cebirlerinin ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2 norm aksiyomunu sa!lamaz. Onun yerine 2 ϑ 𝜔 ↪ ℸ(𝜔), 2(𝜀) ϑ= 1𝜀
gömmesinin izometrik oldu!u görülür, zira ℵ ϑ= 𝜀∓⌋𝜀⌋ için

1𝜀ℵ = 𝜀𝜀∓⌋𝜀⌋ , ⌋𝜀𝜀∓⌋ = ⌋(𝜀∓𝜀)∓⌋ = ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2
oldu!undan her 𝜀 ε 𝜔 için ⌋1𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋ sa!lanır. Bu 2 ϑ 𝜔 ↪ ℸ(𝜔), 2(𝜀) ϑ= 1𝜀 gömmesinden gelen norm⌋(5, 𝜀)⌋ ϑ= sup{⌋5ℵ + 𝜀ℵ⌋𝜔 ϑ ⌋ℵ⌋𝜔 ∱ 1}
ile 3𝜔 ϑ= ℂ4𝜔 birimli bir C∓-cebri olur ve 2(𝜀) ϑ= (0,𝜀), 𝜔’nın 3𝜔 içerisine izometrik bir gömmesidir.

Birimli bir𝜔 C∓-cebrinde kendine e"lenik elemanları birimsel elemanlara gönderen üstel fonksiyon sıklıkla
kullanılır: exp ϑ 𝜔 → 𝜔, exp(𝜀) ϑ= +ϖ{

𝐹=0
𝜀𝐹𝐹! , 𝜀0 = 1

fonksiyonu iyi tanımlı bir fonksiyon olup bu fonksiyona üstel fonksiyon denir. Klasik kalkülüste gördü-
!ümüz 𝐺ℵ fonksiyonunun Banach cebirlerindeki tam kar"ılı!ı olan bu fonksiyon 𝜀, 𝜗 ε 𝜔 için 𝜀𝜗 = 𝜗𝜀
ise exp(𝜀 + 𝜗) = exp(𝜀) exp(𝜗)
özde"li!ini sa!lar. Ayrıca involüsyon 𝜔 üzerinde sürekli oldu!undan

(exp(𝜀))∓ = } +ϖ{𝐹=0 𝜀𝐹𝐹! ⦃∓ = +ϖ{
𝐹=0

(𝜀∓)𝐹𝐹! = exp(𝜀∓) ω𝜀 ε 𝜔
sa!lanır. Bu durumda 𝜀 ε 𝜔 kendine e"lenik ise (𝑃𝜀)∓(𝑃𝜀) = (𝑃𝜀)∓(𝑃𝜀) ve (𝑃𝜀)∓ = ς𝑃𝜀 oldu!undanexp(𝑃𝜀)∓ exp(𝑃𝜀) = exp((𝑃𝜀)∓) exp(𝑃𝜀) = exp(ς𝑃𝜀) exp(𝑃𝜀) = exp(𝑃𝜀 ς 𝑃𝜀)= exp(0𝜔) = 1 = exp(𝑃𝜀) exp(𝑃𝜀)∓
sa!lanır, yani exp(𝑃𝜀) birimseldir. E!er 𝜀 ε 𝜔 birimsel ise ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋1⌋ = ⌋𝜀⌋2 = 1 oldu!undan ⌋𝜀⌋ = 1
olmalıdır. Ayrıca 𝐷(𝜀) ∱ ⌋𝜀⌋ oldu!undan e!er 5 ε 7(𝜀) ise ⌈5⌈ ∱ 1 olmalıdır. Aynı zamanda 15 ε 7(𝜀ς1)
oldu!undan ve 𝜀ς1 ε 𝜔 da birimsel oldu!undan ⌈5⌈ ⨋ 1 olmalıdır. Sonuç olarak 𝜀 ε 𝜔 birimsel ise7(𝜀) 𝑀 % ϑ= {5 ε ℂ ϑ ⌈5⌈ = 1} olmalıdır. E!er 5 ε 7(𝜀) ise 𝐺𝑃5 ε 7(exp(𝑃𝜀)) oldu!unu görmek de zor
de!ildir: 𝐺𝑃51 ς exp(𝑃𝜀) = 𝐺𝑃5(1 ς 𝐺ς𝑃5𝐺𝑃𝜀) = 𝐺𝑃5(1 ς 𝐺ς𝑃(51ς𝜀))
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= 𝐺𝑃5(51 ς 𝜀)} +ϖ{𝐹=0ς (ς𝑃)𝐹(51 ς 𝜀)𝐹(𝐹 + 1)! ⦃
oldu!undan 51 ς 𝜀 φ ∲(𝜔) ise 𝐺𝑃51 ς exp(𝑃𝜀) φ ∲(𝜔) olması gerekir, yani 𝐺𝑃5 ε 7(exp(𝑃𝜀)) dır.
Bütün bunların sonucu olarak e!er 𝜔 birimli bir C∓-cebri ve 𝜀 ε 𝜔 kendine e"lenik ise exp(𝑃𝜀) birimsel
oldu!undan, 5 ε 7(𝜀) iken 𝐺𝑃5 ε 7(exp(𝑃𝜀)) 𝑀 % ϑ= {5 ε ℂ ϑ ⌈5⌈ = 1} olur ki bu da 5 ε ℝ olmasını
gerektirir. Yani 𝜀 ε 𝜔 kendine e"lenik ise 7(𝜀) ⊲ ℝ olmalıdır. Bunun önemli bir sonucu a"a!ıdadır:

Önerme 5.𝜔 birimli bir C∓-cebri ve > ε 1𝜔 𝜔 üzerinde bir karakter olsun. O hâlde>(𝜀∓) = >(𝜀) ω𝜀 ε 𝜔
sa!lanır.

Kanıt. {>(𝜀) ε ℂ ϑ > ε 1𝜔} 𝑀 7(𝜀) oldu!unu biliyoruz. Bir 𝜀 ε 𝜔 verildi!inde onun kendine e"lenik
dekompozisyonu 𝜗 ϑ= 𝜀 + 𝜀∓2 , 𝐵 ϑ= 𝜀 ς 𝜀∓2𝑃 , 𝜀 = 𝜗 + 𝑃𝐵
"eklinde yapılır ki burada 𝜗, 𝐵 ε 𝜔 kendine e"lenik elemanlardır. Bu durumda >(𝜗) ε 7(𝜗) ve >(𝐵) ε 7(𝐵)
oldu!undan >(𝜗),>(𝐵) ε ℝ olmalıdır. O hâlde>(𝜀∓) = >((𝜗 + 𝑃𝐵)∓) = >(𝜗 ς 𝑃𝐵) = >(𝜗) ς 𝑃>(𝐵) = >(𝜗) + 𝑃>(𝐵) = >(𝜗 + 𝑃𝐵) = >(𝜀)
sa!lanır.

En sonunda Gelfand Naimark Teoremini ispatlamaya hazırız:

Teorem 6. (Gelfand Naimark Teoremi)𝜔 birimli ve de!i#meli bir C∓-cebri olsun. O hâlde ( ϑ 𝜔 → 𝜑(1𝜔)((𝜀)(>) ϑ= 𝑁𝜀(>) = >(𝜀)
Gelfand dönü#ümü bir izometrik izomor$zmadır.

Kanıt. ( bir izometridir: E!er 𝜀 ε 𝜔 kendine e"lenik ise⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀2⌋ = ⌋𝜀⌋2 ⇒ ⌋𝜀2𝐹⌋ = ⌋𝜀⌋2𝐹 ω𝐹 ε ℕ
sa!lanır. Beurling spektral yarıçap formülünden bu durumda

⌋((𝜀)⌋ϖ = 𝐷(𝜀) = lim8→+ϖ ⌋𝜀8⌋ 18 = lim𝐹→+ϖ ⌋𝜀2𝐹⌋ 12𝐹 = ⌋𝜀⌋
elde edilir. E!er 𝜀 ε 𝜔 herhangi bir eleman ise 𝜗 ϑ= 𝜀∓𝜀 kendine e"leniktir, bu durumda⌋((𝜗)⌋ϖ = 𝐷(𝜗) = ⌋𝜗⌋ = ⌋𝜀∓𝜀⌋ = ⌋𝜀⌋2
sa!lanır ve ayrıca Önerme 5 gere!i⌋((𝜗)⌋ϖ = sup{⌉⌉⌉>(𝜗)⌉⌉⌉ ϑ > ε 1𝜔}= sup{⌉⌉⌉>(𝜀∓𝜀)⌉⌉⌉ ϑ > ε 1𝜔} = sup{⌉⌉⌉>(𝜀)⌉⌉⌉2 ϑ > ε 1𝜔} = ⌋((𝜀)⌋2ϖ
oldu!undan ⌋((𝜀)⌋ϖ = ⌋𝜀⌋
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sa!lanır.((𝜔) = 𝜑(1𝜔) oldu!unu göstererek ispatımızı bitirelim: ((𝜔) ⊲ 𝜑(1𝜔)’nın bir altcebri oldu!u açıktır. Bu
altcebir ((1) ⨍ 1 sa!landı!ından sabitleri içerir, ayrıca((𝜀∓)(>) = >(𝜀∓) = >(𝜀) = ((𝜀)(>) ω> ε 1𝜔
oldu!undan ((𝜔) kompleks konjügasyonu korur. E!er >1,>2 ε 1𝜔, >1 ∳ >2 ise bir 𝜀 ε 𝜔 vardır ki((𝜀)(>1) = >1(𝜀) ∳ >2(𝜀) = ((𝜀)(>2) oldu!undan ((𝜔), 1𝜔’nın noktalarını ayırır. Bu durumda Stone
Weierstrass teoremi gere!i ((𝜔) 𝑀 𝜑(1𝜔)’da yo!undur, aynı zamanda ( izometri oldu!undan ve 𝜔 bir
Banach uzayı oldu!undan, ((𝜔) 𝑀 𝜑(1𝜔)’da kapalıdır. Sonuç olarak ((𝜔) 𝑀 𝜑(1𝜔)’da hem yo!un hem de
kapalı oldu!undan ((𝜔) = 𝜑(1𝜔) olmalıdır.

Kaynaklar

[1] Murphy, G. J. C∓-Algebras and Operator Theory, Academic Press 1990.
[2] Zelazko, W. Banach Algebras, Elsevier 1973.

[3] Zhu, K. An Introduction to Operator Algebras, CRC Press 1993.
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Haydi, ö!rencilik zamanlarımızdan çok bilindik bir tablo ile ba"layalım:
Sınava girdiniz, sorulara bir göz attıktan sonra en tanıdık soruya yönelerek ba"lamaya karar verdiniz.
Bu sorudaki konuyu tanıyorsunuz, çözüme nasıl ba"layaca!ınızı da biliyorsunuz. Ancak. . . Kaleminiz
havada asılı kalıyor. Dü"ünceleriniz sıraya girmiyor ve kaleminizden dökülmüyor. Zaman geçtikçe zihin de
daralmaya ba"lıyor ve olmuyor. Sınavdan çıktı!ınızda tanıdık bir cümle dökülüyor a!zınızdan “Aslında
biliyordum!”
Bu deneyim, ya"anılan tüm bu duygular ö!renim seviyesi fark etmeksizin matematikle kar"ıla"an herkes
için tanıdıktır. Peki bir sorunun yapılamaması gerçekten bizler için ne ifade etmektedir?
Bir ö!renciden “Bu soruyu yapamıyorum” cümlesini duydu!umuzda ço!unlukla bu durumu bilgi ek-
sikli!i ile ili"kilendiririz. Oysa matematikte yapamamak ço!u zaman bilmemekle aynı anlama gelmez.
Matematiksel bir problemin çözülmesi

• Bilginin hatırlanmasını
• Hatırlanan bilgilerin uygun sırayla düzenlenmesini
• Do!ru temsillerin seçilmesini
• Tüm bunların sınırlı bir zaman içinde yapılmasını

gerektirir. Bu süreçlerin herhangi birinde ya"anılan aksama, problemi ba"arılı bir "ekilde çözme sürecini
do!rudan etkiler. O haldematematikte ya"anılan ba"arısızlı!ın bilginin yoklu!undan de!il, etkin bir biçimde
kullanılamamasından kaynaklandı!ını söyleyebiliriz.
#"te tam bu durumda matematiksel dü"ünmenin kırılganlı!ından bahsetmek çok yerinde olacaktır. “Mate-
matiksel dü"ünme neden kırılgandır?”. Bir çözüm sürecinin genellikle bir önceki adımın çıktısına, sembolik
ifadelerin do!ru yorumlanmasına ve dikkat ile sıraya koyma becerisine dayandı!ını biliyoruz. Bu yapı,
matematiksel dü"ünmenin oldukça kırılgan bir hale gelmesine neden olur. En ufak bir dikkat kayması
ya da zihinsel yüklenme zincirin tamamında bozulmaya yol açabilir. Bu nedenle matemati!in bili"sel
süreçlerdeki aksaklıkları en hızlı "ekilde açı!a çıkaran disiplinlerden biri oldu!unu söyleyebiliriz.
Peki, ö!renme a"amasında bili"sel süreçler nasıl i"ler? Bunun için bilgi i"leme kuramına kısaca de!inmek
yerinde olacaktır. Belle!imiz üç ana bölümden olu"ur: Duyusal Bellek, Kısa Süreli (Çalı"an/ #"leyen) Bellek
ve Uzun Süreli Bellek.
Bilgiyi i"leme sürecinin ilk a"aması duyusal bellektir. Duyusal bellek, çevreden alınan bilginin i"leme
sistemine girmeden önce kısa bir süre tutuldu!u bilgi deposudur. Bilginin duyusal kayıtta kalı" süreci çok
kısadır. Bazı kaynaklara göre bilgi duyusal kayıtta yarım saniyeden daha az kalmaktadır. Bilginin duyusal
kayıtta kalı" süresi çok sınırlı olmakla birlikte, duyusal kaydın alan olarak kapasitesi sınırsızdır. Bilginin
duyusal kayıttan kısa süreli belle!e geçi"inde “Dikkat” ve “Seçici Algı” süreçleri süzgeç görevi yapar.
Duyusal kayıttan dikkat ve algı süreçleri sonunda ayrılan bilgi, sistemin ikinci ögesi olan kısa süreli belle!e
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geçer. Bu belle!in kapasitesi oldukça sınırlıdır. Ara"tırmalar bu belle!in kapasitesinin 5-9 yeni bilgi birimi
(sayı, harf, obje, isim vb.) oldu!unu göstermektedir. Kısa süreli belle!in bilgiyi koruma süresi ise yakla"ık
20 saniyedir. Kısa süreli bellekteki bilgiler etkindir. Bu nedenle anında hatırlanır ve davranı"a dönü"ebilir.
Ancak bu bilgiler, uzun süreli belle!e kodlanmadan araya yeni bilgiler girerse, ya da kodlama için bir çaba
gösterilmezse unutulur. Uzun süreli bellek, sürekli bellek deposu olarak kabul edilir. Bir bilginin ö!renilmi"
kabul edilmesi için mutlaka uzun süreli bellekte depolanmı" olması gerekir. Uzun süreli bellekte bilgiler
kaybolmaz, ancak bilgi, uygun biçimde kodlanmamı" ve uygun yere yerle"tirilmemi"se, geri getirmede
zorluklarla kar"ıla"ılır.

Yukarıda verilen i"leyi"te en büyük yük "üphesiz ki “Kısa Süreli Bellek” e aittir. Bu durumu “Çalı"an Bellek,
#"leyen Bellek” gibi i" yüküne i"aret eden çe"itli isimlendirmelerden de anlamak mümkündür. Duyusal
bellek ile uzun süreli bellek arasındaki transfer sürecini ba"arıyla gerçekle"tirdi!i takdirde sıkıntı ya"anmaz
ancak ne zaman ki burada i"ler yolunda gitmez o zaman ö!renme veya ö!renilenleri hayata geçirme
süreçleri sekteye u!rar. O halde çalı"ma belle!inde ortaya çıkabilecek sorunlara daha detaylı de!inebiliriz:

Çalı"an bellekte ya"anılan sıkıntıların ba"ında “Dar Bo!az” olarak tanımlanan bir yapı gelmektedir. Çalı"an
belle!in kapasitesinin sınırlı olması bu alanda sınırlı sayıda bilgi biriminin i"lenmesine veya aktif olarak
tutulmasına olanak sa!lar. Çoklu görevlerin sıkça kullanıldı!ı matematiksel dü"ünme görevleri ise tam da
bu kısımda çalı"an belle!e ekstra yük getirir. Kapasite kullanımının içinde yalnızca matematiksel görevler
yer almaz.

$ekilde (McLeod, 2023) görüldü!ü üzere dar bo!az benzetmesi, sistem içerisinde ne kadar geni" ve akıcı
"eylerle u!ra"ırsak u!ra"alım, bir sonraki a"amadan tek bir dar noktadan geçmek zorunda kaldı!ımız
durumda akı"ın o noktaya takılması anlamında kullanılmaktadır. Bu metaforu ö!renme üzerinden derin-
le"tirecek olursak; bir konuda sahip oldu!unuz tüm bilgiler uzun süreli bellekte depolanmaktadır ve bu
bilgilerinizi gerekti!i durumda çalı"an belle!e ça!ırarak i"levsel hale getirebilirsiniz. Zaten kapasitesi sınırlı
olan çalı"an belle!inize ek olarak ba"ka yükler getirmek sizdeki o engin bilginin i"levselli!inin bozulmasına
neden olur. Bu yükler, matematiksel görevi yerine getirirken kar"ıla"tı!ınız her "ey olabilir. Sorun ço!u
zaman geçidin varlı!ı ve darlı!ı de!il; ta"ıyabilece!inden fazlasının aynı anda yüklenmesidir. Bu durumu
bir tra%k örne!i ile açıklayabiliriz:

Bir köprü hayal edin. Bu köprü sa!lam ama dardır ve aynı anda sınırlı sayıda araç geçebilir. E!er birkaç araç
geçmek için sıradaysa sorun yoktur ancak aynı anda köprüden geçmek için çok sayıda araç yı!ılırsa sorun
ba"lar. Burada köprü bozulmamı"tır, araçlar da bozuk de!ildir ama tra%k yükü köprünün kapasitesini a"tı!ı
için geçi"te aksamalar meydana gelir.
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Matematik problemleriyle kar"ıla"ıldı!ında ortaya çıkan “zaman baskısı, hata yapma dü"üncesi, de!erlendi-
rilme kaygısı” çalı"ma belle!inde belli bir alan kaplar. Beilock ve Carr (2005), matematik kaygısının çalı"ma
belle!i kaynaklarını “i"gal etti!ini” ve problem çözme için kalan alanı daralttı!ını göstermektedir. Bu durum
aslında baskı altında matematiksel dü"ünme görevlerinin sekteye u!ramasının en önemli açıklamasıdır.
Kaygı kavramını daha sonraya bırakarak öncelikle bili"sel görevler üzerinden gidelim. Dar bo!az ifadesi
geçidin geni"li!ini ifade ederken, o geçitten geçmeye çalı"an yük miktarı olarak “Bili"sel Yük” kavramı
ortaya çıkmaktadır.
Bili"sel yük teorisi John Sweller ve arkada"ları tarafından 1980’lerde ortaya çıkmı", son 20 yılda ise ö!retim
tasarımlarında kendini göstermi"tir. Teori, bireylerin bili"sel mekanizmasına odaklanmakla beraber, i"leyen
belle!in bilgi i"leme ve depolaması üzerinde durmaktadır (Janssen, Kirschner, Erkens, Kirschner & Paas,
2010). Bili"sel yük teorisinde i"leyen belle!in sınırlı olması göz önünde bulundurularak ö!renme çıktıları
tahmin edilir (Plass, Moreno & Brünken, 2010). Burada üç tür bili"sel yükten bahsedebiliriz: Asıl Yük,
Dı"sal Yük ve Etkili Yük.
Sweller’ a (2010) göre asıl yük ö!renme materyalinin, bilginin ya da görevin do!asından kaynaklı karma"ık-
lı!ıyla ilgili olan yüktür. Bildi!imiz üzere matematikte bazı konular di!erlerine nazaran daha yo!un ve
korkutucu gelmektedir. Bunun için ö!rencilerin kendilerine konuya ili"kin yeni bir yol çizmeleri gerekir.
Bu yollar; ön bilgilerle ba!da"tırma, basitten karma"ı!a do!ru bir bilgi ya da görev akı"ı olu"turma, mevcut
görevlerin parçalanması veya çözüm süreçlerini anlamlı parçalara bölmek olabilir. Dı"sal yük ise ö!renme
materyalinin ya da görevinin biçimsel ya da içerik yönünden uygun olmayan "ekilde tasarlanması veya
uygulanması sırasında ortaya çıkan yüktür. Son zamanlarda “yeni nesil sorular” adı altında kar"ıla"tı!ımız
sorular aslında dı"sal yüke dikkat çekici bir örnek olarak verilebilir. Bu soru türlerinin içerdi!i matematik
konusunun do!asından gelen zorlu!un yanı sıra soruların geni" (bazen ilgisiz) ba!lamda, yersiz uzun ve
neredeyse okuma becerilerini matematiksel becerilerin önüne geçirecek "ekilde sunulması ö!rencilerde
dı"sal yük olu"masına neden olmaktadır. Çalı"an belle!in a"ırı derecede yüklenmesine sebep olan dı"sal
yük, görevlerin dü"ük performansla sonuçlanmasına neden olabilmektedir (Hasler, Kersten & Sweller,
2007). Son olarak ö!retim sürecinde, ö!renenlerin süreç içerisindeki tüm faaliyetlerinin çalı"an belle!e
getirdi!i yüke etkili yük denir.
O halde bili"sel yükün dengede kalmasının dar bo!azdan geçi"i kolayla"tıraca!ına dair yeteri kadar kanıt
toplamı" oluyoruz. Kar"ıla"tı!ımız matematiksel duruma ili"kin mevcut bilgilerimizi gözden geçirmek,
özetlemek ve bu bilgileri etkin kullanmak adına çe"itli stratejiler üretmemiz gerekti!i önemli bir gerçek
olarak kar"ımıza çıkmaktadır. Peki elimizde olmadan dar bo!azı sıkı"tıran ba"ka bir faktör oldu!unu da
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biliyoruz:Kaygı.
Ara"tırmalara göre matematik kaygısı ya"ayan insanların, sayılarla kar"ıla"tıklarında beyinlerindeki korku
merkezleri aktif hale gelmektedir. Bu merkez yılan veya örümcek görünce de harekete geçen merkezdir.
Beyindeki korkumerkezi aktive oldu!unda beynin problem çözmemerkezindeki faaliyetler yava"lamaktadır.
Burada duyguların beyni ele geçirmesi söz konusudur. Bir stres durumunda beynimizde ne olur kısaca
açıklayalım:
Öncelikle, stres yanıtının merkezi olan amigdalada
hiperaktivite görülür. Bu, tehdit algısının sürekli
yüksek kalmasına ve duygusal regülasyonda bozul-
maya neden olur. Geçmi" deneyimlerinde hede&e-
di!i sonuca ula"amayan ve kendi davranı"larının
sonuç üzerinde etkili olmadı!ına inanan birey, gele-
cekte sonucu etkileyebilecek ko"ullar mevcut olsa
dahi bu do!rultuda çaba göstermeme e!iliminde
olur. Bu durum ö!renilmi" çaresizli!in tipik gös-
tergesidir. Ö!renilmi" çaresizlik ya"ayan bireylerde
beynin ilgili bölgelerinin aktivitesinde azalmalar
görülür. Bu bölgeler karar verme, planlama ve prob-
lem çözme ile ilgilidir. Azalan aktivite, ki"inin alter-
natif çözüm yolları aramada pasif kalmasına neden
olur. Motivasyon ve hata izleme ile ilgili bu bölgede aktivite azalır. Birey kendi performansına dair geri
bildirim almayı bırakır; “Zaten ne yaparsam yapayım fark etmiyor” dü"üncesi hâkim olur.
Görüldü!ü üzere stres sadece duygularımızla ilgili bir durum de!il, %ziksel aktivitelerimizi do!rudan
etkileyen bir faktördür. Peki bu duruma kar"ı neler yapabiliriz:

• Ba"arıyı küçük adımlarla görünür kılabiliriz.
• Hataları birer ö!renme fırsatı olarak kazanmayı dü"ünebiliriz.
• Sonuçtan de!il süreçten zevk almayı alı"kanlık haline getirebiliriz.
• Stres ve kaygının etkilerinin farkında olarak bu süreci yönetme becerisini kazanmayı hede&emeliyiz.

O halde en ba"a dönelim. Evet, o yapamadı!ınız sorunun çözümünü gerçekten biliyordunuz. Ama artık
ya"adı!ınız bu duruma neyin sebep oldu!unu da biliyorsunuz.
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Felsefe ve psikolojinin temel ta!ları olan bilinç ve bilinçdı!ı, do"aları gere"i mu"lak ve tartı!malı kavramlar-
dır. Bu yazıda, söz konusu belirsizli"e ra"menmatemati"in bu kavramlara nasıl formal bir yapı ve sistematik
bir açıklama getirdi"i ele alınacaktır. Bu do"rultuda, öncelikle matemati"in bilinçli dü!ünce süreçleriyle
olan ili!kisi irdelenecek, ardından Lacan’ın, bilinçdı!ının yapısını Topoloji ve Gödel’in Eksiklik Teoremleri
gibi matematiksel araçlarla modelledi"i teorik çerçeve analiz edilecektir.

#ncelemeye, Galileo’nun matemati"in sadece insan zihninin bir icadı de"il, aynı zamanda evrensel bir
gerçeklik oldu"una i!aret eden ’Evrenin kitabı matematik diliyle yazılmı!tır’ sözüyle ba!lamak yerinde
olacaktır. Bu ba"lamda bilinçli dü!ünce, en temel tanımıyla, dı! dünyadaki yapılar ile iç dünyadaki sem-
boller arasında tutarlı bir e!le!me kurabilme yetene"idir. Bir zihnin iki farklı sistemin aynı yapıya sahip
oldu"unu kavraması, matematikteki izomor$zma kavramıyla paralellik gösterir. #zomor$zma, dı!arıdan
farklı görünseler bile iki yapının i!leyi! kurallarının birebir e!le!mesidir; yani kabuk de"i!se de özün ve
matemati"in aynı kalmasıdır.

Zihnin bu formal örgütleni!i, mantık biliminin de çıkı! noktasıdır. Örne"in George Boole’un, mantı"ı
matematikselle!tirdi"i eserine ’The Laws of Thought’ (Dü!üncenin Yasaları) adını vermesi de bu ili!kinin
tarihsel bir göstergesidir. Çünkü bilinçli dü!ünce, rastgele ça"rı!ımlardan olu!an da"ınık bir yapı de"il,
belirli aksiyomlar ve çıkarım kuralları üzerine kurulu sistematik bir süreçtir.

Bu açıdan bakıldı"ında bilinçli dü!ünce, matematiksel bir formal sistem gibi i!ler. Nasıl ki bir formal
sistem temel bir alfabeye ihtiyaç duyuyorsa, dü!ünce süreci de temel kavramlara ve do"rulu"u sorgusuz
kabul edilen ba!langıç noktalarına, yani aksiyomlara dayanır. Descartes’ın "Dü!ünüyorum, öyleyse varım"
ifadesi, zihinsel bir aksiyom gibidir. Benzer !ekilde modern matematik de kanıtlanmadan do"ru kabul
edilen bu aksiyomlardan yola çıkar.Modus Ponens veya tümevarım gibi mantık kurallarını kullanarak,
bu temellerden yeni önermelerin nasıl türetilece"ini belirler. Bu yapının merkezinde yer alan önermeler
mantı"ı, ifadelerin kesin bir do"ruluk de"erine sahip olmasını sa"lar. Böylecematematiksel dil belirsizlikten
arınır ve dü!üncenin grameri olu!mu! olur.

Önermeler mantı"ının kurdu"u bu kesinlik zemini, daha karma!ık matematiksel yapıların da temelidir.
Sadece ifadelerin do"ruluk de"erleriyle ilgilenen bumantı"ın bir adım ötesinde, niceleyiciler ve fonksiyonlar
aracılı"ıyla nesnelerin iç yapısını analiz eden Niceleme Mantı"ı (Yüklemler Mantı"ı) yer alır. Modern
matemati"in evrensel dili olan Zermelo–Fraenkel (ZF) Küme Teorisi de bu altyapı üzerinde yükselir.
Dolayısıyla matematiksel mantık, bilinçli akıl yürütme yetene"imizin formalize edilmi! en ra$ne hali
olarak görülebilir. Bu sistemin nihai amacı tutarlılıktır. Matemati"in "bir !ey aynı anda hem do"ru hem
yanlı! olamaz" ilkesi, zihnimizi saçmalamaktan korur ve bizi mantıklı dü!ünmeye zorlar.

Bununla birlikte matematiksel dil, semboller sayesinde bizi somut e!yaların sınırlarından kurtarır ve soyut
dü!ünmemizi sa"lar. Dilin en temel i!levi olan dü!ünce aktarımı, matematiksel dil sayesinde kültürel
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veya ki!isel yorum farklılıklarından arınarak kesinlik kazanır. Örne"in 2+2=4 önermesinin do"rulu"u,
kimsenin ki!isel yorumuna ba"lı de"ildir; bu da bilgiyi evrensel ve tartı!ılmaz kılar.

Matematik sadece bilinçli düşüncede mi vardır?

Peki, matematik sadece farkında oldu"umuz dü!ünceleri mi açıklar? Bunu anlamak için bilinçdı!ının ne
oldu"una bakmalıyız. Bilinçdı!ı, beyinde elle tutulur bir bölge de"il, teorik bir varsayımdır. Psikanalist Otto
Fenichel’e göre bu varsayım olmadan davranı!larımızı anlamamız ve gelece"i öngörmemiz imkânsızdır.
Fenichel bu durumu !u sözlerle ifade eder:

Bilinçdı"ının var oldu!u, psikanaliz bilinçli fenomenleri bilimsel olarak açıklamaya ve anlamaya çalı"tı!ı
andan itibaren kendini kabul ettiren bir varsayımdır. Bu varsayım olmaksızın, sadece kendi ili"kileri içindeki
bilincin verileri anla"ılmaz olarak kalırlar; bu varsayım sayesinde tüm bilimsel ba"arıları karakterize eden bir
"ey imkân dahiline girer: Gelece!i önceden söyleyebilmek ve sistematik bir etki yaratabilmek.

Jacques Lacan ise olaya dahamantıksal yakla!ır. Ona göre bilinçdı!ı, insanın dille kurdu"u ili!kininmecburi
bir sonucudur. Descartes’ın "Dü!ünüyorum, öyleyse varım" sözü, dilsiz bir dü!üncenin olamayaca"ını
gösterir. Burada matematik ve dil birbirine çok benzer. Geometrideki nokta veya do"ru, $ziksel dünyada
tam olarak yoktur ama sistemin i!lemesi için gereklidir. Matematiksel akıl yürütme de aslında özel bir dilin
sınırlarını ke!fetme oyunudur.

Lacan, dilin hem özneden hem de dı! gerçeklikten ba"ımsız olan bu özerk yapısını Simgesel Düzen olarak
tanımlar. Biz kendimizi her !eye hâkim bir ’Ben’ sansak da aslında bu bir yanılsamadır. Dil, bizim altımızda
i!leyen dev bir yapıdır; biz dili de"il, dil bizi yönetir. Lacan’ın "Bilinçdı!ı bir dil gibi yapılanmı!tır" sözü tam
da bunu anlatır; bilinçdı!ımız da rastgele de"il, dilin kuralları gibi örgütlüdür.

Bu yakla!ım, soyut cebirdeki yapılara çarpıcı bir paralellik gösterir. Örne"in bir grup veya halka yapısında
elemanlar, tek ba!larına de"il; aksiyomların tanımladı"ı ili!kiler aracılı"ıyla anlam kazanırlar. Lacan’da da
semboller tek ba!larına de"il, ili!kisel a" içinde de"er kazanır; özne bu a"ın kurallarına göre !ekillenir.

Bu yapısal paralellik, ‘eksiklik’ kavramı üzerinden matemati"in en derin konularından birine, Kurt Gö-
del’in Eksiklik Teoremleri’ne uzanır. Lacan’ın, insan öznesinin do"asında doldurulamaz bir bo!luk oldu"u
(Arzu nesnesinin eksikli"i) $kri, Gödel’in teoremleriyle metaforik bir benzerlik ta!ır. Gödel, aritmetik gibi
yeterince karma!ık sistemlerin kendi tutarlılıklarını, yine kendi kurallarını kullanarak asla tam olarak
ispatlayamayaca"ını kanıtlamı!tır. Yani, bu tür her sistemde do"ru oldu"u halde ispatlanamayan, karar
verilemez noktalar mutlaka bulunur.

Bunun psikanalizdeki yansıması !udur: Nasıl ki aritmeti"i kapsayan bir formal sistem kendi içinde kapalı
ve kusursuz bir bütün olamıyorsa, dilin içine do"an insan zihni de asla tam ve eksiksiz olamaz. Bilinçdı!ı,
i!te bu sistemin kapatamadı"ı bo!luk veya mantıksal bir açık olarak i!ler. Kısacası Lacan’ın bahsetti"i
eksiklik, dilin yapısından kaynaklanan zorunlu bir sonuçtur; tıpkı hiçbir formal sistemin kendi tutarlılı"ını
tek ba!ına garanti edememesi gibi.

Bilinçdışının Topolojik Formalizasyonu

Jacques Lacan, psikanalizi daha bilimsel bir zemine oturtmak ve Freudyen kavramları somutla!tırmak
amacıyla matemati"in bir alt dalı olan topolojiye ba!vurmu!tur. Lacan için topolojik yüzeyler yalnızca
birer metafor de"il, bilinçdı!ının yapısının i!leyi!ine dair birer modeldir. Bu ba"lamda, bilinçdı!ının yapısal
paradokslarını modellemek için üç temel topolojik nesne öne çıkar: Möbius !eridi, Torus ve Borromean
dü"ümleri.

#lk olarak Möbius %eridi, geleneksel iç ve dı! ayrımını ortadan kaldıran ve topolojide yönlendirilemez
olarak tanımlanan yapısıyla dikkat çeker. Alı!ılagelmi! yüzeylerin aksine, Möbius !eridinde bir sınır çizgisi
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a!ılmadan, sadece yüzey üzerinde ilerleyerek dı!arıdan içeriye geçmek mümkündür. Bu durum, mekânsal
algımızdaki ikili"i yıkan somut bir geometrik paradokstur. Matematiksel olarak tek yüzlü ve tek kenarlı
olan bu !erit, üç boyutlu Öklid uzayı içinde !u parametrik denklemlerle ifade edilebilir:𝜔 merkez yarıçapı, 2𝜀 !erit geni!li"i ve 𝜗 ω [ε𝜀,𝜀] olmak üzere;𝜛(𝜚, 𝜗) = (𝜔 + 𝜗 cos(𝜚ϑ2)) cos(𝜚)𝜍(𝜚, 𝜗) = (𝜔 + 𝜗 cos(𝜚ϑ2)) sin(𝜚)𝜑(𝜚, 𝜗) = 𝜗 sin(𝜚ϑ2)
matematiksel denklemleri karma!ık olsa da, felsefesi basittir: ’Ben’ ve ’Öteki’ arasında kesin bir duvar
yoktur; bilinç ve bilinçdı!ı birbirine sürekli akan bir döngüdür.

Şekil 1. Kaynak: Wikipedia - Möbius strip

#kinci önemli yapı, Torus (Simit) yüzeyidir. Bir çemberin, kendisini kesmeyen bir eksen etrafında döndü-
rülmesiyle elde edilen bu yüzey, !u parametrik denklemle tanımlanır:𝜔 Büyük yarıçap, 𝛻 küçük yarıçap ve 𝜕,ℵ ω [0, 2ℶ) olmak üzere;𝜛(𝜕,ℵ) = (𝜔 + 𝛻 cos(ℵ)) cos(𝜕)𝜍(𝜕,ℵ) = (𝜔 + 𝛻 cos(ℵ)) sin(𝜕)𝜑(𝜕,ℵ) = 𝛻 sin(ℵ)
Lacan, Torus’un geometrik yapısındaki merkezi bo!lu"u, ‘Arzu’ ve ‘Nesne’ kavramlarını açıklamak için
kullanır. Arzu, bu bo!lu"un etrafında dönüp duran sonsuz bir turdur. Torusun var olması için o bo!luk
!arttır; insanı var eden de içindeki bu eksikliktir.

Şekil 2. Kaynak: Wikipedia - Simit (geometri)
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Son olarak Borromean Dü"ümleri, Dü"üm Teorisine özel bir topolojik yapıdır. Üç halkanın birbirine
geçti"i bu yapıda, herhangi iki halka birbirine ba"lı de"ildir; ancak üçü bir aradayken kilitli durumdadırlar.
Halkalardan sadece biri kesildi"inde, di"er ikisi de serbest kalır. Lacan bunu insanın gerçekli"ini olu!turan
üçlüye benzetir: Gerçek, Simgesel ve #mgesel. E"er bunlardan biri (mesela Simgesel düzen) koparsa, ki!inin
gerçeklik algısı tamamen da"ılır ve psikoz ortaya çıkar.

Şekil 3. Kaynak: https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/804493

Matematik Bize Bilinçdışı Hakkında Ne Söyler?

Sonuç olarak matematik yalnızca bilinçli aklın bir aracı de"il, aynı zamanda bilinçdı!ı süreçleri modelleyen
yapısal bir dildir. Mantık, bilinçli dü!üncemizin kurallarını koyarken; topoloji ve Gödel’in teoremleri,
bilinçdı!ının o garip, paradoksal yapısını çözmemize yardım eder.

Topoloji bize bilinçdı!ının içi dı!ı olmayan (Möbius) veya ortası bo! (Torus) bir yapı oldu"unu gösterir.
Gödel ise, insanın do"ası gere"i eksik bir varlık oldu"unu ve bu eksikli"in bizim kimli"imizi olu!turdu"unu
kanıtlar. Yani matematik bize !unu söyler: Bilinçdı!ı da bir dil gibi kurulmu!tur, ama kendi kendini asla
tam olarak ispatlayamayan, do"ası gere"i yarım kalmı! bir sistemdir.
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Erasmus Günlükleri

Erasmus+ Karma Yoğun Program (BIP), Cagliari Üniversitesi, İtalya

Soldan sa!a: Eylem Öztürk, Fatma Gamze Düzgün, Tolga Topçuo!lu, Cemre Demirta", Muhammet Safa Demir,
Nurten Ünler"en, Do!an Mete Gümü", Berke Kalebo!az

2025 yazı, Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü ö!rencileri olarak #talya’nın Sardinya adasında bulu-
nan Cagliari Üniversitesi’nin ev sahipli!inde gerçekle"tirilen Erasmus BIP (Blended Intensive Programme)
kapsamında de!erli bir akademik deneyim ya"adık. “Adi Diferansiyel Denklemler ve Uygulamaları” ba"lıklı
yo!unla"tırılmı" e!itim programı, alanında uzman akademisyenlerin katkılarıyla be" gün boyunca hem
teorik hem de uygulamalı içeriklerle dolu, oldukça verimli bir çalı"ma ortamı sundu.
Program, Hacettepe Üniversitesi’nden be" ö!renci; Nurten Ünler"en, Cemre Demirta", Muhammet Safa
Aydemir, Tolga Topçuo!lu veDo!anMeteGümü" ile hocalarımızDoç.Dr. BerkeKalebo!az veDoç.Dr. Eylem
Öztürk e"li!inde gerçekle"tirildi. Programa ayrıca Cádiz Üniversitesi’nden ö!retim üyeleri ve ö!rencileri ile
Cagliari Üniversitesi’nden ö!retim üyeleri ve ö!rencileri katıldı. Böylece farklı ülkelerden ö!rencilerin bir
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araya geldi!i, disiplinler arası ileti"imin ve kültürel etkile"imin canlı biçimde ya"andı!ı uluslararası bir
akademik ortam olu"tu.
Programın akademik yapısı üç ana ders etrafında "ekilleniyordu. Birinci ders, Ordinary Di$erential Equ-
ations alanında kapsamlı bir giri" niteli!indeydi. Burada birinci mertebe lineer diferansiyel denklemler,
lineer ODE sistemleri, çözüm yöntemleri ve temel varlık ve teklik teoremleri ele alındı. Ardından bu teorik
bilgiler gerçek ya"amdan alınmı" çe"itli modeller üzerinde uygulanarak, diferansiyel denklemlerin biyoloji,
mühendislik ve %zik gibi disiplinlerdeki kullanımına dair güçlü bir bakı" açısı elde etmemiz sa!landı.
#kinci ders ise kısmi diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin nümerik çözüm yöntemleri üzerineydi.
Ders kapsamında PDE türleri tanıtılmı", ardından özellikle Sonlu Elemanlar Yöntemi (Finite Element
Method - FEM) üzerinde durulmu"tur. FEM’in teorik temelleri, i"levsel analiz altyapısı ve mühendislik
problemlerini simüle etmedeki etkinli!i uygulamalı örneklerle desteklenerek aktarıldı. Bu bölüm, özellikle
bilgisayar destekli matematiksel modelleme alanına ilgi duyan ö!renciler için oldukça geli"tiriciydi.
Üçüncü ders ise PDE’lerin matematiksel modellemedeki rolüne odaklanıyordu. Bu kapsamda parabolik,
eliptik ve hiperbolik denklemler sını&andırılarak özellikle Isı Denklemi, Laplace ve Poisson Denklemleri
ayrıntılı biçimde incelendi. Dersin en dikkat çekici kısmı, biyolojik bir süreç olan kemotaksi davranı"ını
modelleyen Keller–Segel sistemi üzerinden yapılan tartı"maydı. Parabolik difüzyon ile yönlü hareketin
birle"iminin nasıl kolektif hücre davranı"ına yol açtı!ı matematiksel açıdan açıklanarak modelleme pers-
pekti%mizi geni"letti.
Cagliari Üniversitesi’nin titizlikle hazırladı!ı organizasyon sayesinde hem akademik hem sosyal açıdan son
derece verimli bir hafta geçirdik. Bu program, yalnızca bilgi edinmemizi de!il; aynı zamanda uluslararası
i"birli!i, ekip çalı"ması ve akademik payla"ım kültürünü de deneyimlememizi sa!ladı.
Ayrıca, program kapsamında aldı!ımız “Theoretical and Numerical Analysis of Di$erential Equations and
Their Applications” dersi, bölümüzdeki “Adi Diferansiyel Denklemler ve Uygulamaları” seçmeli dersine
denk saydırıldı.
Erasmus BIP kapsamında elde etti!imiz bu deneyim, ilerideki akademik ve profesyonel ya"amımız için
bize ilham veren önemli bir adım oldu. Bu sürecin gerçekle"mesinde eme!i geçen tüm hocalarımıza ve
Cagliari Üniversitesi’ne te"ekkür ederiz.

Nurten Ünler!en, Cemre Demirta!, Muhammet Safa Demir, Tolga Topçuo"lu, Do"an Mete Gümü!
Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü Lisans Ö!rencileri
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Mesle!e "lk Adımlar
Matematik ço!u zaman soyut dü"ünce, ispat ve kuramsal derinlikle anılır, ancak bu birikim, üniversite
sıralarının ötesinde çok farklı alanlarda kar"ılık bulur. Ö!rencilerimizin staj deneyimleri, matemati!in
yalnızca ders kitaplarında de!il, veri analizinden yazılım geli"tirmeye, #nanstan kamu kurumlarına kadar
pek çok alanda aktif bir rol oynadı!ını gösteriyor.
Bu sayıyla birlikte ba"lattı!ımız “Mesle!e $lk Adımlar” kö"esinde, bölümümüz ö!rencilerinin nerelerde
staj yaptıklarını tanıtıyor ve deneyimlerinden kısa kesitlere yer veriyoruz. Amaç, hem matematik bilgisinin
uygulamadaki yansımalarını görünür kılmak hem de henüz yolun ba"ında olan ö!rencilerimize somut
örnekler sunmaktır. Her staj hikâyesi, matemati!in gerçek dünyayla kurdu!u ba!a dair küçük ama de!erli
bir pencere açıyor. Bu kö"enin, ö!rencilerimizin kariyer yolculuklarında cesaret verici bir rehber olmasını
diliyoruz.

GÜLCE KORUN, Yeşilova Holding

Merhaba. 2024-2025 e!itim ö!retim yılının yaz tatilinde okulumun bana
sa!ladı!ı imkanlar sayesinde sürdürülebilirlik konusunda Türkiye’nin
en iyilerinden olan Ye"ilova Holding’de “Kurumsal Sürdürülebilirlik”
departmanında 1 aylık staj yapma deneyimim oldu.
Bu süreç uzun zamandır aklımda olan, “Kurumsal "irketlerde çalı"mak
nasıl?”, “Matematik bölünümü bitirdikten sonra hangi sektörlerde çalı-
"abilirim?” sorularını cevaplamamda oldukça yol gösterici oldu.
Mentörüm Eda Çetinta"’a özellikle te"ekkür etmeliyim ki bana, bir staj-
yerin iyi hissetmesi ve bulundu!u süreç boyunca maksimum verim al-
ması için neler yapılması gerekiyorsa yaptı. Haftalık makale ara"tırma
ve rapor yazma görevlerim dı"ında, i"çilerin “Enerji Verimlili!i” kavramı
hakkında bilgilenmeleri ve bunu e!lenerek yapmaları için #ziksel oyna-

nacak projeler tasarlamamı ve Enerji verimlili!i birimine sunmamı istedi. Benden daha deneyimli ve bu
konuda bilgili insanlara bu sunumu yapmak özgüven açısından da beni oldukça geli"tirdi.
Bunların matematikle ne alakası var derseniz, bizden istenileni algılama, kaynak taraması yapma ve elimiz-
deki verileri ve bütçeyi kullanarak istenilen sonuca en karlı "ekilde ula"mak aslında bu bölümü okurken
elde etti!imiz analitik dü"ünce becerimizin bir sonucu ile bu kadar kısa zamanda herkesin be!enisini
toplayan projeler üretmemizi sa!lıyor. Bunun yanında Eda Hanımın tutmu" oldu!u ve analizlerini yaptı!ı
verilerin Excel’de incelemesini gerçekle"tirdik. Excel’in çe"itli kullanım yönlerini ke"fetme ve uygulama
"ansım oldu.
Sürdürülebilirlik, artık günümüzde önemi çokça olan, ba"ta bireysel sonra toplumsal anlamda çevreye
kar"ı oldukça sorumluluklarımızın oldu!u önemli bir kavram. Bunun "irketler üzerindeki etkileri ve
uyguladıkları politikaları yerinde deneyimleme "ansı oldukça e"siz bir deneyimdi.
Çevreyi korumak, do!ayı daha ya"anabilir hale getirmek ve küresel ısınmayı durdurabilmek için gerekli
verilerle hesaplamalar yapmak "art. Matematik bölümünün bize sa!ladı!ı seçmeli derslerin avantajı tam
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olarak burada devreye giriyor. Optimizasyon, matematiksel modelleme, nümerik analiz, veri yapıları ve al-
goritmaları gibi daha nice dersimiz bu konuda kendimizi geli"tirmemizde olanak sa!lıyor. Sürdürülebilirlik
ve matematik çok uzak iki kavram gibi gözükse de ili"kileri sandı!ımızdan daha köklü ve yenilikçi.
E!itim ö!retim dönemi içerisinde mezun olmadan önce yapabilen herkesin staj deneyimini ya"amasını,
mezun oldu!unda yeni i"e ba"ladı!ında deneyimsiz olmaması ve kendi kriterlerini anlaması açısından
tavsiye ediyorum.

CEREN KİPER, Türk Kızılayı

Stajımı, insani yardım alanında öncü olan Türk Kızılayı bünyesindeki
Ba!ı"çı $li"kileri ve KaynakGeli"tirmeDirektörlü!ü’nde tamamladım. Bu
birim, kurumun sürdürülebilirli!i için kaynak yaratma, ba!ı"çı memnu-
niyetini sa!lama ve ba!ı" süreçlerini stratejik olarak yönetme misyonunu
üstlenmektedir.
Yedi haftalık stajımda gerçekle"tirdi!im çalı"maları üç ana ba"lıkta özet-
leyebilirim:ω Veri Analiti!i: Büyük veri kümelerini Python kütüphaneleriyle temiz-
leyerek analize hazır hale getirdim. Ba!ı"çı sadakatini ölçümleyen RFM
(Yenilik, Sıklık, Tutar) modelleri geli"tirdim ve Min-Max Normalizas-
yonu ile DAX fonksiyonlarını kullanarak segmentasyon hassasiyetini
optimize ettim.ω "# Zekası: Operasyonel verileri Microsoft Power BI ve Yıldız %eması me-

todolojisiyle görselle"tirerek, yönetimsel kararları destekleyen anlık ve dinamik i" zekası raporu tasarladım.ω Süreç Geli#tirme: Kurumsal hafızaya katkı sa!lamak adına nakdi ba!ı" iade sürecini standartla"tıran bir
prosedür hazırladım ve stratejik içgörüler sunan bir "Ba!ı"çı Motivasyon Anketi" geli"tirdim.
Bu staj, matematiksel teoriyi i" dünyasında stratejik uygulamalara dönü"türmemi sa!ladı. Büyük ölçekli
bir yapıda veri odaklı karar alma süreçlerini bizzat deneyimleyerek, akademik disiplinimi profesyonel bir
vizyonla birle"tirdim. Bu deneyim, akademik birikimimi profesyonel yetkinliklerle birle"tirerek kariyer
yolculu!umda sa!lam bir temel olu"turmu"tur.

İREM ÖZMEN, LC Waikiki

Staj çalı"mam, 5 kıtada 60’tan fazla ülkede faaliyet gösteren global pe-
rakende devi LC Waikiki’nin teknoloji üssünde, Veri Analiti!i ve Yapay
Zeka biriminde gerçekle"tirilmi"tir. Yakla"ık 400 TB’lık Data Lake üze-
rinde çalı"an bu departman, klasik i" zekası raporlamalarının ötesine
geçerek; görüntü i"leme (Computer Vision), do!al dil i"leme (NLP) ve
tahminleyici modelleme gibi yapay zeka teknolojilerini i" süreçlerine
entegre eden bir Ar-Ge merkezi niteli!indedir.
Staj süresince, Matematik ve $statistik (ÇAP) programlarında edindi!im
teorik altyapıyı, sektörün gerçek dinamikleriyle birle"tirerek üç temel
proje oda!ında uygulama fırsatı buldum:ω Görüntü "#leme: Laboratuvar kalite kontrol süreçlerini otomatize etmek
amacıyla, mikroskop altındaki kuma" görüntülerinden içerik tahmini
yapan YOLOv8 ve CNN tabanlı derin ö!renme modellerinin geli"tirilme-

sinde aktif rol aldım.ωMü#teri Segmentasyonu: SQL ve Python kullanarak e-ticaret verileri üzerinde RFM analizi gerçekle"tir-
dim. $statistiksel quantile hesaplamalarıyla mü"terileri davranı"larına göre anlamlı segmentlere ayırarak
pazarlama stratejilerine analitik içgörüler sa!ladım.
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Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026–2 Mesleğe İlk Adımlarω TahminlemeModeli: %ahsıma tanımlanan proje kapsamında, mü"terilerin alı"veri" alı"kanlıklarından yola
çıkarak "Çocuk Sahibi Olma" durumunu tahminleyen bir sını&andırma modelini geli"tirdim. Veri toplama
a"amasından model e!itimine kadar uçtan uca yönetti!im bu süreçte, feature engineering ve korelasyon
analizlerini do!rudan uygulama "ansı buldum.
Bu deneyim, akademik dünyadaki "temiz veri" kavramı ile endüstrideki "büyük ve karma"ık veri" arasındaki
farkı bizzat tecrübe etmemi sa!lamı"tır. Projelerin sadece teknik do!rulu!unun de!il, ticari etkisinin
ve payda"lara sunumunun da kritik önemini kavradım. Matematik ve $statistik disiplinlerinin, yapay
zekâ alanındaki karma"ık problemleri modellemede ne kadar güçlü araçlar oldu!unu görmek, kariyer
hede&erimi daha da peki"tirmi"tir.

MİRAY ÖZDEMİR, Bera Yazılım

Bera Yazılım, 2018 yılında kurulmu"; siber güvenlik, yapay zekâ ve mobil-
/web tabanlı yazılım çözümlerine odaklanan bir Ar-Ge#rmasıdır. Ankara
ve Malatya o#slerinde, modern mimari yakla"ımlar (MVVM) ve ileri dü-
zey teknolojiler kullanarak kamu ve özel sektöre hizmet vermektedir.
Staj süresince edindi!im teknik deneyimler "u ba"lıklar altında toplan-
mı"tır:ωMobil Uygulama Geli#tirme: Android Studio ve Kotlin kullanarak UI
bile"enleri, activity-fragment yapısı ve Firebase veritabanı etkile"imleri
üzerine çalı"malar yaptım.ωMimari ve API Entegrasyonu: Uygulama performansını optimize eden
MVVM mimarisini ve RESTful API tabanlı veri ileti"im süreçlerini in-
celedim.ω Proje Yönetimi ve Test: Git ve Jira araçlarıyla yazılım ya"am döngüsünü

deneyimledim; Türk Kızılayı projesinin yenilenme sürecinde hata ayıklama (debugging) ve test a"amalarına
destek verdim.
Bu staj, üniversitede ö!rendi!im teorik matematik bilgilerini profesyonel yazılım süreçleriyle birle"tirme
fırsatı sunmu"tur. Yazılımın sadece kodlamadan ibaret olmadı!ını, ekip çalı"ması ve planlamanın kritik
önemini kavramak kariyer hede&erimi mobil geli"tirme alanında netle"tirmi"tir.

RANA NUR CEYLAN, BBR Mimarlık & Mühendislik

Staj çalı"mam, Antalya Kepez’de mimari tasarım ve yazılım destekli çö-
zümler üzerine uzmanla"an BBR Mimarlık & Mühendislik bünyesinde,
Bili"im Destek Stajyeri olarak gerçekle"tirilmi"tir. Teknik destek biri-
minde; mimari projelerde otomasyon, veri analizi ve yazılım destekli
modelleme yöntemlerinin geli"tirilmesi üzerine odaklanılmı"tır.
Süreç boyunca, matematiksel dü"ünce yapımı ve Python programlama
becerilerimi mimari i" akı"larını optimize etmek için kullandım. CA-
D/BIM verilerini kullanarak metraj ve maliyet hesaplamalarını otoma-
tikle"tiren sistemler geli"tirdim. Ayrıca, geçmi" proje verileri üzerinde
istatistiksel modeller olu"turarak malzeme seçimlerinin performans ve
maliyet analizlerini gerçekle"tirdim. Bu çalı"malar, teknik ekibin rutin
hesaplamalarındaki hata payını azaltarak o#s verimlili!ini artırmı"tır.
Bu deneyim, matematik bölümünde edindi!im teorik bilgilerin "Hesap-

lamalı Tasarım" ve veri yönetimi gibi alanlardaki kritik önemini kanıtlamı"tır. Analitik araçların farklı
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disiplinlere entegrasyonu konusundaki yetkinli!imi peki"tiren bu staj, kariyer hede&erimi bili"im teknolo-
jileri ve optimizasyon süreçleri yönünde netle"tirmi"tir.

İSMET DEMİR, Türkiye Halk Bankası

Bu yazı, Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü seçmeli staj programı
kapsamında Türkiye Halk Bankası A.%.’nin Sö!ütözü %ubesi’nde gerçek-
le"tirilen yirmi i" günlük staj sürecine dayanmaktadır. Halkbank, geni"
"ube a!ı ve güçlü dijital bankacılık altyapısıyla KOB$ ve bireysel banka-
cılık alanında faaliyet gösteren köklü bir kamu bankasıdır. Staj yapılan
"ube; bireysel bankacılık, ticari/KOB$ bankacılı!ı, operasyon, vezne ve
mü"teri ili"kileri birimleriyle bankacılık i"leyi"inin temel dinamiklerini
gözlemleme imkânı sunmu"tur.
Staj süresince bireysel ve ticari kredi süreçleri, mü"teri deneyimi yöne-
timi, dijital bankacılık yönlendirmeleri, mevduat ve faiz hesaplamaları,
POS ve para transfer sistemleri, nakit ve ATM operasyonları, iç kontrol
ve denetim mekanizmaları gibi birçok alanda uygulamalı gözlemler ya-
pılmı"tır. Özellikle kredi de!erlendirme süreçlerinde kullanılan #nansal

oran analizleri, risk skorlama sistemleri, istatistiksel modelleme yakla"ımları ve faiz hesaplama yöntemleri,
matematiksel altyapının bankacılık uygulamalarındaki somut kar"ılı!ını açık biçimde ortaya koymu"tur.
Excel tabanlı amortisman tabloları, kredi geri ödeme planları, mü"teri segmentasyonu ve veri analizleri
gibi çalı"malar, teorik matematik bilgisinin gerçek veri üzerinden nasıl kullanılabildi!ini göstermi"tir.
Bu staj deneyimi, bankacılı!ın yalnızca #nansal i"lemlerden ibaret olmadı!ını; güçlü bir organizasyon
yapısı, etkin iç kontrol mekanizmaları, dijital dönü"üm süreçleri ve mü"teri odaklı hizmet kültürü ile bü-
tünle"mi" bir sistem oldu!unu ortaya koymu"tur. Matematiksel dü"ünme, istatistiksel analiz ve modelleme
becerilerinin kredi analizi, risk de!erlendirme ve #nansal planlama gibi alanlarda do!rudan kullanılabildi!i
görülmü"; bu durum akademik bilgi ile mesleki uygulama arasında güçlü bir köprü kurulmasını sa!lamı"tır.
Sonuç olarak bu süreç, hem bankacılık sektörüne dair kapsamlı bir anlayı" kazandırmı" hem de mesleki
yönelimlerin belirlenmesinde önemli bir rehber olmu"tur.
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Mezun Hikâyeleri

Matematik bölümünden mezun olan ö!rencilerimizin yolları farklı yönlere uzanıyor: akademi, özel sektör,
yurt dı"ı deneyimleri ve daha fazlası... #lk sayımızda ba"lattı!ımız bu kö"ede,mezunlarımızın hem ö!rencilik
anılarına hem de mezuniyet sonrası deneyimlerine kulak vermeye devam ediyoruz. Her yeni hikâye,
bölümümüzün ya"ayan hafızasına bir katkı ve aynı zamanda bugünün ö!rencileri için ilham niteli!inde.

BURCU AYBAK DİNÇ 11’ – Unity, Kıdemli Yazılım Mühendisi

!
burcu-aybak-dinç-b7888251

Üniversite sınavından sonra tercih zamanı gelmi"ti. Kariyer hede$m
Yazılım Mühendisli!i yapmaktı ama Matemati!e â"ıktım. Matemati!e
dair ö!renebilece!im her"eyi ö!renmek istiyordum ve benden daha
fazla matematik bilen birileriyle kar"ıla"mak $kri beni rahatsız edi-
yordu. Yazılım e!itimini kurslar ile ya da yüksek lisans ile yapabilirdim
ama Matemati!i bu "ekilde ö!renebilmek pek mümkün de!ildi. Bu
sebeple üniversite tercihlerimi yaparken yalnızca be" tercih yaptım ve
be"i de Matematikti :). Böylece Hacettepe Matematik serüvenim 2002
yılında #ngilizce hazırlık ile ba"lamı" oldu.
Bugün geriye dönüp baktı!ımda, bu kararın beni ben yapan en önemli
tercihlerden biri oldu!unu net bir "ekilde söyleyebiliyorum.Matematik
ile ilgili her "eyi ö!renme hede$me gelince: elbette bu iste!in gerçek-
le"mesinin mümkün olmadı!ını, Hacettepe Matematik Bölümü’ne
ba"ladı!ımda fark ettim. Çünkü matematik, “ö!rendim, biliyorum”
denilebilecek bir alan de!il; aksine, derinle"tikçe insanın ne kadar az
bildi!ini fark etti!i bir disiplin.
Üniversite hayatım boyunca maddi nedenlerden ötürü çalı"mak zo-
rundaydım; bir dershanede çalı"ıyor, aynı zamanda birçok özel ders
veriyordum.

Yazılım alanında ilerlemek istedi!im için, hazırlık okurken özel derslerden kazandı!ım parayla bir Yazılım
Mühendisli!i kursuna gittim ve oldukça ba"arılı oldum. Problem çözmekten aldı!ım keyif ve sürekli yeni
"eyler ö!renme iste!im birle"ince kendim için en do!ru kariyer yolunda oldu!umu bir kez daha fark ettim.
Sonraki yıllarda bölümde açılan neredeyse tüm yazılım derslerini aldım ve tamamını A1 ile geçtim çünkü
bu derslere çalı"mak için ekstra zaman ayırmama gerek kalmıyordu.
Çalı"tı!ım için kendi derslerime ayırabilece!im zamanım oldukça kısıtlıydı. Bu nedenle sınavlarına ha-
zırlanırken çok farklı soru tipi çözmeyi gerektiren dersler beni en çok zorlayan dersler oldu. Fazla soru
çözerek çalı"amadı!ım için sınav esnasında çözümü hızlı görebilirsem iyi not alabiliyordum. Sınavın so-
nucunun ne olaca!ını sorulara hızlıca bakınca kestirebiliyordum. E!er yapabileceksem hızlı bir "ekilde
yapabilece!im sorulara odaklanıyor yapamayaca!ımı dü"ünüyorsam da bir soru seçip o soru ile ba"ba"a
kalmanın tadını çıkarıyordum. Kendimce farklı yakla"ımlar yapmayı hep sevmi"tim. Hatta bir Analiz
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sınavında Rolle Teoreminin ispatını kendi yöntemimle yapmı" ve o sorudan tam puan almı"tım. Dersi
geçememi"tim ama o ispattan tam puan almak beni ziyadesiyle mutlu etmi"ti. :) Paradoksal gibi görünse de
en ba"arılı oldu!um dersler soyut dersler oldu. Bu derslerin tamamını ilk alı"ımda geçtim. Soyut derslerin
sınavlarına hazırlanma biçimim de biraz sıra dı"ıydı. Keçiören’de oturuyordum ve Ankara tra$!ini de
hesaba katarak sınav sabahları olabilecek en erken saatte okula gidip, kütüphanede sadece ders notlarımı
okuyordum. Tüm notları okumam 3-4 saat kadar sürüyordu. Ço!u zaman her "eyi zaten bildi!imi, okurken
yalnızca hatırladı!ımı hissederdim. Ardından do!rudan sınava girerdim. Ö!leden sonra yapılan sınavlar
genellikle daha iyi geçerken, sabah erken saatlerde yapılan sınavlar pek parlak olmazdı. Malum sabah erken
saatte olunca ders notlarını okumayı bitiremezdim. :D Bu yöntemi ilk kez Nuri Çimen’den aldı!ım Soyut
Matematik dersinde uygulamı"tım. Sınavdan sonra Nuri hocanın puan cetvelini içeren cevap anahtarını
kontrol etti!imde tam 19 alaca!ımı hesaplamı"tım. Sınavlar 25 üzerinden de!erlendirilir ve genelde 9–10
çok iyi kabul edilirdi. Nuri Hoca’nın odasına gidip “Hocam sınavdan 19 alaca!ım” dedi!imde yüzündeki
ifadeyi hâlâ hatırlıyorum. Bana gülümseyerek “Hadi bakalım, görece!iz” demi"ti. Sonuçlar açıklandı!ında
gerçekten 19 aldım. Beni ilk gördü!ünde büyük bir heyecanla “Evet, 19 aldın, tebrik ederim, çok "a"ırdım”
dedi. Sadece sınav sabahı yakla"ık üç saat çalı"tı!ımı söyledi!imde ise daha da "a"ırmı"tı. (Bu noktada altını
çizmek isterim: Lütfen beni örnek almayın, zamanında çalı"ın :))
Henüz bir bilgisayarım yokken paramımantıklı bir karar vererek yazılım e!itimine harcamı"tım. Tekrar para
biriktirerek ilk bilgisayarımı aldı!ımda sanıyorum ikinci sınıftaydım. O yıllarda eve teslimat yapıyorlardı.
Teslimata gelen ki"ilere bilgisayarı nasıl açaca!ımı sordu!um anı hiç unutmuyorum. Kod yazabiliyordum
ama daha önce hiç bilgisayar açmam gerekmedi!i için nasıl açıldı!ını bilmiyordum. Nasıl yani dedi!inizi
duyar gibiyim, bölümdeki ve kurstaki bilgisayarlar her zaman açık ve kullanıma hazırdı ve benim de
bilgisayarı açmam hiç gerekmemi"ti. :D
Sanıyorum 4. yılımızdaydık, en yakın arkada"ım Gürkan, Ha"met Hoca’nın kendisine teknokentte bir
yazılım $rmasında staj ayarladı!ını söyledi. “Böyle bir imkân varsa Ha"met Hoca beni nasıl unutur?” dedim
ve hemen hocanın odasına gidip aynı talepte bulundum. :) Sa! olsun, beni de aynı "irkete yönlendirdi ve
böylece yazılım sektöründeki kariyerim ba"lamı" oldu. Üç aylık stajın ardından bana tam zamanlı i" tekli$
yaptılar. Henüz mezun olmamı"tım ama ders sayım azalmı"tı. Bu kaçıramayaca!ım bir fırsattı ve hemen
kabul ettim. Aynı kampüste olmanın verdi!i avantajla hem derslere devam edebildim hem de çalı"maya
ba"ladım. Böylece diplomamı almadan profesyonel i" hayatına adım atmı" oldum.
Çok fazla soru çözümü gerektiren dersleri ilk alı"ımda veremedi!im için bölümden mezuniyet sürem uzadı
ama zaten bir i" sahibi oldu!um için mental olarak bu durumdan çok etkilenmedim diyebilirim. Tabi
sınavlara girip hala diploma alamadı!ımı gördü!üm kabusları saymazsak. Evet evet hala bu kabusları
görmeye devam ediyorum. :D
#lk çalı"tı!ım "irkette be" yıl görev yaptım. Ardından, yeni "eyler ö!renme iste!iyle Savunma Sanayisinde
faaliyet gösteren bir $rmaya geçtim. Bu $rmaya giri" sürecinde yapılan sınavda, özgün çözümler üretmem
ve sorulardan birini çözen tek aday olmam i"e alınmamda belirleyici oldu. Bu $rmada yazılım liderli!ine
yükseldikten sonra, yo!un çalı"ma temposu ve yeni bir alanda çalı"ma iste!i beni yurt dı"ı fırsatlarını
ara"tırmaya yöneltti. Bu süreçte Hollanda ve Finlandiya’dan mülakat tekli%eri aldım. Her iki $rma da bana
teknik quizler gönderdi. Cevapları gönderdikten sonra bir sonraki a"amaya geçtim. Tesadüfen, bu ülkelere
çok daha önceden aldı!ım seyahat biletlerim vardı. Firmalar ile yakın zamanda seyahat edece!im bilgisini
payla"tı!ımda yüz yüze mülakat yapmak istediklerini belirttiler. Evet evet seyahat planlarım tam olarak
mülakat tarihlerine denk geldi ve benim için de harika bir deneyim oldu. :) Kısmet olacaksa bir "ekilde
insanın yolu açılıyor sanırım.
Önce Hollanda’dan teklif aldım; ancak gönlüm Finlandiya’daydı. Hollanda’dan dü"ünmek için ek süre
istedim ve bu sırada Finlandiya’daki mülakatımı gerçekle"tirdim. Görü"menin ardından, Finlandiyadaki
"irkete ba"ka bir teklife yanıt vermem gerekti!ini ancak olumlu bir sonuç çıkması hâlinde kendileriyle
çalı"mak istedi!imi belirterek süreci hızlandırıp hızlandıramayacaklarını sordum. En kısa sürede cevap
vereceklerini belirttiler ve ertesi gün onlardan bir teklif mektubu aldım. Böylece Unity’deki yolculu!um
ba"lamı" oldu. Yakla"ık yedi buçuk yıldır Unity’de Senior Software Engineer olarak çalı"ıyorum ve Helsinki,
Finlandiya’da ya"ıyorum.
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Geriye dönüp baktı!ımda matematik e!itiminin bana kazandırdı!ı analitik dü"ünme ve problem çözme
becerileri sayesinde genellikle karma"ık ve zorlayıcı konular üzerinde çalı"tı!ımı görüyorum. Dikkat, sabır,
analiz ve yaratıcı çözüm gerektiren bir i" varsa, “bu tam senlik” diyerek bana yönlendiriyorlar. Böyle anlarda
“iyi ki matematik okumu"um” demekten kendimi alamıyorum. Matematik okumu" olmanın i" hayatında
bana kattı!ı ba"arıdan ziyade, kazandırdı!ı yetkinlikleri kullanabilmek beni gerçekten mutlu ediyor.
Matematik e!itiminin bana en büyük katkısı sorgulama ve problem çözme becerilerimi ciddi anlamda
geli"tirmesi oldu diyebilirim. Özellikle ispat yapmak yalnızca matematikte de!il, günlük hayatta ve i"
ya"amında da bir "eyin do!ru oldu!unu kabul etmeden önce ardındaki nedenleri sorgulamamı sa!ladı. Bu
dü"ünme biçimi, i" hayatında kar"ıla"tı!ım sorunların kök nedenlerine inebilmemde ve hatanın nereden
kaynaklandı!ını do!ru analiz edebilmemde bana büyük avantaj sa!ladı.
Hâlen bölümde okuyan veya okumayı dü"ünen arkada"lara en önemli tavsiyem, gerçekten yapmaktan
keyif aldıkları alanlara yönelmeleri ve bunun için mezuniyeti beklememeleri olur. Akademik kariyer
hede%eyenlerin not ortalamalarına odaklanmaları gerekirken, di!er sektörleri hede%eyenlerin kendilerini
bilgi birikimi açısından geli"tirecek fırsatları de!erlendirmelerini öneririm. Ö!renciyken farklı bölümlerden
ders almak da kariyer yönünüzü belirlemede çok etkili olabilir; ancak bunu yaparken ders yükünüzü iyi
planlamanızı da tavsiye ederim.
Son olarak, üniversite ö!rencisi olmanın tadını çıkarmanızı ve kendinizi mümkün oldu!unca geli"tirmenizi
gönülden dilerim. Bana ula"mak isterseniz LinkedIn üzerinden ileti"ime geçebilirsiniz. Sa!lıcakla ve
matematikle kalın...
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BUSENUR ZİREK ’24 – Aydem Holding, Gediz Perakende Kurumsal İş Uygulamaları Uzman Yardımcısı

!
busenurzirek@gmail.com

Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü’nde geçirdi!im ö!renim sü-
reci, akademik açıdan beni birçok yönden geli"tiren verimli yıllardı. Bu
dönem, problemlere yakla"ım biçimimi kökten de!i"tiren bir dönüm
noktası oldu. Aldı!ım derslerin büyük kısmı benim için oldukça keyif-
liydi. Uygulamalı matematik dersleri genellikle daha anla"ılır ve ilgi
çekici olsa da soyut derslerin de dü"ünme biçimimize kattı!ı çok de!erli
kazanımlar oldu. Gerçek hayatta de!i"en dü"ünce yapım ve olaylara
bakı" açım, bu farkındalı!ı bana çok daha net gösterdi. Matematik e!i-
timinin kazandırdı!ı analitik dü"ünme becerisi, soyut durumları somut
biçimde modelleyebilme yetene!i ve ara"tırma yaparken kritik ayrın-
tılara dikkat edebilme alı"kanlı!ı, i" hayatında beni ön plana çıkaran
unsurlar oldu. Pandemi döneminde bankalarda staj yapmaya ba"ladım,
ancak bu stajlar $ziksel de!ildi. Matematik okumanın en zor yanı ise,
mezuniyet sonrasında hangi sektörde ilerleyece!inizi tam olarak kes-
tirememeniz olabilir. Mezun olduktan sonra karma"ık i" hayatının ve
belirsizliklerin içine dü"seniz de üniversite yıllarında edindi!iniz kaza-
nımlar bu zorlukların üstesinden gelmenize yardımcı oluyor. Ben ise
en ba"ta ne istedi!imi de!il, ne istemedi!imi fark edenlerdenim; bu da
bence hayatımdaki en büyük "ans oldu. Denizbank bünyesinde düzenle-

nen Deniz’in #ncileri Online Staj Programı’na, ardından Yapı Kredi Genç Yetenek Staj Programı’na katıldım.
Bu deneyimler bana, bankacılık ve $nans sektörlerinde ilerlemek istemedi!imi gösterdi. Daha sonra ilgimi
çeken alanlara yöneldim. Üniversitede aldı!ım Programlamaya Giri" dersinin ardından, bu alandaki ilgimi
geli"tirerek Python ö!renmeye devam ettim. Bunun yanı sıra veri tabanı alanında kendimi geli"tirmeye
ba"ladım ve PostgreSQL ile MSSQL’i becerilerim arasına kattım. Ö!renme ve kendimi geli"tirme sürecim
devam ederken OdakGIS $rmasında staj yapmaya ba"ladım. Bu süreçte Visual Studio, Visual Studio Code,
.NET ve Angular gibi teknolojileri kullanarak sıfırdan bir web projesi geli"tirdim. Bu staj, hem profesyo-
nel çevremi geni"letmemi sa!ladı hem de kariyerimde hangi alanda ilerlemek istedi!imi netle"tirmeme
yardımcı oldu.

Stajım devam ederken daha önce ba"vurdu!um Aydem Enerji "irketinin yeni mezun i"e alım programına
kabul edildi!imi ö!rendim. &u anda Aydem Holding bünyesindeki grup "irketlerinden biri olan Gediz
Perakende’de Kurumsal #" Uygulamaları Uzman Yardımcısı olarak çalı"ıyorum. Web servisleri ve mobil
uygulamalar üzerine kendimi geli"tirmeye devam ediyorum.

Uzun bir sürecin sonunda her "ey benim için güzel bir "ekilde tamamlandı. Elbette bu yolculuk kolay
de!ildi; sayısız test, mülakat ve birçok ret e-postası zaman zaman sabır ve dayanıklılı!ımı gerçekten sınadı.
Ancak "imdi geriye dönüp baktı!ımda, her yorgunlu!un ve belirsizli!in aslında beni bugüne hazırladı!ını
görüyorum. Samimiyetle söyleyebilirim ki, tüm bu çabalar sonunda elde edilen ba"arıya fazlasıyla de!iyor.

&u anda bulundu!unuz okul ve bölüm, dü"ündü!ünüzden çok daha kıymetli bir yerde. Matematik, yal-
nızca dört i"lemden ibaret bir ders de!il; hayatınız boyunca ö!renmeye, sorgulamaya ve geli"meye devam
edebilece!iniz benzersiz bir alan. Bu süreçte sosyal olarak aktif olmaya, ö!renci kulüplerinde yer almaya,
farklı projelere katılmaya ve en önemlisi hocalarınızla ileti"imi sürdürmeye özen gösterin.

Ö!rencilik yıllarınız sona erdi!inde ve kendinizi bir anda yeti"kin hayatının içinde buldu!unuzda, ma-
temati!in size yalnızca akademik bir birikim de!il, aynı zamanda bamba"ka bakı" açıları kazandırdı!ını
göreceksiniz. Bu bakı" açısıyla, hayatın her alanında ö!renmeye ve geli"meye devam ediyorum. Yeni mezun
olacak arkada"larıma da "unu söylemek isterim: Her zorluk, sizi bir sonrakine hazırlıyor.

Ve elbette, bir Hacettepeli olarak biliyorum ki asıl hedef her zaman “daha ileriye, en iyiye.” Sorularınız ve
merak ettikleriniz için her zaman ula"abilirsiniz.
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ZEYNEP KAPLAN ’25 – Lindos Naturals, Content & Community Specialist

! zeynep-kaplan

Hacettepe Matematik Bölümü’nden 2025 Temmuz ayında
mezun oldum. Bölüme pandeminin hayatımı altüst etti!i
bir dönemde ba"ladım. Online dersler, kampüs hayatın-
dan uzak kalmak ve lise boyunca alı"tı!ımız çalı"ma bi-
çimlerinin matematik bölümünde i"e yaramadı!ını fark
etmek birle"ince, birinci sınıf derslerimi geçmeme ra!men
matematiksel dü"ünme ve ö!renme becerilerim gerekti!i
kadar geli"medi. #kinci sınıfta kampüse döndü!ümüzde
hembu eksikli!i kapatmaya çalı"mak hemdemevcut ders-
leri yürütmek benim için büyük bir mücadeleydi.
Bu bölümü neden seçti!imi sorguladı!ım ve belirsizlik
içinde yolumu aradı!ım bir dönemde Google Oyun ve Uy-
gulama Akademisi ile kar"ıla"tım. Ba"vurdum ve kabul
aldım. Yakla"ık 10 ay süren bu programda Unity ile oyun
geli"tirmeyi ö!rendim; proje yönetimi, giri"imcilik ve ya-
pay zekâ üzerine e!itimler aldım. Hobi olarak 2D oyunlar

için pixel art yapmaya ba"ladım. Bitirme oyunumuzu geli"tirirken hiç tanımadı!ım insanlarla kurulan bir
ekipte proje yöneticili!i yapma fırsatı yakaladım ve bu rolü ne kadar sevdi!imi fark ettim.
Üniversite hayatım boyuncaMatematiksel Dü"ünme ve Ara"tırma Toplulu!u’nda aktif görev aldım. Üçüncü
sınıfta denetim kurulu üyesi, dördüncü sınıfta ise sayman olarak çalı"tım. Aynı zamanda toplulu!un tüm
tasarım sorumlulu!unu üstlendim. O dönem arkada"larım bana sık sık kreatif bir alanda ilerlemem
gerekti!ini söylemeye ba"lamı"tı.
Ayrık Yapılar dersinde 60 bekledi!im vizeden 5 alıp bir daha kendisinden asla ders almayaca!ımı dü"ün-
sem de, Prof. Dr. Ha"met Gürçay’dan yazılımla ilgili alabildi!im tüm seçmeli dersleri aldım ve hepsini
yüksek notlarla tamamladım. Yazılım yolculu!umda Ha"met Hocamızın eme!i ve katkısı benim için çok
kıymetliydi. E!itim hayatımın son dersi de kendisiyleydi ve daha sonra CV’m için referans olma nezaketini
gösterdi.
Dördüncü sınıf yazında iki farklı yazılım stajı yapma fırsatı yakaladım. Aslında staj yapmak için bir "eyler
ö!renmeyi beklememin saçmalık oldu!unu fark ettim. Zaten staj bulmak çok zorlu bir süreç ama önceki
senelerde de aramı" olsam mülakat tekniklerimi çok geli"tirmi" olurdum ve belki de birkaç deneyim
daha kazanabilirdim. Mezuniyete yakla"ırken matematikçi arayan bir "irkette yapay zekâ Ar-Ge alanında
çalı"maya ba"ladım ve son dönemimi sadece sınavlara giderek tamamlayıp mezun oldum.
#lk i"imde bir yıl çalı"tıktan sonra, sadece yapabildi!im ve optimal bir seçenek oldu!u için bir i"i sürdürme
$krinin bana uygun olmadı!ını fark ettim. Tutkum olmayan bir alanda çalı"mak bana keyif vermiyordu.
Herkes kreatif bir i" yapmam gerekti!ini söylese de, memur ve garantici bir ailede büyüdü!üm için buna
ihtimal bile veremiyordum. Ancak bir noktada “hayat böyle mi olacak?” sorusu beni yeni arayı"lara itti. Bu
süreçte sayısız test çözdüm, görü"me yaptım ve reddedildim.
&u an çalı"tı!ım "irkete çok isteyerek ba"vurdum fakat reddedildim. Buna ra!men son bir mail atarak,
birlikte çalı"amasak bile onlar için faydalı olabilecek $kirlerimi payla"tım. Ardından tekrar görü"tük ve
benim için ayrı bir pozisyon açıldı. Özellikle start uplarda birebir uygun bir geçmi"iniz olmasa bile iste!inizi
ve katkı sunma arzunuzu göstermek çok de!erli.
Bugün hiç yapaca!ımı dü"ünmedi!im bir alanda, Content &Community Specialist olarak çalı"ıyorum. Gece
dörtlerde a$" hazırlayan bir ö!rencinin bir gün bunun kariyerine dönü"ece!ine inanması zordu. Ama geriye
dönüp baktı!ımda, yolumu bulma sürecimin beni tam da olmam gereken yere do!ru ta"ıdı!ını görüyorum.
Ve bu noktada bana her alana yönelme "ansı veren matematik bölümüne sevgilerimi sunuyorum. Zor ve
toksik bir ili"kimiz vardı... ama sonunda ba"ardık. Benzer süreçlerden geçen arkada"larıma destek olmaktan
mutluluk duyarım.
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ALİ DEMİR 25’ – No Surrender, Management Trainee

! ali-demir-a04108202

Hacettepe Üniversitesi Matematik Bölümü’nden Ocak
2025 itibarıyla mezun oldum. Okulun ilk yılını maalesef
pandemide geçirdim. Online dönemde ilk yılı geçirmem,
okula ve derslere adapte olmam açısından beni gerçek-
ten çok zorladı. Bölüme ilk ba"ladı!ımda her "ey sanki
YKS’nin devamı gibi geliyordu, o üniversite havasına gir-
mekte güçlük çekiyordum. Özellikle okulun online olma-
sından dolayı Soyut Matematik gibi temel bir dersi uzak-
tan almam, bölümde temeli oturtabilmem açısından çok
kötü oldu. E!er bu yolu yürüyecekseniz, siz siz olun So-
yut Matematik dersine çok önem verin; çünkü o temel
eksik olunca sonrasında toparlamak çok daha fazla emek
istiyor.
#lk yılın Güz dönemi bittikten sonra i"lerin bu "ekilde yü-
rümeyece!ini fark ettim ve Bahar Dönemi’nde çok daha
farklı bir tempoya girdim. Artık dersleri günü gününe ta-
kip etmeye ba"lamı", derslerin dı"ındaki vaktimi de #ngi-
lizce çalı"maya ayırmı"tım. #ngilizce’ye verdi!im bu eme-
!in kar"ılı!ını daha ilk seneden almaya ba"ladım. Online

dönemde ders kaynaklarına eri"imimin kısıtlı oldu!unu sanırken, dili çözmeye ba"lamamla beraber in-
ternette aslında ne kadar sınırsız kaynak oldu!unu ke"fettim. Bu durum derslerime de ciddi bir katkı
sa!ladı. Çünkü üniversitede, özellikle de Hacettepe Matematik gibi bir bölümde, sadece hocaların önerdi!i
kaynaklarla ya da uygulama derslerinde çözülen sorularla ders geçmek pek mümkün olmuyor. Geçseniz
bile ancak "D" ile geçebiliyorsunuz; daha yüksek notlar ve gerçek bir ba"arı için çok daha fazlası, bireysel
bir çaba gerekiyor.
#kinci seneye geçti!imizde artık ta"lar yava" yava" yerine oturmaya, hocaları da tanımaya ba"lamı"tım.
Online dönemde bölümün WhatsApp gruplarında sürekli Nazife Hoca’nın haberlere çıktı!ı, yıllardır çözü-
lemeyen bir matematik probleminin bir kısmını çözdü!üne dair o me"hur haber kesiti dolanıp duruyordu.
Onu gördükten sonra, açtı!ı her dersi almaya kesinlikle kararlıydım. Özellikle o ilk senelerdeki akademisyen
olma hayalim hala taze oldu!u için Nazife Hoca’nın bana matematik dünyasına dair çok "ey katabilece!ini
biliyordum.
Gerçekten de yanılmadım; derslerine girdi!imde matemati!in sadece kanıtlardan ve formüllerden ibaret
olmadı!ını, çok daha derin bir mantı!a dayandı!ını anladım. Bu bakı" açısını kazanmak, ufkumu sadece
akademik alanla sınırlı kalmayacak "ekilde geni"letti. Nazife Hoca’dan ve onun matematik vizyonundan
ö!rendiklerim, beni yava" yava" akademisyenlik dı"ındaki farklı sektörleri de ara"tırmaya, matemati!in
uygulama alanlarını merak etmeye itti.
Üçüncü senenin ba"lamasıyla beraber HÜMDAT (Hacettepe Üniversitesi Matematiksel Dü"ünme ve Ara"-
tırma Toplulu!u) ba"kanlık görevini üstlendim. Bana göre bölümün en zor yılı olan üçüncü sınıfta, bir
de topluluk yönetmek beni derslerden biraz uzakla"tırmı"tı. Hem derslerin a!ırlı!ını hem de toplulu!un
sorumlulu!unu bir arada yürütmeye çalı"mak gerçekten çok yıpratıcıydı; sanki günün 24 saatten çok daha
uzun olması gerekiyordu.
Üçüncü senemde dersler ve topluluk ba"kanlı!ının yanı sıra bir de yazın Work and Travel programına
katılabilmek için u!ra"ıyordum. Yıllardır kendi ba"ıma üzerine koydu!um #ngilizce çalı"mamınmeyvelerini
asıl bu dönemde çok net hissetmeye ba"ladım. Özellikle bölümde hocaların önerdi!i temel kaynakların
yava" yava" tamamen #ngilizcele"mesi ve kaliteli Türkçe kaynak opsiyonunun neredeyse hiç olmaması,
#ngilizceye erkenden yatırım yapmı" oldu!um için beni her geçen gün daha da sevindiriyordu. Zira o
noktada "unu iyice anlamı"tım: Bölümde belli bir seviyenin üzerine çıkmak istiyorsanız, #ngilizce artık bir
seçenek de!il, matemati!i ana kayna!ından okuyabilmeniz için zorunlu bir anahtar haline geliyor.
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Work and Travel’dan dönmemle birlikte, kariyerimi farklı bir sektöre evirmek istedi!ime artık kesin olarak
karar vermi"tim. Orada edindi!im global i" deneyimi, farklı kültürlerden tanıdı!ım insanlar ve kurdu!um
ileti"imler bakı" açımı tamamen de!i"tirmi"ti. Sanki daha özgür, dinamik ve sosyal bir sektörde çalı"mak
beni çok daha mutlu edecekti. Bu motivasyonla hemen staj arayı"ına girdim ancak i"ler hiç de planladı!ım
gibi gitmedi.
Global ekonomideki durgunluk, "irketlerin yatırımlarını kısıtlamasına ve dolayısıyla staj programları ile
"Junior" pozisyonların neredeyse yok olmasına neden olmu"tu. Üstelik hede%edi!im sektörlerin kalbinin
#stanbul’da atması, Ankara’da Beytepe Erkek Ö!renci Yurdu’nda kalan benim için çok büyük bir dezavan-
tajdı. Bu dü!ümü çözmek adına dördüncü senenin sonunda radikal bir karar aldım: Okulu yarım dönem
uzatacak ve #stanbul’a ta"ınacaktım. Hem yeni bir network olu"turmak hem de o aradı!ım staj kapısını
aralayabilmek için verilmesi gereken en do!ru kararın bu oldu!una inanıyordum.
Dü"üncelerim i"e yaramı"tı ve bir "irkette uzun dönem $nans stajı yaptım. Finans stajı sırasında da oyun
sektörünün yükseli"i çok ilgimi çekiyordu. Zaten yıllardır bir yandan takip etti!im sektör pandeminin
patlamasıyla beraber ülkemizde çokça büyüyordu. Artık o sektörde çalı"mak istedi!ime karar vermi"tim
ve kendimi o yönde geli"tirmeye ba"lamı"tım. Aylarca i" arayı"ımın sonunda No Surrender "irketinde
Management Trainee olarak çalı"maya ba"ladım.
#çimde daha anlatmak istedi!im çok "ey var ama dikkat süresinin bu denli kısaldı!ı günümüzde kısa soru
cevaplara geçmek istiyorum.

1. Hacettepe’de Matematik okuma deneyimim nasıldı ve tekrar bölümü seçer miyim?
Hacettepe Matematik serüveni benim için hem çok zorlu hem de bir o kadar e!lenceliydi. Çok emek
vermem, bazen uykusuz geceler geçirmem gerekti. Ama çıkı"ında "sıfır" alaca!ımı adım gibi bildi!im
o a!ır sınavlardan sonra bile Beytepe’nin manzarasına kar"ı yürümek, hani derler ya, "Ferrari’de
a!lamak" gibi bir "eydi; öyle bir key$ vardı o kampüsün.
Bugünkü aklımla "Bir daha bu bölümü okur muyum?" diye sorsalar, sanırım üzerine bir kez daha
dü"ünürdüm. Bölümün bana problem çözme ve analitik dü"ünme yetisi açısından kattıkları ger-
çekten tartı"ılmaz. Bunu "u anki stajımda ve i" hayatımda her adımda fark ediyorum. Ama dürüst
olmak gerekirse, profesyonel hayatta o ö!rendi!im a!ır teorik bilgilerin ço!unu kullanmadı!ımı da
görüyorum. Geriye dönüp baktı!ımda, bazen "Belki akademik sorumlulu!u daha az olan bir bölümde
de aynı kariyeri in"a edebilirdim" diye dü"ünmeden edemiyorum.

2. Bana en çok katkı sa!ladı!ını dü"ündü!üm dersler neler ve genel ders seçimi tavsiyelerim?
Soyut Matematik, Analiz I-II-III, Lineer Cebir I-II, Analitik Geometri ve Diferansiyel Geometri... Bu
dersler bölümün bel kemi!i. Ders seçim a"amasında size naçizane tavsiyem; "bu hoca çok zorluyor-
mu"" denilen isimlerden kaçmak yerine, aksine onlara yönelmenizdir. Bölümdeki her bir hocamızı
ayrı ayrı seviyorum; hepsi hem alanlarında çok de!erli hem de ö!rencisine kar"ı son derece anlayı"lı
insanlar. Zamanla "unu fark ettim ki; o "zor" dedi!imiz hocaların aslında tek derdi konuyu gerçekten
özümsememizi sa!lamakmı". Onların derslerdeki o tavizsiz duru"u ve çıtayı yukarıda tutma çabası,
farkında olmadan bize en çok "eyi ö!reten unsur haline geliyor. Mezun olup gerçek hayata atıldı!ı-
nızda, o zorlu süreçlerden kazandı!ınız direncin ve bakı" açısının en büyük avantajınız oldu!unu
çok daha iyi anlıyorsunuz.

3. Bölümü okurken yapılmasının önemli oldu!unu dü"ündü!üm "eyler neler?
Çokça belirtti!im gibi #ngilizce çalı"manız, derslere çalı"ırken kendinizi farklı alanlarda da geli"tir-
meniz ve üniversite hayatının kesinlikle tadını çıkarmanız.

4. #" ve staj arayı"ım nasıl ilerledi?
Staj ba"vurularımda her yerden red alıyordum. Bazıları direkt CV’den eliyordu, bazıları ise attıkları o
saatler süren sinir bozucu testlerden. Birkaç tanesiyle online mülakata kadar ilerletti!im oldu ama
nedenini bilmedi!im sebeplerden onlarda da elendim. #stanbul’a ta"ınınca da 1 sene kadar bu böyle
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ilerledi :) En sonunda bir yine bir LinkedIn ba"vurusuyla süreç benim adıma olumlu ilerledi ve staja
ba"lamı" oldum.
#" ba"vurularım da bir bu kadar sancılı geçti. Daha staj sırasında istedi!im birkaç sektörü denemeye
ba"lamı"tım. Yine üst üste olumsuz dönü"ler veya hiç dönmemeler :) Bu dönemde gerçekten de hiç
pes etmeden denemek gerekiyor. #" ba"vurularında kendi adıma konu"acak olursam o can sıkıcı
testleri daha az çözdüm ama süreçler daha zorluydu. Özellikle verdikleri case study’ler gerçekten çok
u!ra"tırıcıydı günler boyunca onlara u!ra"ıyordum. En sonunda No Surrender ile sürecim ba"ladı.
Küçük bir ekip oldu!umuzdan süreç daha hızlı ilerledi ve kısa sürede i"e ba"lamı" oldum. &u anda 2.
ayım ve çok "ey ö!reniyorum.

Hepinize bol ba"arılı ve bol e!lenceli bir üniversite hayatı dilerim.
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