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Editorden Mektup

Degerli Okurlarimiz,

Hacettepe Lisans Matematik Dergisi’nin ikinci sayisiyla yeniden siz-
lerle bulusmanin mutlulugunu yasiyoruz. i1k sayiy1 yayimlarken ici-
mizde hem bir heyecan hem de dogal bir belirsizlik vardi. Bir fikri
somut bir yayina doniistiirmek, onu siirdiiriilebilir kilmak ve gercek-
ten bir karsilik buldugunu gérmek zaman gerektiriyor. Bu ikinci sayi,
o ilk adimin bir heves degil, kalic1 bir niyet oldugunu gosteriyor.

Bu siirecte 6nemli bir adim daha attik ve dergimiz icin bir Editor Ku-
rulu olusturduk. Artik dergimizin degerlendirme ve yayin siirecleri
daha kurumsal bir yapi icinde yiiriitiilecek. Editor Kurulumuzda yer
alarak sorumluluk {iistlenen, yazilarin titizlikle incelenmesine emek
veren, dergimizin akademik niteligini gliclendiren ve bu sayinin hazir-
lanmasinda 6nemli rol iistlenen Esra Korkmaz, Eylem Oztiirk, Hacer flhan ve Pinar Aydogdu hocalarimiza
goniilden tesekkiir ederim.

Bir diger onemli gelisme ise dergimizin web sayfasinin yayina acilmasi. Bundan boyle yazi basvurular: web
sitemiz lizerinden alinacaktir. Gonderilen her yaziya bir editor atanacak, yazilar hakem degerlendirmesine
tabi tutulacaktir. Degerlendirme sonuclar: ve varsa hakem goriisleri yine sistem iizerinden yazarlara ileti-
lecek ve gerekli durumlarda revizyon talep edilecektir. Bylece hem seffaf hem de akademik 6lciitlere dayal
bir yayin siireci igletmeyi hedefliyoruz. Dergimizin gelisimi icin bu adimin 6nemli olduguna inaniyoruz.

Bu sayida ayrica yeni bir boliim baslatiyoruz: “Meslege Ik Adimlar”. Bu boliimde staj yapan dgrencilerimiz,
deneyimlerini kisaca aktararak heniiz yolun basinda olan arkadaslarina bir perspektif sunacaklar. Mate-
matik egitiminin yalnizca teorik bir birikim olmadigini; farkl sektorlerde, farkli alanlarda nasil karsilik
buldugunu somut 6rneklerle gérmek istiyoruz. Umuyoruz ki bu paylasimlar, 6grencilerimizin gelecek
planlarina 151k tutar.

14 Mart Uluslararas1 Matematik Giinii’niin bu yilki temasi “Matematik ve Umut”. Matematik kesinlik, ispat
ve dogrulukla anilir, bu sebeple ayni zamanda insan aklinin en giiclii umut bicimlerinden biridir. Karmagik
goriinen bir problemin coziilebilecegine inanmak, heniiz bilinmeyeni anlamlandirmaya calismak ve sabirla
diisiinmeye devam etmek... Tiim bunlar, aslinda umudun entelektiiel bir ifadesidir. Fields madalyali
matematikci Maryam Mirzakhani’nin cok giizel ifade ettigi gibi: "Matematigin giizelligi, ancak daha sabirli
takipcilerine kendini gosterir.” Bu sabur, icinde her zaman bir giin o giizellii gorebilme umudunu barindirir.

Matematik, ¢oziimsiiz gibi duran bir sorunun bile anlagilabilir bir diizen tagidigina inanmayi ve o diizeni
ortaya cikarana kadar diisiinmeye devam etmeyi 6gretir. Fermat'nin Son Teoremi’ni yillar siiren bir emegin
ardindan ¢ozen Andrew Wiles, matematiksel kesif siirecini karanlik bir malikaneye girmeye benzetir:
"Aylarca, hatta yillarca karanlikta tokezleyerek dolasirsiniz... Mobilyalarin nerede oldugunu yavas yavas 68-
renirsiniz. Sonunda 151k diigmesini bulursunuz ve birden her yer aydinlanir.” Iste o odada aylarca karanlikta
kalmaya dayanabilme giicii ve o 151k diigmesini eninde sonunda bulma inanci, umudun ta kendisidir.

Belki de bu ylizden matematik, yalnizca bir bilim degil, ayn1 zamanda 1srarli bir umut disiplinidir. David
Hilbert'in o meshur meydan okuyusu da bu tavr: yansitir: "Bilmeliyiz. Bilecegiz." Ya da yine Andrew
Wiles’tan alintilayacak olursak: "Bir ¢6ziim bulamiyor olmamiz, ¢éziimiin olmadig1 anlamina gelmez.” Bir
matematikci, en ¢oziimsiiz goriinen problemin kargisinda bile bu inanci koruyan ve umudu tekrar tekrar
insa eden kisidir.

Uluslararas1 Matematik Giinii kapsaminda, detaylarini Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii web
sayfasi (mat.hacettepe.edu.tr) ve Instagram sayfasinda (hacettepe_matematik_resmi) duyurdugumuz bir
makale yarismasi diizenliyoruz. Bu yarisma sonucunda secilen makaleler, dergimizin bir sonraki sayisinda
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yayimlanacak. Bu yarismanin, 6grencilerimizi arastirmaya, yazmaya, yaratici diislinmeye ve diisiincelerini
daha sistematik bicimde ifade etmeye tesvik edecegine inaniyoruz.

Hacettepe Lisans Matematik Dergisi’'ni yilda iki say1 olarak yayimlamaya devam ediyoruz. Amacimiz
matematigi anlasilir, merak uyandirici ve paylasilabilir bir dille konusmaya devam etmek. Sizlerin katkisi ve
ilgisiyle bu derginin her sayida biraz daha giiclenecegine inaniyorum. Dergimizin ortaya ¢ikisindan bu yana
desteklerini esirgemeyen Boliim Bagkanimiz Prof. Dr. ismet Yurdusen’e ve Boliim Bagkan Yardimcimiz
Prof. Dr. Sultan Eylem Toksoy’a siikranlarimi sunarim. Ayrica bu saymin hazirlanmasinda bize destek olan,
fikirleriyle katki sunan, yazilariyla dergiyi zenginlestiren tiim akademisyenlerimize, 6grencilerimize ve
mezunlarimiza ictenlikle tesekkiir ederim.

Hepinize keyifli ve ilham verici okumalar diliyorum.

Dr. Orhan Ogulcan Tuncer
22 Subat 2026, Ankara
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Matematik ve Umut

PINAR AYDOGDU

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii
&9 paydogdu@hacettepe.edu.tr

Antik Yunan filozofu Thales, binlerce y1l 6ncesinden bize sdyle seslenir: “Umut, insanligin sahip oldugu
en evrensel seydir.” Bugiin, bu koklii diisiincenin yanina modern diinyanin en giiclii ortak dilini, yani
matematigi koyuyoruz. Her y1l 14 Mart’ta —pi sayisinin (3,14) o meshur gizemine atfen- diinya ¢apinda
kutladigimiz Uluslararasi Matematik Giinii (IDM), bu yil tam da bu noktaya, matematik ve umudun
kesisimine odaklaniyor. UNESCO tarafindan 2019’da resmilestirilen ve Uluslararasi Matematik Birligi'nin
onciiliigiinde, miizelerden siniflara kadar kiiresel bir s6lene doniisen bu giin, sadece bir kutlama degil; ayni
zamanda bir hatirlatmadir. Matematik, karmasik veriler ve belirsizlikler diinyasinda bize “anlasilabilir bir
gerceklik” vadederek umut asilar; bize is birligini, ortak tanimlarda bulusmay1 ve kazan-kazan stratejilerini
Ogretir.

Matematik ve umut, ilk bakista birbirine zit gibi goriinen (biri kesinlik ve mantik, digeri belirsizlik ve
duygu) ancak derinlemesine incelendiginde birbirini besleyen iki giiclii kavramdir. Matematik, kaosun
icinde bir diizen arayisidir ve bu arayisin kendisi, “bir ¢6ziimiin var olduguna inanmak" anlaminda saf bir
umuttur.

Matematik tarihindeki en biiylik “umut” beyani, inlii Alman matematik¢i David Hilberte aittir. 1900’lerin
basinda bazi diisiiniirler “baz1 seylerin asla bilinemeyecegini" savunurken, Hilbert buna siddetle karsi
cikmugtir: “Wir miissen wissen. Wir werden wissen.” (Bilmeliyiz. Bilecegiz.) Bu soz, insan zihninin her
tiirlii matematiksel problemi ¢ozebilecegine dair sarsilmaz bir inanci ve umudu temsil eder. Hilbert’in
mezar tasinda da bu yazar. Bu, pes etmemenin ve aklin giiciine duyulan umudun bir mantrasidir adeta.

Bircok matematikgi icin matematik, dig diinyanin (savaslarin, hastaliklarin, politik kaosun) belirsizligine
kars1 giivenli bir liman olmustur. Diinya karmasik ve adaletsiz olabilir ama e* + 1 = 0 her zaman dogrudur
ve giizeldir. Giizellik de insanin icini kipirdatip bir umut kapisi aralamaz m1? Bertrand Russell, gencliginde
yasadig1 derin mutsuzluktan bahsederken, onu intihardan alikoyan seyin “biraz daha fazla matematik
ogrenme arzusu” oldugunu belirtmistir. Matematik onun i¢in diinyevi dertlerden arinmais, “ciddi bir giizellik”
sunan bir umuttu.

Matematik, sonlu bir zihne sahip insanin “sonsuzlugu” kavrayabilmesini saglar. Georg Cantor’un sonsuz-
luklar iizerine yaptig1 caligmalar, insanin sinirh varolusunu asip “mutlak” olana dokunma cabasidir. Cantor
icin bu neredeyse dini bir umuttu. O, zihnin sinirsiz 6zgiirliigiinii kanitliyordu.

Ote yandan, Kurt Godel'in Eksiklik Teoremi, matematikte bile ispatlanamayacak dogrular oldugunu
gosterdi. Bu basta karamsar gelebilir ama aslinda sistemin her zaman “daha fazlasina” acik oldugunu,
bitmemisligin getirdigi sonsuz bir kesif umudunu simgeler. 11k bakista karamsarliga diismemize sebep
olacak baska bir matematiksel olgu da Kaos Teorisi ve fraktallar olabilir. Ancak, 6rnegin Kelebek Etkisi veya
Lorenz Cekicileri, karmasik ve dngoriilemez goriinen sistemlerin altinda yatan gizli bir diizen oldugunu
gosterir. Bu, hayata dair giiclii bir metafordur aslinda: Su an hayatimiz kaotik goriinse de, biiyiik resimde
matematiksel bir estetik ve diizen olabilir. Bu diisiince, belirsiz zamanlarda insana umut verir: Kaostan
diizen cikarma umudu.
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Giliniimiiz matematikcilerinden Andrew Wiles'in Fermat’in Son Teoremi’ni kanitlamak icin 7 yil boyunca
tavan arasinda tek basina calismasini saglayan tek sey, ylizyillardir kimsenin bulamadigi o yolun var
olduguna dair duydugu umuttu. Yine giiniimiizden bir 6rnek verecek olursam, Amerika Matematik Dernegi
eski bagkan1 Francis Su, “Mathematics for Human Flourishing” (Insanlik icin Matematik, TUBITAK
Yayinlari, 2024) adl kitabinda umudu temel bir matematiksel erdem olarak ele alir. Su’ya gore, zor bir
matematik problemiyle bogusmak bize umut etmeyi 6gretir. Cozlimii heniiz géremesek bile, mantikli bir
yolun var olduguna inanarak karanlikta ilerleriz. Onun i¢in “Matematiksel umut, sadece bir dilek degildir;
siki calismanin sonunda bir atilimin gelecegine dair bir beklentidir."

Yazimi noktalamadan 6nce umut ile iyimserligin birbirinden farkli oldugunu belirtmek isterim. Iyimserlik,
pasiftir; bir bekleyisi simgeler bana gore. Umut ise aktiftir; ulasmay1 hedefledigimiz noktaya giden yoldaki
cabamizi besler. Hareketimizi saglayan bir yakittir. Hayatta da matematikte oldugu gibi, dogrulugunu
ispatlayamasak da dogru kabul ettigimiz baslangic noktalarina (aksiyomlara/inanclara) ihtiyacimiz vardir.
Umut da iste tam bu noktada hayatin temel aksiyomudur.
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Oy cokluguna dayali kararlar Gizerine

UMIT ISLAK

Bogazici Universitesi Matematik Boliimii
&9 umit.islakl@bogazici.edu.tr

1. Giris

Bir grup insan olarak dogru ya da yanlis olabilecek bir karara varmak iizereyiz. Cogunlugun kararini takip
edersek mi yoksa gruptan rastgele bir kisiyi secip onun dedigini takip edersek mi dogru karara ulagma
olasiligimiz daha yiiksek olur? Bu yazida bu sorunun etrafinda diistinecegiz. Baslangic noktamizsa su
bulmaca olacak.

(Ailenin karar1) Ug kisilik bir aile diisiinelim. Bu aile 6nemli bir karar vermenin arifesinde ve
kararlar1 ya dogru ya da yanlis olacak. Ailedeki her bir kisinin dogru karar1 vermesi olasilig1 birbirine
esit ve bu olasilik p € (0, 1).

Uc kisinin de karar1 duyulup cogunlugun kararina uyulursa dogru kararin ¢cikmasi olasiligi ne olur?
Bu olasilik p’den biiyiik miidiir, kiiclik miidiir?

.

Bu bulmacanin ¢dziimiine hemen bir sonraki béliimde bakacagiz. Oncesinde, ailenin nihai karara ulagsmak
icin aralarindan birini rastgele sectigi ve onun seciminde karar kildig1 alternatif duruma hemen bakabiliriz.
Bu durumda ailenin dogru karara varma olasiligi,

L1

olur; zira ii¢ kisiden herhangi birini 1/3 olasilikla se¢iyoruz ve bunu takiben bu kisi p olasilikla dogru
karara variyor. Yani aslinda bulmacadaki asil merak ettifimiz sey, cogunlugun kararini takip edip dogruya
ulasma olasilifinin rastgele bir kisinin kararini takip edip dogruya ulagsma olasilifindan daha biiyiik olup
olmadigi. Bir baska deyisle, cogunlugun karar vermesiyle dogruya ulagsma olasiligimiz acaba p’den biiyiik
miidiir?

Bir sonraki boliime gecmeden nce icgiidiisel olarak bulmacanin cevabinin p’den biiyiik mii, kiiclik mii
olacagini diistinmek sizin i¢in faydali olacaktir. Unutmadan, bu biiytikliik kii¢iikliik meselesi p’nin degerine
bagl olabilir!

2. Ailenin karari

Belirli bir p € (0, 1) i¢in ailedeki her bir kisinin dogru karar1 vermesi olasiliginin birbirine esit ve p oldugunu
varsaymistik. Ug Kkisinin de kararin1 duyup ¢ogunlugun kararina uyarsak aileden dogru kararin ¢ikmasi
olasiligiyla ilgileniyorduk. Bu béliimde bu sorunun cevabina ulasip sonraki boliimde bir genellestirmeye
bakacagiz.
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Ailedeki iic kisiyi birinci, ikinci ve iiciincii kisiler olarak diisiinebiliriz. Oncelikle, bu ti¢ kisiden her birinin
verdigi dogru ve yanlis karar1 D ve Y olarak kisaltirsak 23 = 8 farkli durum olabilecegini gozlemleyelim:

DbD, DDY, DYD, YDD, YYD, YDY, DYY, YYY.

Ornegin DDY, ilk iki kisinin dogru, ticiinciiniin yanhs karar verdigi durumu gosteriyor.

Cogunlugun kararina uyulduguna gore, bu sekiz durumdan DDD,DDY,DYD ve YDD nihai olarak dogru
karara varmamizi saglamakta. Bunlardan DDD’nin olasilig1 p3. DDY nin olasiligi p- p-(1—p) = p>-(1—p).
Benzeri sekilde DY D ve YDD’nin olasiliklari da p? - (1 — p). Karsilik gelen bu olasiliklari topladigimizda
p* + 3p*(1 — p) buluyoruz. Yani ¢ogunlugun kararina uyarsak dogru karar verme olasiligi

¢(p) 1= p* +3p*(1—p)

degerine esitmis.

Python’da kisacik bir kod yazarak olusturulan asagidaki sekilden goriilecegi tizere ¢(p) degeri, p < 0, 5’ken
p’den kiiciik cikarken, p > 0, 5’ken p’den daha biiyiik ¢cikmaktadir. O halde p < 0, 5’ken rastgele bir kisinin
kararini takip etmek, dogru karar1 verme olasiligini artirtyor! Yani insanlar bireysel olarak hata yapmaya
meyillilerse oy ¢cokluguna gore hareket edince hata yapmaya daha da meyilli oluyorlar!

1.0 A
0.8 1
B
@
S 0.6
o
o
L]
V4
2 0.4
o
[=]
o
0.2 1
—— rastgele bir kisi
0.0 4 Ug kisi birden
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p < 0,5 durumunda ¢(p) < p oldugunu sekil {izerinden gordiik ama dilersek bunu cebirsel olarak da
gosterebiliriz. Tek yapmamiz gereken ¢(p) < p © p* +3p*(1—-p)<p e p*+3p*(1—-p)—-p <0 &
p(2p? —3p + 1) > 0 oldugunu gdzlemlemek ve en sondaki esitsizligin p < 0,5 oldugunda saglandig
sonucuna varmak.

Buradaki sasirtici olan ve pesine diisecegimiz gozlemimizi bir kez daha vurgulayalim.

Ailedeki ii¢ kisiden her birinin dogru karara varma olasilig1 0, 5’ten kiiciik bir degere esitse, oy
cokluguna gore hareket ettiklerinde yanls karara varma olasiliklari, rastgele bir aile bireyinin yanlis
karara varma olasiligindan daha biiyiiktiir.

Oniimiizdeki boliimde bu gézlemi ii¢ kisi yerine daha fazla kisi olsaydi durumuna genellestirecek, sonra-
sinda da bireylere karsilik gelen olasiliklar farkli olsaydi ne olurdu sorusuna bakacagiz. Bu boliimii size
benzeri bir soruyu alistirma olarak birakarak bitirelim.
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Alistirma. ki gesit jiiri diisiinecegiz.

« Birinci ¢esit jiiri ti¢ kisiden olugsun. Jiiri tiyelerinden ikisinin dogru karar verme olasiliklar1 p degerine
esit. Uciincii iiyenin dogru karar verme olasilig1 ise 1/2. Jiirinin nihai karar1 da cogunlugun karari
olsun.

« Ikinci cesit jiiri ise dogru karar1 verme olasilig1 p olan sadece bir kisiden olugsun.

Hangi jiiri cesidinin dogru karar1 vermesi olasihig1 daha yiiksektir? (Cevap: Ikisinde de aynidir.)

3. Daha genel bir problem

Onceki béliimde iig kisilik bir aile {izerinden tartistigimiz sorunun dogal bir genellestirmesi var. Ailede ii¢
yerine daha fazla kisi olsaydi ne olurdu? Bir ailedeki birey sayisinin alabilecegi birey sayis1 kisitli oldugu igin
sorunun simdiki halini bir toplum {izerinden diisiinelim. Dileyenler toplumsal olarak verilmesi gereken bir
karari kafasinda canlandirip durumu daha da somutlastirabilir.

m € N olmak iizere 2m + 1 bireyden olusan bir toplum diisiinelim. Bu toplum 6nemli bir karar
verme arifesinde ve kararlari ya dogru ya da yanlis olacak. Toplumdaki her bir kisinin dogru karari
vermesi olasilig1 birbirine esit ve bu olasilik p € (0, 1).

2m + 1 kisinin de kararini duyup cogunlugun kararina uyarsak dogru kararin ¢ikmasi olasiligi
®2m+1(p) ne olur? Bu olasilik p’den biiylik miidiir, kiiclik miidiir? m arttikca buldugumuz olasilik
nasil degisir?

m = 1 durumunu zaten bir 6nceki boliimde halletmistik. m = 2 olursa toplam 5 Kisi olur. Oyleyse toplumun
dogru karar1 vermesi icin en az 3 kisinin dogru karar1 vermis olmasi gerekir; yani 3, 4 ya da 5 kisinin dogru
karar1 verdigi durumlarin olasiliklarini toplamaliy1z. Tam olarak 3 kisinin dogru karar verebilmesi olasilig1
icin 5 kisiden 3 kisiyi (:) farkl sekilde secebilecegimizi ve boylesi bir secimin istedigimizi saglamasi

olasiliginin p3(1 — p)? oldugunu gozlemleyelim. 4 ve 5 durumlari icin de ayni sekilde diisiindiigiimiizde,

#s0) = (Q)p*a - 2+ ()p*a - p' + ()0 = p)°

buluruz.

m’nin 1 ve 2 oldugu durumlar artik genel durumun nasil olacagini da belli etmekte. Toplumda 2m + 1 kisi
varsa nihai kararin dogru karar olmasi i¢in en az m + 1 kisinin dogru karar1 vermesi gerekir. Tam olarak
i €{0,1,...,2m + 1} kisinin dogru karari vermesi olasiliginin
2m+1y 2m41-i
( i )p (1-p)
oldugunu gozlemlersek ve uygun degerler iizerinden toplam alirsak nihai kararin dogru karar olmasi
olasiliginin,

$om+1(p) = Z (Zmi+ 1)pi(l — p)?mi=i

i=m+1
oldugunu goriiriiz.

Simdi ilk olarak m’nin farkli degerleri icin p degeri 0’dan 1’e dogru degisirken toplumun dogru karar

vermesi olasilig1 ¢,,,,1(p)’nin nasil degistigine bir bakalim:



Oy cokluguna dayali kararlar Gizerine Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

1.0 1

|11
3333
gaw s
o

{1 | | B

0.8 1

0.6

0.4

0.2 1

Toplumun dogru karar vermesi olasiligi

0.0 A1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekilden goriilecegi iizere p < 0, 5 durumunda kisi sayis1 m arttikca dogru kararin alinmasi olasiligi diistiyor.
Yani eger bireyler yanlisi se¢meye meyilliyse bir araya gelerek yanlisi segmeye daha da meyilli hale geliyor!
I¢giidiisel olarak hissedilebilir olsa da matematiksel olarak gosterilisi de oldukga ilgi cekici kanimca.

Peki p = 0, 5 olsayd1 ne olurdu? Burada siirpriz yok ve toplumun dogru karara varma olasilif1 da 0, 5; ne
de olsa tamamen simetrik bir durum var ortada. Tabii dilerseniz bunu buldugumuz formdilii ve binom
katsayilarinin simetrisini kullanarak da gézlemleyebilirsiniz:

2m+1 om+1 2m+1 om4+1
— i 2m+1-i 2m+1
b1 0.5 = 3, (77 7)©.5/(0.5) = ©spm 3 (TN
i=m+1 i=m+1
22m+1 1
— 0.5 2m+1 = .
0,57 ——=5

Buraya kadarki hesaplamalarimizda tek sayida kisinin oldugunu varsaydik. Cift sayida kisi olsaydi dogru
ve yanlislarin berabere kalmasi gibi bir durum da olabilirdi ve bunu goz 6niinde bulundurmaniz gerekirdi.
Cok da ciddi bir sikint1 olusturmayacak bu durumda nasil bir yol izlenebilecegi {izerine kafa yormayi size
birakalim.

Son olarak toplumdaki her bireyin dogru karar1 vermesi olasiliginin sabit bir p degerine esit oldugunu
varsaydigimizi hatirlayalim. Bu varsayim elbette ki gercekci degil. Bir sonraki gérece teknik olan boliimde
de bu konuda kisa bir tartisma gerceklestirecegiz.

4. Ozdes olmayan bireyler durumu

Giizel bir soruyla ugrastik ama bireylerin dogru karara ulagmasi olasiliginin ayni olmasi varsayimai iizerinde
oynama yapip yapamayacagini da bir yandan merak ediyor insan. Bu boliimde icgiidiisel olarak acik
olan bir baska durumun matematiksel aciklamasini verecegiz. Iddiamiz asag1 yukari sdyle. Toplumdaki
bireylerin dogru karara varma olasiliklarinin kisiden kisiye degisebildigini ama her birininkinin 0, 5’ten
kiiclik oldugunu varsayalim. Bu durumda toplumda ¢ok fazla kisi varsa ve nihai karar oy cokluguna gére
verilirse dogru karara varilmasi olasilif1 yine 0’a yakin olacaktir. (Sonug béliimiinde daha da genel bir durum
okurun ilgisine sunulacaktir.) Tabii burada birkac muglak ifade var, bunlar1 netlestirecegiz. Asagidaki
tartisma daha teknik ve olasilik teorisinden burada her birinin detayina giremeyecegimiz bazi tanimlara
ve sonuglara ihtiya¢ duyuluyor. Dileyenler bu bilgilere [1] ya da [2] referanslarindan ulasabilir ya da bu
boliimiin okumasi ilerleyen bir zamana ertelenebilir.
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Ana gozlemimizin ispatinda kullanacagimiz en 6nemli arag olasilik teorisi ve ilgili alanlardaki meshur
sonug¢lardan bir tanesi olan Chernoff esitsizligidir. Asil tartismamiza gegcmeden dnce bu esitsizligi bu
noktada ifade edelim, meraklilari icin ispatini da en sona ekleyelim.

Teorem 1. (Chernoff esitsizligi)

Xy, ..., X, bagimsiz, 0 ya da 1 degerlerini alan Bernoulli rassal degiskenleri olsun; p; = P(X; = 1) diyelim.
X = E?lei ve u = E[X] tammlayalim. Bu durumda herhangi bir 6 > 0 igin,

—52u

PX > 1 +0)u) <ezs

esitsizligi dogrudur.

4.1. Ana netice

Simdi asil konumuza doniiyoruz. Ispatlayacagimiz sonug su:

n € N bireyden olusan bir toplum diisiinelim. Bu toplum 6nemli bir karar verme arifesinde ve
kararlar1 ya dogru ya da yanlis olacak. Toplumdaki kisileri 1, 2, ... seklinde isimlendirelim. j € N
numarali Kiginin dogru karari vermesi olasilifini p; ile gosterelim ve

supp; < p, < 1/2

jeN
oldugunu varsayalim. Toplumun nihai kararinin oy ¢okluguna gore verildigini diisiinelim. Bu
durumda,

_ (1‘2"*)2>n
P(toplumun nihai kararinin dogru olmasi) < e ( RESL

esitsizligi saglanacaktir. Buradan, n sonsuza giderken toplumun dogru karara ulagsmasi olasiliginin
0’a yakinsadig goriiliir.

\.

Simdi Chernoff esitsizliginden yararlanarak iddiamizi ispatlayacagiz. Toplam »n kisinin dogru ya da yanlis
bir tercihte bulundugunu hatirlayalim.! Nihai olarak dogru karara varilabilmesi icin n/2 tanesinden daha
fazlasinin dogru karar1 vermis olmasi gerekli. j = 1, ..., n igin

El, Jj’inci kisi dogru karara vardiysa,
j =

0, diger durumda,

rassal degiskenlerini tanimlayalim. Bu durumda her bir j i¢in X;, parametresi p; olan bir Bernoulli rassal
degiskenidir. X = Z?zl X j tamimini verirsek, X dogru tercih yapmug olan kisilerin sayisi olacaktir. O halde,

I]ID(X>%)

olasiligini anlamak istiyoruz.

u ile X’in beklenen degerini gosterirsek, beklenen degerin dogrusalligi ile

u=EX]=E ZX]' = Z[E[Xj] = ij
j=1 Jj=1 J=1

olacagini aklimizda tutalim. Burada her bir p;’nin p, € (0,1/2) sayisindan kiigiik veya esit oldugunu

1Burada n cift say1 olursa dogru karara varanlarla yanlis karara varanlarin sayisi esit olabilir. Bu durumda toplumun bir karara
varamadigini diisiinebiliriz. Bu asagidaki hesaplarimizla ilgili herhangi bir sorun yaratmamaktadir.
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varsaydigimiz icin 0<u<np,< n
SHENPs 5

olacaktir.

Simdi Chernoff esitsizligini kullanma zamani. Bu amacla § = 21 — 1 tanimladigimizda, Chernoff esitsizli-
U

giyle su sonuca ulasiriz:

5 _ (2w

[p(X ny _ __2#— —2+2l_1 — 4ut2n
>5)—P(X>(1+5)u)§e2+5—e o=e W €))

sonucuna ulasiriz. (0 < ¢ < (0, 5)n olmasindan 6tiirii & > 0 oldugunu ve Chernoff esitsizligini kullanabil-
digimizi gozlemleyin.) Burada son basamakta birkac basit hesap yaptik, detaylar sizde. Bu noktaya kadarki
ilermeyi not diismemiz giizel olabilir.

Toplumun nihai kararinin dogru olmasi olasiligi P (X > %), su esitsizligi saglar:

n 2

_(2%f )

P (X > E) <e *Tiaptm
5) <

Simdi iki farkli 6zel duruma bakacagiz.

« Diyelim ki 6nceki boliimlerdeki gibi p;’lerin her biri sabit bir p € [0,1/2) reel sayisina esit. Bu
durumda, ufak tefek islemlerin ardindan

P(X > g) < AT

oldugunu goriiriiz. Buradan da bdylesi sabit bir p degeri durumu icin »n artarken toplumun dogru
karara ulagmasi olasiliginin sahiden de 0’a dogru yaklastigini gozlemlemekteyiz.
« Simdi de p;’lerin farkh olabilecegini ama bollimiin baginda varsaydigimiz gibi

supp; < p, <1/2
jeN
oldugunu diisiinelim. Bu durumda,

n
p=, pj<np,
j=1

olacaktir. Bu esitsizligi, (1) numarali ifadede ulastigimiz asli esitsizlik i¢in bir {ist sinir bulmakta

kullandigimizdaysa, Jr—— B ( (122 )n

P (X > E) < e 4npit2n — p 4ps+2
5) =

_ 2
esitsizligine ulagiriz. Burada % > 0 olmasindan 6tiirii, toplum tarafindan dogru kararin ¢ikmasi

P+
olasiligi kisi sayisi artarken yine iistel olarak 0’a dogru yakinsamakta!

4.2. * Chernoff esitsizliginin ispati

Bu boliimde meraklilari icin Chernoff esitsizliginin standart bir ispatina deginecegiz. Bu ispat da gorece
teknik ve dileyenler onceki tartismamizi oldugu gibi bu kismi da ilk okumada atlayabilir. Ispatta kullanilacak
ve gorece daha temel olan Markov esitsizligi ve kalkiiliis kokenli bir esitsizligi ispatina yer vermeden sadece
ifade edecegiz.
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Teorem 2. (Markov esitsizligi)

X, negatif degerler almayan bir rassal degiskense, her t > 0 icin,

pCx > 1) < EX1

esitsizligi dogrudur.

Onerme 1.
d pozitif bir reel saytysa su esitsizlik dogrudur:

2

5
-Q1 In(1 <- :
6—(1+6)In(1+9) < o

Simdi Chernoff esitsizligini hatirlayip ispatina odaklanabiliriz.

Teorem 3. (Chernoff esitsizligi)

Xy, ..., X, bagimsiz Bernoulli rassal degiskenlerivei = 1,...,nicin p; = P(X; = 1) olsun. X = Z?:l X;ve
u = E[X] tamumlayalim. Bu durumda herhangi bir § > 0 icin,

—82u

PX > 1+ 8w <ers

esitsizligi dogrudur.

Kamit. t > 0 olsun. X;’lerin bagimsiz oldugunu aklimizda tutup, Markov esitsizligi ve 1 + a < e“ esitsizli-
ginden yararlanip, bir takim basit islemler gerceklestirerek su sonuca ulasiriz:

t tY X
PX > (1+ 8w E[e™] _ Ele ]

P(X > t(1+ ) = P(etX > ef(1+5)/l) <

et0+8u — pt(1+0)u
n 3 n n
_ Hi:l [E[etXl] _ Hizl(piet +1- pl) _ Hi;l(l + pi(et - 1))
- et+ou et 43 - et 1+
n pi(et—l) )yt ; t_
Il _ e@-DXp _ e =y _ (D146
et(1+8)u el(1+0)u el(1+8)u '

Ele'Zimi %] E[TIL e [T, Ele™] . ... - o
T = gt = ateen esitligine ulagsmak icin kullanilmistir.) Simdi

en sagdaki {ist sinir ¢ iizerinden optimize etmek gerekli. Bu amacla ¢, = In(1 + J) yerlestirip iist sinir1

hesapladigimizda, P(X > (1 + 8)) < eHO-1+8)n(1+8))

(Bagimsizlik varsayimi,

buluruz. Onerme 1’deki esitsizlik kullanildigindaysa iddiamiz ispatlanmus olur:

—52u

PX >0 +6)u) <ezws.

5. Sonuc¢

Bu yazida ii¢ kisilik bir ailenin oy cokluguna gore verecegi bir karar icin yazdigimiz bir bulmacayla baslayip
soruyu geniglettik ve hatali kararlar vermeye meyilli insanlar bir araya gelip bir karara vardiklarina hata
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yapma olasiliklarinin daha da arttifini gozlemledik. Bu noktada okur peki dogru karar vermesi olasilig1
0, 5’ten biiyiik olan insanlar da olsaydi ne olurdu diye merak edebilir. Bdylesi bir durumu analiz etmek gibi
bir niyetiniz olursa n kisinin oldugu bir durumda dogru karar vermesi olasilig1 0, 5’ten diisiik olan kisilerin
h,(n) tane, 0, 5’ten biiyiik olan kisilerin h,(n) tane oldugunu varsayip h;, h, fonksiyonlari ve bu iki gruptaki
bireylerin olasiliklar tizerinde cesitli varsayimlar yaparak yine ilginc sonuclara ulasabilirsiniz. Tabii isler
gittikce tekniklesip profesyonel matematik sinirlarina yaklasmakta. Bununla beraber dilerseniz bilgisayar
yardimiyla cesitli denemeler yapip gozlemlerde bulunabilir, sanilar ortaya atabilirsiniz. Oy cokluguna dayali
karar verilen durumlarla karsilastiginizda, hatali kararlar vermeye meyilli insanlarin etrafinizda az olmasi
dileklerimle!

Tesekkiir. Yazinin son halinin iizerinden gidip faydali yorumlarda bulunan Erdem Efe Delen’e tesekkiir
etmek isterim.
B Kaynaklar

[1] Islak, Umit. Olasilik Teorisine Kisa Bir Giris, Matematik Diinyasi Dergisi, 2023.

[2] Islak, Umit. Temel Olasilik Teorisi ve Istatistik I. Nesin Yayincilik, 2022.
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Insanoglu her zaman gelecegini merak etmis, hayatta onu neler bekledigini 6grenmek igin tiirlii yollara
basvurmustur. Ancak hi¢cbir zaman tam anlamiyla gelecegini gormeyi basaramamis, gelecegin getirdigi
belirsizligin yiikiinden kurtulmak icin cabalayip durmustur. Oguz Atay ise Tutunamayanlar eserinde insan
hayatinin tahmin edilmesinin aslinda miimkiin olabilecegini matematiksel yollarla kurgulamistir: “Hayatin
Koordinatlari deyiminden kisaca sunu anliyoruz: bir insanin, belirli bir zamanda, belirli bir yerde ve belirli
sartlar altinda ne yapnus oldugunu bilirsek bu bilinenlerle, yani hareket ve zaman boyutlarinin dnceden
tesbiti ile, bu verilere dayanarak yazilan ve sabit katsayilari, o insanin tayin edilmis ozellikleriyle belirlenen
denklemlerin, zaman degiskenine gore cizilen egrileri, bize o insamin ileride ne gibi sartlar altinda ne yapacagini
gosterir. Simdiye kadar yaptigim incelemeler, dokuz bilinmeyenli, yani dokuz eksenli bir sistemde bir insanin
biitiin hayatimin denkleminin yazilabilecegi ve buna istinaden de hayatin koordinatlart metoduyla varliginin
ifade edilebilecegi merkezindedir. Bdylece, insan hayatina ait biitiin meselelerin énceden, yani yasanmadan,
coziilebilmesi imkdan dahiline giriyor.”

Atay, boylelikle insan1 matematiksel boyutlara tagimis ve gelecegini tahmin etmek i¢in kurdugu sisteme
“Hayatin Koordinatlar1” adini vermistir. Hayatin koordinatlari sistemine gore insanin belirli zamanda, belirli
yeri ve belirli hareketi bilinirse gelecekte yasanacaklarin tahmin edilmesi, hatta olaylarin ¢oziilebilmesi
imkan dahilindedir. Peki ya hayatin koordinatlari nasil miimkiin olabilir?

Aslinda Oguz Atay’in kurdugu hayatin koordinatlariyla insani bir vektor seklinde yazip diferansiyel denk-
lemlerle gelecegini hesaplamak miimkiin olmalidir. Atay’in ileri siirdiigii bu diisiinceyi matematiksel
boyuta tasiyacak olursak, insan1 dogal olarak zamana bagli olarak degisen bir fonksiyon olarak ifade etmek
milmkiindiir. Zamani ¢, insanin o zamandaki durumunu x(t¢) ve davranislarini belirleyen fonksiyonu da
f ile gosterelim. Boylelikle insanin degisimi Ccii_)tc = f(t,x(t)) seklinde yazilabilir. Bu gosterimde x(¢) tek
bir say1 degil, cok degiskenli bir vektordiir. Clinkii insan yalnizca tek yonlii bir varlik degildir. Psikolojik
durumu, sosyal cevresi, gecmis deneyimleri, ekonomik kosullari, aliskanliklar1 ve daha bircok etkenin ayni
anda var olmasiyla degisim gosterir. (Bu etkenlerin hepsi f fonksiyonunun i¢indedir.) Bu nedenle insan

x(t) = (x1(t), x5(1), ... , x,,(t)) seklinde yazilir. Bu vektor gosterimi de Atay’in bahsettigi dokuz bilinmeyenli
sisteme karsilik gelir.

Artik insan davranisi bir diferansiyel denklemle ifade edilmis olur. Ancak bu denklemde her zaman sabit
katsayilar yer alamaz. Sabit katsayili bir denklemle modelleme yapilmasi durumunda davranig zamandan
ve dis etkenlerden bagimsiz bir sekilde ayni ilerlemelidir. Ancak insanin davranisini etkileyen seyler sik sik
degisim gosterebilir ve bu nedenle denklemdeki katsayilar da degisken olmalidir.

Simdi belirttigimiz gosterimleri kullanarak insan hayatini bir Cauchy, baslangi¢ deger problemi biciminde
yazabiliriz:

dx
E = f(t,X)

x(ty) = xo

14
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Burada t zamani, x(¢) insanin o zamandaki durum vektoriinii ve f(, x) ise insanin bulundugu kosullara
gore davraniginin nasil degistigini belirleyen davranis fonksiyonunu gosterir. Bu problemde baslangi¢ kosulu
olan x(ty) = x, ifadesi, Oguz Atay’in hayatin koordinatlari sisteminde bahsettigi belirli zamanda, belirli
yerde ve belirli sartlar altinda bulunan insanin baslangi¢ kosullarini temsil eder niteliktedir. Ancak insan
hayatini bir diferansiyel denklem héalinde yazabilmek ve bir Cauchy baglangic problemi halinde belirtmek
bu problemin ¢oziiliip, insanin hayatindaki bir sonraki durumun tahmin edilebilecegini kesinlestirmez.
Bunun kesinlesmesi ise Cauchy-Picard Teoremi’nin saglanmasi ile miimkiindiir.

Cauchy-Picard (Temel Varlik ve Teklik) Teoremi bize sunu sdyler:

dy
E - f(x,Y)

Y(Xo) = Yo

baslangi¢ deger problemini ele alalim. (x, y,) noktasiniigeren R : [x,—a, Xy +a] X[y, —b, yo + b] seklinde
kapali bir dikdortgen olsun. Eger, f(x,y) fonksiyonu R iizerinde siirekli ise, ve f fonksiyonu y degiskenine
gore Lipschitz kosulunu saglarsa, yani V(x, y;), (x,¥,) € Rigin | f(x, y;)— f(x,y,)| < L|y; —y,| esitsizligini
saglayacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa, bu baslangi¢ deger probleminin x,’in ¢evresinde |x — x,| < h
olacak sekilde tanimli bir ¢6zlimii vardir ve bu ¢oziim tektir. Yani Cauchy-Picard Teoremi’nin sonucu
olarak siirekliligin ¢oziimiin varligi icin yeterli oldugunu ve Lipschitz kosulunun ¢éziimiin tekligini
garanti ettigini soyleyebiliriz. Bu iki kosulun var olmasi durumunda da denklem hem ¢oziiliir hem de bu
¢cOziim tektir.

Hayatin koordinatlari icin; t zamani, x(t) insanin o zamandaki durum vekt6riinii ve f(t, x) ise insanin
bulundugu kosullara gére davranisinin nasil degistigini belirleyen davranig fonksiyonu olacak sekilde

dx

E - f(ts x)

x(to) = Xo
sagladigini gosterirsek hayatin koordinatlariyla insanin geleceginin tahmin edilmesinin imkéan dahilinde
oldugunu gérmiis oluruz ve Oguz Atay’in kurdugu sistem gelecegi bilmeyi miimkiin kilar. Ancak insan dav-
ranigini belirleyen f(t, x) fonksiyonunun Cauchy-Picard Teoremi’nin kogullarini saglamasi gercek hayatta
miimkiin degildir. Insanin davranislarina etki eden duygusal degisimler, travmalar, dis etmenler, gevresel
kosullar, ani karar degisiklikleri hicbir zaman sabit degildir. En iyi durumda bile en kiiciik dalgalanmalara
yol agarlar. Bu da insan davranisinin siirekliligini bozar. Bu nedenle f(t, x) fonksiyonunun R bélgesinde
siirekli olmasi ihtimal digindadir. Siireklilik saglanmadiginda ise Cauchy-Picard Teoremi’ne gore ¢coziimiin
varlig1 garanti edilemez.

baslangi¢ problemidir. Simdi eger bu baslangi¢ probleminin Cauchy-Picard Teoremi’ni

Bunun disinda insanlarin en ufak degisimlerde bile gosterdikleri tepkiler beklendigi gibi olmayabilir. En
ufak bir haberde, olayda cok biiylik tepkiler gosterebilen insan, biiyiik bir kaos aninda hicbir tepki dahi
vermeyebilir. Bu durum da f(t, x) fonksiyonunun x degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglamasini
ihtimal dis1 kilar. Lipschitz kosulu, sistemdeki en kiiciik bir degisimin ¢iktida da kiiciik ve kontrollii bir
degisime yol agmasini ister, fakat insan davranisindaki degisimler kosulu saglayacak L sabitinin varligini
imkansiz kilar. Yani |x; — x,| cok kiiciik bir olay1 temsil etse bile | f(¢, x;) — f(¢, x,)| ¢ok biiyiik bir tepkiye
karsilik gelebilir. Bu da Lipschitz kogsulunu saglayan L sabitini devre dis1 birakir. Insan igin Lipschitz kosulu
saglanmadiginda ise ¢coziimiin tekligi ortadan kalkmis olur, yani hayatin koordinatlarinda insanin belirli
zaman ve durumda birden fazla seyi ayni anda yasiyor olmasi gerekir. Bu ise zaten miimkiin degildir.

Hayatin koordinatlarini belirleyen f(¢,x) fonksiyonun Cauchy-Picard Teoremi’ni saglamasi miimkiin
degildir. Bu da demektir ki Oguz Atay’in hayatin koordinatlar: sistemiyle insanin geleceginin tahmin
edilebilmesi matematiksel olarak imkénsizdir. Ciinkii ¢dziimiin varlif1 insan yasamiyla garanti edilemez,
var olsa dahi tekligi saglanamaz.

Insanin hayati matematiksel yontemlerle bir fonksiyon halinde yazilip, bir denklem ile geleceginin hesap-
lanmasi miimkiin olsa da yasamin kosullari, hayatin dalgalari; Atay’in “... Baylece, insan hayatina ait biitiin
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meselelerin d6nceden, yani yasanmadan, coziilebilmesi imkdn dahiline giriyor.” s6ziindeki imkan dahilini
ortadan kaldirir. Insan yasamini etkileyen kosullar1 sabit, verdigi tepkiler ayni olan bir varlik olsaydi gelecegi
matematiksel yontemlerle hesaplanabilirdi, ancak bu durumda insan, insan olmazdi.

B Kaynaklar

[1] Atay, Oguz. Tutunamayanlar, Iletisim Yayinlar1 2021.

[2] Ross, Shepley L. Differential Equations, John Wiley & Sons 1984.
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Hic size tipatip benzeyen ancak aranizda higbir kan bag1 olmayan birine, yani bir doppelgdngere rastladiniz
m1? Avrupa mitolojisinde bu karsilagsma, yaklasan bir felaketin habercisi ve bir ugursuzluk olarak kabul
edilirdi. Ciinkii 6ziinde, birey olarak benzersizligimize duydugumuz inancin temelden sarsilmasi demekti.

Peki ya bu benzersizlik yanilgisi, yalnizca insanlara 6zgii degilse? Ya icinde yasadigimiz devasa veri ev-
reninde, size 0zel bir fotografin, kritik bir belgenin veya gizli bir formiiliin, tamamen alakasiz bagka bir
veriyle tipatip ayni dijital parmak izine sahip olmas1 miimkiinse? Iste bu, bir efsane ya da bir tesadiif degil,
matematigin en temel prensiplerinden biri olan Giivercin Yuvasi Ilkesi’nin dogrudan bir sonucudur.

Bu yazida, matematigin bu zarif ilkesinden yola cikarak, olasiliin sasirtici diinyasina adim atacagiz.
Ardindan, bu fikirlerin dijital cagin goriinmez koruyuculari olan hash fonksiyonlariyla yollarinin nasil
kesistigini kesfedecegiz. Boylece, basit bir mantik oyunundan dogan matematiksel bir kavramin, modern
diinyanin dijital glivenligini ayakta tutan temel taglarindan biri haline nasil geldigini gdérmiis olacagiz.

m Giivercin Yuvasi ilkesi

Giivercin Yuvasi Ilkesi, kombinatorigin en temel ilkelerinden biridir ve son derece basit bir gercegi ortaya
koyar:

n > molmak iizere, n adet nesne m farkli kutuya yerlestirilirse, en az bir kutuda birden fazla nesne
bulunmak zorundadur.

Ya da 6zel olarak, elimizdeki giivercin sayis1 yuva sayisindan fazlaysa, en az bir yuvay1 birden fazla giivercinin
paylasmasi kacinilmazdir.

Bu fikir ilk olarak 17. yilizyilda Fransiz matematik¢i Jean Leurechon tarafindan ortaya atilmistir. Ancak,
bilim diinyasinda sikca rastlanan ve Stigler Yasasi (N1) olarak bilinen adlandirma egilimine de uygun
olarak, Alman matematik¢i Dirichlet’ye atifla Dirichlet’in Cekmece Ilkesi olarak bilinir.

Simdi, bu ilkenin ne kadar giiclii ve derin cikarimlar barindirdigini anlamak i¢in asagidaki 6rnegi birlikte
inceleyelim.

Ornek: Tiirkiye’de yasayan her insanin farkli sayida sac teline sahip olmas1 matematiksel olarak imkansizdir.
Yani, bir yerlerde sizinle tam olarak ayni sayida sag teli olan birileri mutlaka vardir.

Bu iddiay1 ispatlamak icin 6nce yuvalarimizi ve giivercinlerimizi belirleyelim.

Bilimsel arastirmalar bir insanin basinda yaklasik 100.000 ila 150.000 sag¢ teli oldugunu soyler. O halde,
olasi sac teli sayis1 seceneklerimiz sunlardir: O sac teli, 1 sag teli, 2 sag teli, ..., 150.000 sag teli. Bu bize
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toplam 150.001 adet farkli yuva verir. Bu yuvalara yerlestirecegimiz giivercinler ise, Tiirkiye’de yasayan
yaklasik 85,7 milyon kisidir.

Simdi elimizde 85,7 milyon giivercin ve sadece 150.001 yuva var. Giivercin sayimiz yuva sayimizdan katbekat
fazla. Demek ki Giivercin Yuvasi ilkesi’ne gore, iilkenin bir yerlerinde sizinle tam olarak ayni sayida sac
teline sahip en az bir kisi olmak zorundadir.

B Dogum Giini Paradoksu

Giivercin Yuvasi Ilkesi, nesne sayisi kutu sayisini astifinda bazi nesnelerin ayni kutuya diismek zorunda
oldugunu sdyleyerek, cakismanin kaginilmazhigini garanti eder. Ancak bu ilkenin Gtesinde, cok daha
sasirtici bir durum vardir. Bazen bir ¢cakisma olasiligl, kacinilmazlik icin gereken sayiya ulasmadan ¢ok
daha once dikkate deger bir Olciide yiikselir. Bu olguyu gozler dniine seren en giizel 6rnek Dogum Giinii
Paradoksudur.

Giivercin Yuvasi Ilkesi’ni dogrudan uygular ve 365 giinii yuvalar, insanlari ise giivercinler olarak kabul
edersek, 366 kisilik bir grupta en az iki kisinin ayn1 dogum giiniinii paylasmasinin kaginilmaz oldugunu
sOyleyebiliriz. Dogum giinii paradoksunun ortaya koydugu sasirtici gercek ise, cakigsma olasiliginin %50’yi
asmasi i¢in yalnizca 23 kisinin yeterli oldugudur.

Peki, sezgilerimize aykir1 gelen bu durum nasil agiklanabilir? Buradaki kilit nokta, paradoksun “Gruba
yeni katilan biri benimle ayni dogum giiniine sahip mi?” sorusunu degil, “Grupta herhangi iki kisinin ayni
dogum giiniinii paylagsma olasilig1 nedir?” sorusunu sormasidir (N2).

Bu ikinci sorunun anahtari, potansiyel ¢ift sayisinin kisi sayisindan cok daha hizli artmasidir. Yani grupta:

« 2 kisi varsa kontrol edilecek sadece 1 cift,
« 3 kisi varsa, 3 cift (A, B ve C Kkisileri icin, (A,B), (A,C), (B,C)),

23 kisi varsa, 22 = 253 farkl cift vardir. (Burada, n kisilik bir gruptan 2 kisilik ka¢ farkl cift
n(n—1)

olusturulabilecegini hesaplamak icin kullanilan (;’) = kombinasyon formiiliinii hatirlayalim.)

Her bir cift, bir dogum giinii ¢cakismasi icin yeni bir firsattir. 253 farkli deneme yapmak, olasilig1 hizla
%50’nin iizerine tasir.

Genel bir kural olarak, olasi sonuglarin sayisi K ise, bir cakismanin gerceklesme olasiliginin %50’yi asmasi
icin yaklagik olarak \/E deneme yapmak gerekir (N3).

Peki bu prensip dijital evrenimizin temel taglarindan biri olan kriptografi ile nasil iligkilidir? Bu sorunun
cevaby, dijital parmak izi olarak da bilinen hash fonksiyonlarinda saklidir.

Hepimizin de bildigi gibi, giiniimiiz diinyasinda verilerimiz — fotograflarimiz, yazismalarimiz, bankacilik
islemlerimiz— dijital formda saklanir ve paylasilir. Bu devasa veri akisinda, bir mesajin yolda degistirilmedi-
ginden, indirdigimiz bir yazilimin orijinal olup olmadigindan ya da bir dosyanin igeriginin bozulmadigindan
nasil emin olabiliriz? Iste bu noktada, verilerin parmak izi niteliginde essiz bir kimlik tasimasi hayati dere-
cede 6nemlidir ve kriptografik hash fonksiyonlar1 tam olarak bu ihtiyaca cevap verir.

Bu fonksiyonlar, degisken uzunluktaki herhangi bir veriyi alip, onu sabit uzunlukta bir veriye (yani 0 ve
1’lerden olusan sabit uzunlukta bir diziye) doniistiiriir. Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse, d sabit
bir bit sayis1 (6rnegin 128, 160 veya 256 bit) olmak iizere, bir H hash fonksiyonu H : {0,1}* — {0,1}¢
biciminde tanimhidir. Burada {0, 1}* keyfi uzunluktaki tiim olasi girdilerin (metinler, fotograflar, dosyalar
vb.), {0, 1}¢ ise d-bit uzunlugundaki ciktilarin kiimesini gosterir.

Hash fonksiyonlar1 parola giivenliginden dosya biitiinliigiine, dijital imzalardan blokzincir teknolojisine
kadar pek cok kritik uygulamanin temelini olusturur. Ornegin, internetten bir program indirdigimizde
gordiigliniiz o anlamsiz karakter dizisi, dosyanin dijital parmak izidir. Bu sayede dosyanin orijinal ve
degistirilmemis oldugunu saniyeler icinde dogrulayabiliriz.
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Sekil 1. Ubuntu MATE Indirme Sayfasi ve SHA256 Hash Fonksiyonu

Yiizlerce sayfadan olusan bir sézlesmeye atilan dijital imzalar, belgenin tamamini sifrelemek yerine, cok
daha kiiciik olan hash degerini sifreleyerek hem giivenligi hem de verimliligi garanti altina alir. Bitcoin ve
benzeri kripto paralarin temelini olusturan blokzincir teknolojisi ise, her bir blokta énceki blogun hash
degerini saklayarak kirilmasi neredeyse imkansiz bir giiven zinciri olusturur.

Hash fonksiyonlarinin en yaygin ve vazgecilmez kullanim alanlarindan biri de parola korumasidir. Bir web
sitesine {iye olurken girilen sifreler acik metin halinde veri tabanina kaydedilmez; bunun yerine sifrenin
hash degeri saklanir. Boylece kotii niyetli bir saldirgan veri tabanina erigse bile, sifrenin kendisini degil,
geri dondiiriilemez (N4) matematiksel golgesini ele gecirmis olur. Iste bu tek yonliiliik 6zelligi sebebiyle,
unuttugumuz bir parola bize yeniden gonderilerek degil de ‘sifrenizi sifirlayin’ secenegiyle yenilenebilir.
Sistem bile orijinal sifreyi bilmez, sadece girilen sifrenin hash degerini dogrular.

Giintimiizde en yaygin kullanilan ve en giivenli hash algoritmalarindan biri SHA-256 (Secure Hash Algo-
rithm 256-bit)dir. Bu algoritma herhangi bir veriyi bir dizi zincirleme matematiksel iglemden gecirerek 256
bitlik bir hash {iretir.

Ornegin ‘hacettepe’ girdisinin SHA-256 degeri:
d3d52d1£f1e73d151637c610fe21£6910d8bd64£d3956eb3a7cea’9e656d4cfdl
bicimindedir (N5).

Hash fonksiyonlar1 Cig Etkisi (Avalanche Effect) olarak bilinen bir 6zellige sahiptir. Bu 6zellige gore, orijinal
veride yapilan kiigiik bir degisiklik bile tamamen farkli bir hash degeri iiretir. Ornegin sadece ilk harfi
degistirerek elde ettigimiz ‘Hacettepe’ girdisinin SHA-256 degeri,

72ea48626f122b8cf0ac2396b86acaf0e58076£3a1b41b39cae351£825fb91d2
gibi bambagka bir dizi olacaktir.

SHA-256 gibi hash fonksiyonlari dijital parmak izi islevi gorseler de yapilari geregi bazi matematiksel sinirli-
liklar1 bulunmaktadir. Bu fonksiyonlar her zaman sabit uzunlukta bir cikti iirettikleri icin, iiretebilecekleri
tlim olasi ¢iktilarin sayisi sinirhidir. Ornegin SHA-256 icin bu deger 225¢°dir (N6). Bu say1 yaklagik 1.15x 1077
gibi akil almaz bir biiylikliikte olsa da sonludur.

Ote yandan, olas tiim girdilerin kiimesi teorik olarak sonsuzdur; ¢iinkii mevcut bir veriye sadece bir harf,
bir piksel veya bir bit ekleyerek yeni bir girdi yaratmak miimkiindiir. O halde, Giivercin Yuvasi lkesi’ne
gore, sonsuz sayida girdi (giivercin) ve sonlu sayida ¢ikti (yuva) oldugundan, en az iki farkl girdinin ayni
SHA-256 degerine sahip olmasi kacinilmazdir (N7).

Ancak bu dijital doppelgdngerlar teorik olarak var olsalar da, pratikte bulunmalari son derece zordur. Ciinkii
Dogum Giinii Paradoksu’na gére, SHA-256'da %50 carpisma olasiigina ulasmak icin yaklastk 1/2256 = 2128
deneme yapmak (N8) gereklidir ve bu say1 astronomik biiyiikliiktedir. Diinyadaki tiim bilgisayarlar saniyede
milyarlarca hash iiretse bile, bu kadar deneme icin evrenin yasini bile katbekat asan bir siire gerekir.
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Bu nedenle SHA-256 gibi modern hash fonksiyonlarinin pratikte carpisma direncine sahip oldugu kabul
edilir. Matematiksel doppelgdngerlar teorik olarak hep var olacak olsalar da, onlar1 bulmamizi engelleyen o
devasa say1 duvari, dijital evrenimizin (en azindan su an i¢in) en biiylik giivencesidir.
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m NOTLAR

(N1) Stigler’in Eponim Yasasi, buluslarin ve kesiflerin genellikle orijinal kasifinin adin1 almadigini 6ne
stirer. Tipki bu fikrin aslinda Robert K. Merton’a ait olup, Stigler Yasasi olarak bilinmesi gibi.

(N2) Ilk soruda karsilastirma hedefi sabit ve tektir. Ornegin dogum giiniimiiz 7 Temmuz ise, gruptaki
diger herkesi sadece bu tek tarihle karsilastiririz. Odaya giren herhangi bir kisinin dogum giiniiniin
tam olarak 7 Temmuz olma olasilif %’dir, yani oldukga diisiiktiir. Ikinci soruda ise ortada belirli bir
tarih yoktur. Herhangi bir eslesmenin olmasi yeterlidir.

(N3) \/E kurali, Dogum Giinii Paradoksu’nun altinda yatan karmasik matematiksel formiillerden elde
edilen bir yaklasimdir. Bu yaklasim, K sayisinin ¢ok biiyiik oldugu durumlarda oldukga isabetli
sonuclar verse de, K = 365 gibi gorece kiiciik degerler icin gercek sonuctan sapmalar gosterebilir.
Dogum Giinii Paradoksu’ndaki 23 kisinin nasil elde edildigini gormek icin problemi tersten ele alalim.
Bunun i¢in, n kisilik bir grupta kimsenin ayni dogum giiniinii paylasmama olasiligin1 P(Cakigma Yok)
ile gosterelim. Bu durumda aradigimiz cakisma olasilign P(Cakisma Var) = 1 — P(Cakisma Yok)
olacaktir. Amacimiz, P(Cakigma Var) > 0.50 esitsizligini saglayan en kiiclik n tamsayisini bulmaktir.
n kisilik bir grupta hi¢ cakisma olmamasi olasiligini, odaya sirayla giren kisileri tek tek ele alarak
hesaplayabiliriz. Grup igcinde cakisma olmamasi icin, her yeni gelen kisi kendinden &nceki kisilerden
farkl bir glinde dogmus olmalidir. P(Cakisma Yok) degeri, bu adimlarin her birinin gerceklesme
olasiliklarinin ¢carpimidir.

1. Odaya giren ilk kisi i¢in, kimseyle cakismayan bir dogum giiniine sahip olma olasilig1 g = 1dir,
clinkii zaten odada kimse yoktur.
2. Ikinci kisinin birinci kisiden farkli bir giinde dogmus olma, yani dogum giinlerinin cakismamasi
olasilig1 2 dir.
365
3. Ugiincii kisinin, ilk iki kisiden farkli bir giinde dogmus olma olasilig1 29 dir.

4. n. kisinin, kendinden 0nceki n — 1 kisinin tamamindan farkl bir giinde dogmus olma olasilig1
365—(n—-1) _ 365-n+1

"dir.
365 365
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Dolayisiyla, hic cakisma olmama olasilig1 bu bagimsiz olaylarin ¢arpimidir:

365!
365 _ 364 _ 363 365—n+1 _ Gosn)
P(Cakisma Yok) = 22 X 362 X 302 X - X ——= e = 2o

O halde, n = 22 kisi icin P(Cakisma Var) ~ 0.4757 iken, n = 23 icin P(Cakisma Var) ~ 0.5073 olur.
Boylece n = 23 kisilik bir grupta, en az iki kisinin ayni1 dogum giiniinii paylasma olasilif1 %50’yi asar.

(N4) Bu ozellik on-goriintii direnci (pre-image resistance) veya tek yonliiliik (one-way property) olarak
adlandirilir. H bir hash fonksiyonu ve h bir hash degeri olmak tizere, H(m) = h olacak sekilde bir m
girdisi bulmanin hesaplama acisindan miimkiin olmadig1 (computationally infeasible) anlamina gelir.

(N5) Burada gordiiglimiiz 64 karakterlik hash degeri 16’11k say1 sisteminde yazilmistir ve her bir karakter 4
bitlik bilgiyi temsil eder. Dolayisiyla, d — 1101, 3 — 0011, 5 — 0101, ...seklinde ikilik say1 sistemine
doniistiiriiliirse, 64 x 4 = 256 bitlik bir dizi elde edilir.

(N6) Her bir bitin 0 veya 1 olmak iizere iki farkli ihtimali oldugu gz 6niine alindifinda, 2% ihtimal
oldugu kolayca goriilebilir.

(N7) 1ki farkli veri parcasinin, ayn1 hash fonksiyonundan gecirilmesi sonucu tamamen ayni hash degerini
tiretmesine ¢cakisma (collision) denir. Kriptografik hash fonksiyonlar1 icin bu durum, fonksiyonun
ideal 6zelliklerinden biri olan ¢akigma direncinin kirildig1 anlamina gelir ve ciddi giivenlik zafiyetle-
rine yol acabilir.

(N8) Burada “deneme yapmak”, genellikle kaba kuvvet (brute-force) saldirisi olarak bilinen bir yontemi ifade
eder. Bu siire¢ temelde su adimlardan olusur: Once rastgele bir veri girdisi (6rnegin bir metin, karakter
dizisi veya dosya) secilir. Bu girdinin hash degeri SHA-256 gibi bir hash fonksiyonu kullanilarak
hesaplanir ve bulunan deger daha sonra karsilastirmak iizere saklanir. Ardindan tamamen farkl
yeni bir girdi segilir ve onun da hash degeri hesaplanir. Bu yeni hash, daha 6nce kaydedilen tiim hash
degerleriyle karsilastirilir. Eger bir eslesme —yani bir carpisma— bulunursa islem sonlandirilir.
Ancak genellikle eslesme hemen bulunamaz. Bu durumda, birinci adima geri doniiliir ve tamamen
farkli yeni bir girdi secilerek ayni dongii (yani girdi se¢cme, hash hesaplama ve karsilagtirma islemi)
trilyonlarca, hatta katrilyonlarca kez tekrarlanir. Amac, astronomik sayidaki olasi girdinin i¢inden,
tesadiifen ayni hash degerini iireten iki tanesini bulmaktir. Hash fonksiyonu yeterince giivenliyse,
bu yontemle pratik bir carpisma bulmak hesaplama agisindan imkansiza yakin siireler gerektirir.
Carpismalarin pratikte bulunamamasi kritiktir. Ciinkii bir saldirgan, sizin imzaladiginiz mesru bir
dijital belgeyle ayni1 hash degerini tasiyan sahte bir belge iiretebilseydi, dijital imzaniz bu sahte belge
icin de gecerli olurdu. Bu durum ise, dijital giivenligin temel mekanizmalarinin tamamen ¢okmesi
anlamina gelirdi.
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Cok uzun zaman boyunca kiime teorisi Aristoteles’in 0,1 mantig1 ile ilerlemistir. Yani klasik kiime teorisinde,
evrensel kiimenin elemanlarinin bir kiimenin kesin olarak elemani olmasi ya da olmamasi durumu sz
konusudur. Oysa 1965 yilinda Zadeh’in ortaya attig1 “fuzzy kiime” kavrami, klasik kiime teorisini de
kapsayan, ancak daha genis ve gercek hayata daha yakin bir anlayis sunmustur. Fuzzy (bulanik) Kiime
teorisinde bir elemanin (bir nesnenin) bir kiimeye kesin ait olmak ya da kesin ait olmamak gibi keskin bir
cizgisi yoktur.

Burada, bir nesne bir kiimeye belirli bir derecede aittir ve ayni1 zamanda belirli bir derecede de ait degildir.
Matematigin gerceklerle, hayatla ve hatta duygularla bile ortiisebildigi bir teori olmasindan 6tiirii bu
yazida “fuzzy kiimeler” ile ilgili genel bilgiler verilecek ve bunlarin hayatla 6zdeslestigi noktalara dikkat
cekilecektir.

B Fuzzy (Bulanik) Kiimeler ve Uyelik Fonksiyonlari

Giris kisminda bahsedildigi iizere, fuzzy kiimeler keskin sinirlar1 olmayan, birgok alana (Miihendislik,
Uygulamali Matematik, Fizik, Psikoloji vb.) uygulanabilen ve bu sayede daha esnek ve daha kapsamli
bilgilere ulagabilmemize araci olan kiimelerdir. Bu kiimeler i¢in bir nesnenin %100 ait olma ya da ait
olmama durumu s6z konusu olmadigindan, o kiimeye ne kadar ait oldugunu tanimlayabilmek icin “iiyelik
fonksiyonlar1” kullanilir.

Klasik kiime teorisinde, bir A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

(x) = 1, XEA,
XaAX) =100, x¢A.

seklinde tanimlanir. Burada X, A kiimesini iceren evrensel kiimeyi, x ise X’in keyfi bir elemanini ifade
etmektedir. Yani karakteristik fonksiyon, evrensel kiimenin elemanlarini ya 0 ya da 1 degerine gotiiriir. Bu
degerler, klasik mantiktan otiiriidiir. Klasik mantikta bir sey ya totoloji (1) ya da celiskidir (0). Ya dogru,
ya da yanlis. Dolayistyla klasik kiime teorisinde bir eleman ya kiimeye aittir ya da degildir; baska bir ara
durum s6z konusu degildir.

Bu durum, karakteristik fonksiyonun matematiksel olarak
xa(x) 1 X — {0, 1}
seklinde ifade edilmesini saglar.
Vx € X icin y4(x) = Oise x elemani A kiimesinin bir elemani degildir. y 4,(x) = 1 ise x elemani A kiimesinin

bir elemanidir.
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Eger karakteristik fonksiyonun deger kiimesi {0, 1} yerine [0, 1] aralifina genisletilirse, bir elemanin
kiimeye ait olma durumu dereceli olarak ifade edilebilir hale gelir. Bu genisletme sonucunda elde edilen
fonksiyona “liyelik fonksiyonu", bu fonksiyonla tanimlanan kiimeye ise “fuzzy kiime" ad1 verilir. Beklenil-
digi tizere fuzzy kiimeler, klasik kiimelerin cok daha fazlasini kapsayan bir yapiya sahiptir.

Bu durumda bir fuzzy kiimenin iiyelik fonksiyonu
pa(x) 1 X — [0, 1]

seklinde tanimlanir. Burada u,(x), x elemaninin A fuzzy kiimesine ait olma derecesini gosterir. Bu bakim-
dan klasik kiimeler, iiyelik fonksiyonlarinin yalnizca 0 ve 1 degerlerini aldig1 6zel fuzzy kiimeler olarak
degerlendirilebilir.

Buradan itibaren w4 (x) tiyelik fonksiyonunu hem Kklasik kiimeler hem de fuzzy kiimeler icin kullanacak
olursak, bir A klasik kiimesi

A={xeN:1<x<3}={1, 2, 3}
seklinde ifade edilirken, bunu iiyelik fonksiyonu ile su sekilde de gosterebiliriz:
A={(ualx), x) : xe N} ={(1, 1), (1@, 2), (1, 3), (0, x) : xEN, x >4}.

Burada (u4(x), x) ile kastedilen, x nesnesinin A kiimesine w4(x) derecede ait olmasidir. Kiime klasik
oldugundan, 1 ve 3 dahil olmak {iizere, 1 ile 3 arasindaki dogal sayilarin bu kiimeye ait olma derecesi 1'dir;
yani kesin olarak A kiimesinin elemanidirlar. Buna karsilik, A kiimesine ait olmayan elemanlarin iiyelik
derecesi 0’dur.

Fakat bir B fuzzy kiimesi tanimlayacak olursak, bu keskin sinirlar kismen ortadan kalkar.
B = { 2’ye yakin reel sayilar}

kiimesini diislinelim. Artik alisageldigimiz kiime teorisi biraz daha farklilasiyor. Herhangi bir sayinin 2’ye
yakin olup olmadigina nasil karar verirsiniz? Ne derece yakinliktan bahsediyoruz? 2.99 ya da 3.243 bu
kiimenin eleman1 m1 yoksa degil mi? Iste tiim bu sorularin yanitini verecek olan sey, "bu kiimenin hangi
iiyelik fonksiyonuna sahip oldugu"dur. Ciinkii hazir olun, aslinda tiim reel sayilar artik bir derecede bu
kiimenin bir elemani ve bir derecede de bu kiimenin elemani degil.

x—1, x€][1,2]
ug(x)=1 3—x, x€(2,3]
0, diger x’ler

tiyelik fonksiyonuna bakalim. uz(2) = 1. Yani 2’nin B kiimesinin eleman1 oldugu kesindir. Kiime klasik
olsaydi da 2’nin B kiimesinde olacagini tahmin edebilirdik. 3’ten biiyiik reel sayilar icin iiyelik derecesinin
0 oldugu da acikca goriilmektedir. Bu da, klasik kiime teorisinde oldugu gibi, 3’ten biiyiik reel sayilarin bu
kiimenin eleman1 olmamasi anlamina gelir. Ve iste isin eglenceli kismi da 1 ile 3 arasindaki degerler icin
basliyor. Ornegin (uz(2.99), 2.99) = (0.01, 2.99) olup, 2.99 sayis1 B kiimesinin 0.01 derecede bir elemanidir.
Bagka bir deyisle, bu say1 kiimeye ¢ok diisiik bir derecede aittir. Goriildiigii iizere baz1 degerler icin kesin
olarak eleman olmak ya da olmamaktan s6z etmek miimkiin degildir.

Fuzzy Kiime Teorisi matematige ¢ok biiyiik ve 6nemli bir bakis acis1 katmistir. Ciinkii artik matematigin
“fuzzy (bulanik)” yaklasimi, gercek yasamda “keskin” sinirlar nedeniyle dl¢iilemeyen pek ¢cok durumu
O0lcmeye ve bu durumlara uygulanmaya olanak tanimaktadir.
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Oyle ki eskiden mutlu olmak ya da olmamak varken, artik biraz mutlu olmay1 ve biraz da mutsuz olmay1
matematiksel olarak ifade etmek miimkiin! Ne derler? Bir yerde hem var olup hem var olmamak pek de
olas1 degildir. Oysa belki oldugunuz yer biraz da “fuzzy” dir.

m Bir Fuzzy Kiimenin Onemli Kavramlari

Fuzzy kiimelerin gercek yasam problemlerinde nerelerde ve nasil kullanildigini anlayabilmek icin bazi
temel kavram ve tanimlara deginmek gerekir. Simdi bir fuzzy kiimenin a-kesimleri, destegi, cekirdegi ve
yiiksekligi kavramlarina bakalim.

X evrensel kiimesi tlizerinde tanimli A fuzzy kiimesi verilsin. « € [0, 1] olmak iizere, iiyelik degeri o
degerinden biiyiik veya esit olan x € X elemanlarinin olusturdugu kiimeye, A fuzzy kiimesinin a-kesimi

denir ve
Ag ={x 1 pa(x) 2 a}
seklinde gosterilir.

Benzer sekilde, iyelik degeri o degerinden kesin biiyiik olan x € X elemanlarin olusturdugu kiimeye ise
A fuzzy kiimesinin kesin a-kesimi denir ve

Ay = {x 1 palx) > a}

seklinde tanimlanir.

Bu tanimlar, fuzzy kiimelerin en 6nemli kavramlar1 arasindadir. Hem A, hem de A, kiimeleri keskin
(klasik) kiimelerdir ve a-kesimleri fuzzy kiimelerden klasik kiimelere gecisi saglar.

Uyelik derecesi sifirdan biiyiik olan tiim elemanlarin olusturdugu kiimeye A kiimesinin destegi denir.
Supp(A) veya S(A) ile gosterilir ve

Supp(A) ={x : pa(x) >0} = Ao,

klinde ifade edilir.
seklinde ifade edilir. Core(A) = {x : us(x) =1}

kiimesine A fuzzy kiimesinin cekirdegi denir. Cekirdek, Olciilen veya tanimlanan 6zelligi belirten
kiimenin "kesin ve tartigmasiz” kismini temsil eder. Yani bu, ilgili elemanin s6z konusu 6zellige veya tanima
%100 uydugu anlamina gelir. Bir bakima, ¢ekirdek kiimedeki elemanlar fuzzy kiimelerdeki belirsizligin en

az oldugu durumu temsil eder.
e A(A) = sup s (x)
X

degerine A fuzzy kiimesinin yiiksekligi denir. Eger h(A) = 1ise A fuzzy kiimesine normal fuzzy kiime,
h(A) < 1 ise altnormal fuzzy kiime ad1 verilir.

B Bir Fuzzy Kiimenin Konveksligi

Bir fuzzy kiimenin konveksligi, uygulamalarda ve fuzzy kiimelerin aritmetik islemlerinin taniml ve anlaml

olabilmesi acisindan hayati neme sahiptir. R” iizerinde tanimli bir fuzzy kiimenin konveksligi,
Vae(0, 1]

icin a-kesimlerinin her birinin konveks olmasi anlamina gelir. Bu kavrami daha iyi anlayabilmek icin,

asagida verilen a-kesimlere bakmak faydali olacaktir.
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Sekil 1. "Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications - George J. Klir - Bo Yuan, 1995."

x-ekseni verileri, y-ekseni liyelik degerlerini belirtmek iizere, Sekil 1’de verilen a-kesimlerinin kiimesi,
tek bir tepe (zirve) olusturur; baska bir deyisle, her « seviyesinde grafigi kestigimizde tek parca bir aralik
elde edilir. Bu anlamda konveksligin geometrik yorumu bizim i¢in olduk¢a 6nemlidir. Cilinkii genellikle
uygulamada konveks olmayan fuzzy kiimelerle calismak anlamsizdir. Oyle ki, kiime konveks degilse belirli
bir a-seviyesinde iki veya daha fazla ayrik aralik ve dolayisiyla birden fazla tepe (zirve) elde edilir. Bu durum
ise birazdan verecegimiz fuzzy say1 tanimina aykiridir.

Reel sayilar tizerindeki fuzzy kiimeler "uygulamada” kritik rol oynarlar. Bir A fuzzy kiimesi, asagidaki {ic
kosulu sagliyorsa “fuzzy say1” olarak nitelendirilir ve bu sayede optimizasyon, yaklasik ¢ikarimlar yapma
ve kesin olmayan olasiliklarla calisma gibi “belirsiz” gercek hayat problemlerinde oldukca ige yarar.

A, ua(x): R —[0, 1] iiyelik fonksiyonuna sahip bir fuzzy kiime olmak {izere

i. A normal bir fuzzy kiimedir,
ii. Va € (0, 1]i¢in A, kapali bir araliktir,
iii. Supp(A) smirhidir.

Bu kosullar altinda, A fuzzy kiimesi bir fuzzy say1 olur.

Eger kiime konveks degilse, bu tanima gore fuzzy say1 da olamayacagindan, uygulamada konveks olmayan
fuzzy kiimelerle calismak anlamsizdir. Clinkii konveks olmayan kiimeler fuzzy say1 olamayacag icin
toplama ve cikarma gibi islemleri yapmay1 karmasiklastirir. Ozetle, sistem kararsizlasir. Biz ise fuzzy
sayilarla islemler yaparak ¢ikarimlar iiretmek ve gercek hayat problemlerini yorumlamak istiyoruz. O halde
simdi biraz, fuzzy kiimelerin ve fuzzy sayilarin uygulamalarina deginelim.

Bir ornek {izerinden tiim bu tanimlar1 daha iyi kavramak i¢in endiistriyel sogutma sisteminde suyun
ikligin1 tanimlayan A fuzzy kiimesini ele alalim. x degiskeni, suyun Celcius cinsinden sicakligini temsil
etsin. (

0 x <10
x—10
20—10 10<x <20
Ualx)=14 1 20 <x <30
50 —x
=0 =30 30 < x <50
kO x> 50
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fonksiyonu A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu olmak iizere, A fuzzy kiimesinin ¢ekirdegi Core(A) =
[20, 30] araligidir. Bu aralik, suyun tartigmasiz olarak 1lik kabul edildigi kesinlik bolgesidir. Supp(A) =
(10, 50) yani kiimenin destegi ise (10,50) araligidir. Bu, 10 derecenin alt1 kesinlikle soguk, 50 derecenin
iistii kesinlikle sicak anlamina gelir. Eger suyun en az %50 oraninda 1lik oldugu sicaklik araligini bulmak
istersek burada o = 0.5 degeri igin A, 5 kesimine bakmak gerekir. A, 5 = [15,40] bulunacaktir. Daha 6nce
belirtildigi {izere bu kiime keskin bir kiimedir ve belirli bir giiven aralifindaki sicaklik derecesini belirtir. A
fuzzy kiimesinin konveks oldugu da rahatlikla goriilebilir. Ciinkii 20 derece ve 30 derece 1liksa, 25 derece
daha az 1lik olamaz. h(A) = 1’dir ¢ilinkii {iyelik fonksiyonu 20 ile 30 derece dahil olmak iizere bu aralikta 1
degerini alir. Boylelikle A fuzzy kiimesi normal bir fuzzy kiime oldugundan, her bir a-kesimi kapali aralik
oldugundan ve Supp(A) sinirli oldugundan bir fuzzy say1 olur.

B Fuzzy Kuimeler ve Gercek Yagsam

Bircok teorik bilgi ve tanimdan sonra artik nihayet fuzzy kiimelerin hayatimizda nelere dokunduguna
ve neleri degistirdigine deginmenin vakti geldi. Yiizyillar boyunca matematik, yalnizca “kesin” ve “net”
olanin bilimi olarak goriilmiistiir. Elbette optimizasyon, olasilik teorisi gibi alt dallarda yaklasimlar ya da
tahminler hep s6z konusuydu. Fakat ¢cogu sistem héala klasik kiimelerle igliyordu. Bu da, “kismen”, “biraz”,
“oldukga” gibi ifadelerin matematikte tam karsiligini bulamamasi anlamina geliyordu.

Oysa matematik, insanligin temel bilimlerinden biri ise, insani duygular1 ve insani eylemleri de ifade
edebilmeliydi. Nitekim &yle de oldu. 1965 yilinda Prof. Dr. Lotfi A. Zadeh’in “Fuzzy (Bulanik)” kavramini
ortaya atmasi, matematikte bir déniim noktasiydi. Bugiin, makinelerin “insan gibi diisiinebilmesinin”
temelinde bile hayati bir rol oynuyor Fuzzy Matematik. Ornegin 1980’lerin sonunda gelistirilen Japon
metrosu Sendai’'de, trenin hizini ve durusunu kontrol etmek icin fuzzy mantik ve fuzzy sistemler kullanilir.
Oyle ki, trende yolculuk yapan insanlarin tren kalkis ve duruslarinda higbir yere tutunmadan seyahat
edebilmesi miimkiindiir. Ciinkii tren, istasyona ‘az’ mesafe kaldiysa, hiz ‘biraz’ yiiksekse gibi fuzzy ifadeleri
algilama, bu verileri fuzzy sistemler kullanarak yorumlama mantig {izerine ¢alismaktadir. Bu sayede hem
ani gaz ve fren gibi enerji verimliligini diisiiren manevralar yapmaz hem de konforlu bir yolculuk saglamis
olur.

Ve nihayetinde, fuzzy matematik yalnizca makinelerin diistinebilmesini saglamakla kalmaz, ayni zamanda
insan duygu ve diisiincelerini de matematiksel olarak ifade etmeye olanak saglar. Ciinkii her seyin ve
herkesin iginde “biraz iyilik” ve “biraz da kotiiliik” yok mudur? Aslinda hayattaki ¢cogu sey “fuzzy” degil
midir? Hayatimizdaki insanlarin iyi mi yoksa kotii mii, diiriist mii yoksa yalanci mi1 olduguna karar verirken
dahi aslinda farkinda olmadan kendi kriterlerimizin «- kesimlerini kullaniriz. Bu diisiincenin arkasinda da
matematigin psikolojiye uygulanmasi yatar. Giinlimiizde ¢cozdiigiimiiz kisilik testlerinde, ruh halimizi ve
hislerimizi belirlemede bile fuzzy kiimeler rol oynar. Bir kavramin, bir teorinin bir bilimi ve hatta diger
bilimleri ne kadar gelistirebileceginin en keskin drneklerinden biridir bu.

m Kaynaklar

[1] George J. Klir, Bo Yuan; Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and Applications, 1995.

[2] Prof. Dr. 1. Burhan Tiirksen; Dereceli (Bulanik) Sistem Modelleri, 1. Baski, Ekim 2015.
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Wgtematik Soplegiferi

Bu sayida gerceklestirdigimiz soyleside, Bilkent Universitesi Matematik Bo-
liimii 6gretim iiyesi Prof. Dr. Metin Giirses ile matematik ve fizik arasindaki
yakin iligki iizerine konustuk. Sohbetimiz, matematiksel diisiincenin fiziksel
problemlerle nasil i¢ ice gectigini; farkli alanlardan beslenen bir akademik
yolculugun zamanla nasil ortak bir dile doniistiigiinii ortaya koyuyor. Bilimsel
calismalarin yani sira, merak duygusu, arastirma kiiltiirli ve uzun soluklu bir
akademik sertiven de bu roportajin 6énemli duraklar: arasinda yer aliyor. Oku-
yucularimizin bu séyleside, kendi yolculuklarina eslik edecek tanidik ve ilham

verici izler bulmasin diliyoruz.

Selcan Senyurt: Hocam, bu réportaj icin ¢esitli sorular hazirladim ancak su an biraz heyecanliyim, bu
durumu mazur gérmenizi rica ediyorum. Isterseniz cocuklugunuzdan baslayalim. Nasil bir 6grenciydiniz?
Bilmeye olan merakinizi tetikleyen neydi? Icinizdeki o bilim kivilcimi nasil yandi? Cocukluk yillariniz,
ogrencilik hayatinizi merak ediyorum.

Metin Giirses: Siradan bir ailenin cocuguyum. Ilkokulu memleketimde okudum. Ortaokul ve lise donemine
geldigimde, babam abimi okutabilmek amaciyla Ankara’ya tasinma karari aldi. Tam tarihi net hatirlama-
makla birlikte 1950’lerin ortalari, 1955 civariydi. Ortaokul ve liseyi Ankara Atatiirk Lisesi’'nde tamamladim.
Bilhassa lise yillar1, hayata dair farkindaligimin arttig1, neyin ne oldugunu anlamaya basladigim bir do-
nemdi. Tabii bunda 6gretmenlerin katkisi1 yadsinamaz. Ozellikle ismini hala saygiyla andigim matematik
O0gretmenimiz Masuk Bey vard; tarzi, kendine giiveni ve ders isleyisiyle 6grencilerin cogunu matematige ve
hic alakalar1 olmasa bile fizige yonlendirirdi. O donemden bircok arkadasim sonradan bu alanlara egildiler.

Lise hayatimda matematikte basarili, diger derslerde ise standart bir 6grenciydim. O yillarda gazetelerde
cikan bilim haberleri, taninmus fizikgilerin TUBITAK Bilim Odiilii térenlerindeki konusmalari dikkatimi
cekerdi. Atom, atom fizigi gibi kavramlar o yaslardaki cocuklarin ilgisini cezbediyordu. Yanlisg hatirlami-
yorsam Feza Giirsey’in bir 6diil torenindeki konusmasi beni cok etkilemisti. Bunun yaninda diger bilim
insanlarinin biyoloji ve kimya alanindaki calismalar1 da yavas yavas zihnimde yer etmeye baslamust. Iyi
bir lise egitimi aldiysaniz, kendi alaniniz olmasa bile diger disiplinlerden de anlayabiliyorsunuz. Sonra-
sinda ODTU’ye girdim. Hazirlik sinifini atladiktan sonra birinci sinifta matematigi degil, fizigi sectim.
Bahsettigim o yan etkiler kararimi sekillendirdi ve tercihim fizik oldu.

Baglangicta ortalama bir 6grenciydim; cok sasali bir basar1 grafigim yoktu. Ancak 3. ve 4. siniftan sonra
bazi konularda kendimi daha yetenekli hissederek o alanlara yonelmeye karar verdim. Matematiksel fizik,
kuantum mekanigi ve rolativite (gorelilik) gibi konular... Mezuniyet dénemimiz olan 1969 yili, ODTU’de 68
olaylarinin tam gobeginde oldugumuz bir siirecti. Boykotlar olur, dersler kesilir, bu ylizden mezuniyetler
uzardi. Normalde Haziran’da mezun olmamiz gerekirken Kasim veya Aralik aylarinda mezun olmak
zorunda kalmistik. Tiim bunlara ragmen mezun oldum.

Yiiksek lisansim1 yine ODTU’de yabanci bir hocayla ¢calisarak tamamladim. Ancak aklimda hep kuantum
ve rolativite tizerine ¢alismak vardi. O sirada Feza Giirsey’in ODTU’ye gelecegini duydum. Feza Bey,
1960’larin basindan itibaren Amerika'da Yale Universitesi’ndeydi ancak orayla anlagsmasina ara verip (izin
alarak) Tiirkiye’ye, ODTU’ye gelmek istemisti. Feza Bey’in soyle bir sistemi vardi: Bir sene ODTU’ye gelir,

.....
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sene Feza Bey ODTU’ye geldi. Aslinda kendisiyle daha dnce, lisans 4. sinifta bize kuantum mekanigi dersi
verdiginde tanigmistik ama ne zaman donecegini bilmiyordum. Doktora egitimime onunla devam etmeye
karar verdim ve rolativite konusunda tez calismasina basladim. Geldigi sene verdigi derslerin hepsini aldim.
ODTU’de tez projem i¢in bana bazi makaleler vererek hazirlik yapmamu istedi. Ardindan 1972-73 yillarinda
birlikte Yale Universitesi'ne gittik. Orada bir bucuk sene kadar kaldim ve tez calismami tamamladim.
Gittigimde evliydim, bir kizim vardi; ailecek gitmistik. Doniiste tezimi ODTU’de savundum ve Feza Bey
danmismanhginda doktora programimi tamamlamis oldum. ODTU’de asistan profesor (yardimci dogent)
olarak akademik hayata devam ettim. Egitim siirecim bu sekilde tamamlandu.

SS: Gergekten ¢ok etkileyici bir siirec. Hemen arkasindan sunu sormak istiyorum: Cukurova Universitesi,
TUBITAK, Max Planck Enstitiisii gibi birbirinden ¢ok farkli kurumlarda bulundunuz. Bu ¢esitliligin
arastirmaci kimliginizi nasil etkiledigini merak ediyorum.

Bilimde bir yerde sabit kalip orada devam etmeyi tercih edenler ve bu sekilde basarili olanlar var. Ancak
benim tercihim bu yonde degildi. Farkli yerlerde, farkli uzmanlarla calisip, ayni konuda kalmakla beraber
farkli metotlar ve yaklagimlar 6grenmenin yararli oldugunu diisiindiim. 1970’lerin sonunda Almanya’nin
Alexander von Humboldt Vakfi gibi 6zel bir burs programi vardi, ona bagvurdum. Ev sahibi bir profesorle
proje hazirlayip sunuyorsunuz, kabul edilirse o enstitiide ¢aligiyorsunuz. Miinih’te tanidigim bir hoca
vardi, onunla projeyi hazirladik ve Max Planck Enstitiisii’'nde yaklasik iki bucuk sene kaldim. Esim, kizim
ve o donem dogan oglumla birlikte cok verimli bir donem gecirdik. Yabanci meslektaglarimla bircok proje
tamamladik, makaleler yazdik.

Yurt disindaki enstitiilerde bulunmak giizel ama Tiirkiye’de akademik bir hiyerarsi var ve bunu tamamla-
maniz gerekiyor; doktoradan sonra yardimci docent, dogent ve profesorliik asamalari gibi. Yasim daha fazla
ilerlemeden dogent olmaya karar verip ODTU’ye dondiim. Fakat 1980’lerin bas, yani 81-82 yillar1 zorlu bir
donemdi. Bizi etkileyen birkac faktor vardi. Birincisi, heniiz dogal gaz gelmedigi i¢in Ankara’da hava kirli-
ligi cok kotiiydii. Kizim okuldan geldiginde elini ylizlinii yikarken suyun simsiyah aktigini goriirdiik, bu da
hastalik endisesi yaratiyordu. Ikincisi, YOK (Yiiksekogretim Kurulu) kurulmustu ve akademik yiikselme
sartlar1 degismisti. Bu sartlar altinda, Tiirkiye'de bagimsiz bir yapisi olan Kocaeli Gebze’deki TUBITAK
Marmara Arastirma Enstitiisii'ne (MAM) gitmeye karar verdim. Orada Istanbul Teknik Universitesi'nden
Prof. Dr. Erdogan Suhubi’nin basinda oldugu, uygulamali matematik alaninda caligsan bir grup vardi.
Kendisiyle goriistiim, beni memnuniyetle davet etti. Enstitiiniin 500 metre ilerisinde miikemmel lojmanlari
vardi, ¢ocuklar icin harika bir ortamdi. Orada 7-8 sene kaldik ve ¢ok basarili bir donem gecirdik.

Ancak enstitiilerde akademik unvan (dogentlik, profesorliik) alamiyorsunuz. Ya Istanbul’a gidecektim
ya da Cukurova Universitesi'ndeki arkadaslarin davetini degerlendirecektim. Istanbul Universitesi Fen
Fakiiltesi dekanindan da davet almistim fakat esim Istanbul’da yasamanin zorluklarindan, kira ve gecim
sikintisindan ¢ekindigi icin Cukurova Universitesi’ne gitmeye karar verdik. Orada yaklasik ii¢ bucuk sene
kaldik.

Ardindan Bilkent Universitesi’nden davet aldigimizda Cukurova maceramiz sona erdi. Kizim o sirada
ODTU Matematik Boliimii’ne baslamisti, oglum da egitimine devam ediyordu. Cukurova’da da kampiis
hayati ve lojman imkanlar1 fena degildi ama Bilkent’in arastirma olanaklar1 daha genis oldugu icin ve
Ankara’ya donme istegimizle bu teklifi kabul ettik.

SS: Sizi dinlerken sunu diisiindiim; bazen bir karar verirken, 6rnegin bir kursa baglamak veya bir yere
gitmek gibi, o siire¢ goziimiizde cok biiyiiyor. "Iki sene nasil gececek?" diyoruz. Ama sonra bakiyoruz ki
hayatin akisinda o iki sene sadece bir basamakmis, degil mi?

Cok dogru. Ancak bizim hayatimizda kararlar1 tek basima vermiyordum. Esimle birlikte bu miicadeleye
girdik. Sag olsun, esim her konuda diisiincelerime sayg1 gosterir. Gitmek istedigimi bildiginde, kendi diize-
nini bozacak olsa bile "Ben de istiyorum” derdi. Akademik hayatta bu tiir degisiklikler bazen zorunludur.
Su ana kadar verdigimiz kararlardan ve yaptigimiz degisikliklerden hi¢ pismanlik duymadik.
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SS: Yani "Her basarili erkegin arkasinda bir kadin vardir” séziinii dogrulayabilir miyiz?
Esim bundan cok daha fazlasidir.

SS: Harika hocam. Makalelerinize gecmeden once, disiplinler arasi calismalarda sizi en cok besleyen is
birliginin hangisi oldugunu sormak istiyorum.

Fizikte bazen "moda” olan konular 6nemlidir. Benim asil calisma alanim Genel Gorelilik (Rolativite).
1982’lere kadar yaptigim calismalarin cogu rélativite iizerinedir ve o donemki giincel problemlere yoneliktir.
Ozellikle Feza Bey ile yaptigim doktora tezime kaynak olan ¢alisma literatiirde ¢ok iyi bilinir. Yaptigimiz isi
sOyle ozetleyebilirim: Fizikte "Einstein Alan Denklemleri” dedigimiz, Einstein’in 1915’te kurdugu teoriyi
tanimlayan bir denklem sinifi vardir. Newton veya Maxwell denklemleri gibi... Ancak bunlar matematiksel
olarak cok karmagiktir. Bilim insanlari, ilgilendikleri bolgeyi kiiresel veya eksensel simetrik varsayarak bu
denklemleri basitlestirmeye calisir. Ornegin Giines sistemini inceliyorsaniz, bu simetri varsayimlari yanhs
olmaz. Bizim yaptigimiz, bu varsayimlarla denklemleri basitlestirip kesin ¢oziim metotlar: tiiretmek ve
yorumlamaktir.

1982°den sonra ise kullandigimiz tekniklerin matematiksel altyapisina, yani uygulamali matematige daha
fazla egildim. "Mevcut teknikler yerine yeni teknikler gelistirebilir miyiz?" sorusu bizi uygulamali matema-
tige yoneltti. Gelistirdiiniz bu yeni teknikler baska alanlarda da kullanilabiliyor. Boylece 1982 sonrasinda
agirhiklh olarak uygulamali matematik alanina adim atmis oldum.

SS: Hocam notlarima gore; "Integrallenebilir Sistemler” iizerine caligmalariniz var. Bu sistemler, ilk bakista
karmasik veya kaotik goriinen yapilarin, aslinda belirli doniisiimler altinda bir diizen ve ¢oziilebilirlik
barindirdigini gosteriyor. Sizin bu alandaki calismalarinizi "karmasanin igindeki diizeni aramak” olarak
yorumlayabilir miyiz?

Einstein denklemleri, dort boyutlu uzay-zamanda on tane bilinmeyeni olan cok karmasik diferansiyel
denklemlerdir. Einstein bunu 1915’te ortaya koydugunda ¢dzmek neredeyse imkansizdi, bu yiizden uzun
siire kimse dokunamadi. Bu denklemler yerine degisik teoriler sunanlar, yanlis diyenler oldu. Zaman
zaman, Ozellikle TUBITAK tayken, "Einstein’in teorisini ¢iiriittiim" veya "Yeni denklemler buldum” diyen
mektuplar alirdik. Ancak bu teoriyi anlayabilmek ve {izerine konusabilmek icin cok ciddi bir matematik ve
fizik altyapisi (Advanced Calculus, Diferansiyel Denklemler, Kismi Diferansiyel Denklemler Diferansiyel
Geometri, Riemann Geometrisi vb.) {istiine bir de doktora derecesi almis olmasi gerekir. Bu altyapiya
sahip olmayanlarin iddialarinin bilimsel bir gegerliligi olmuyor. Bugiin arabesk miizik yapan birisi Bach1
anlayabilir mi?

Donelim arastirici olarak buralarda neler yapilabilir? Arastirmaci olarak bizim yaptigimiz, Newton teorisi-
nin agiklayamadigl, kozmoloji mertebesinde veya biiytik kiitleli objeler civarindaki olaylar: aciklayacak
modeller tiretmektir. Son 10-15 yilda rolativite tekrar popiilerlesti; ¢iinkii LIGO gibi gézlemevlerinde
kiitlecekimsel (gravitasyonel) dalgalar gbzlemlendi. Diger yandan evrenin hizlanarak genisledigi tespit
edildi. Einsteinin teorisi kiitlecekimsel dalgalar1 agikliyor ancak evrenin hizlanarak genislemesini mevcut
haliyle tam olarak aciklayamiyor. Bu yiizden "Teoriyi nasil genelleyebiliriz ki bu gozlemleri de kapsasin?”
sorusu giincel problemlerden biridir.

SS: Integrallenebilir sistemlerin kuantum versiyonlariyla ilgileniyormussunuz. Bir giin klasik fizikle
kuantum fizigini ortak bir dilde, yani "Her Seyin Teorisi"nde bulusturabilecek miyiz?

Insallah. Fizikte iki cok basarili teori var: Kuantum mekanigi ve Genel Gorelilik. Ikisi de kendi alanlarinda
deneylerle dogrulanmis durumda. Kuantum fiziginin sadece mikroskobik diinyada (atom alt1) gecerli
olduguna inanilird1 ancak son Nobel 6diilii alan ¢alismalar, makroskobik diinyada da kuantum etkilerinin
(6rnegin dolaniklik, tiinelleme) gozlenebildigini gosterdi. Diger taraftan kiitlecekimsel dalgalarin gozlem-
lenmesi de Einstein’in teorisini dogruladu. Iki kara deligin carpigsmasi sonucu toplam kiitlenin bir kisminin
enerjiye doniisiip dalga olarak yayildigini dlcebildik. O 6l¢iimii yapanlar Nobel Odiilii aldilar. Onun da ¢cok
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ilging bir hikayesi var, sonra bagka bir zaman anlatirim ingallah. Kolay degil ama inat¢1 ve konuyu cok iyi
bilen birisi olman gerekiyor. O inat sayesinde bu gravitasyonel dalgalar1 gozlemleyebildiler.

Simdi bu iki bagarili teori birlesebilir mi? Bircok fizik¢i bu iki teorinin birlesmesi gerektigine inaniyor.
Dogadaki dort temel kuvvetin (zayif, elektromanyetik, giiclii ve kiitlecekim kuvvetleri) birlestigi bir "Her
Seyin Teorisi" nihai hedef. Ancak son zamanlarda bu konuda ¢alisan sayisi1 azaldi. Ciinkii boyle bir teori
kurulsa bile dogrulugunu test edecek teknolojiye ve deney imkanlarina su an sahip degiliz. Belki evrenin
baslangicindaki kosullarda bu birlesme gerceklesmisti. Bu nedenle 8-10 sene 6nceki heyecan biraz azalsa
da, bu hala bilimin 6niinde acik bir soru olarak duruyor.

SS: Hocam bir de egrilerin ylizey lizerindeki hareketleriyle (motion of curves) ilgili bir calismaniz var.
Notlarimda soyle bir ifade var: "Bir egrinin evrimiyle bir dalga denkleminin evrimi ayni1 matematiksel
kaliba girebiliyor." Fizikteki hareketin matematikte bir deformasyon olarak karsilik bulmasini nasil
aciklarsiniz?

Fizikteki pek cok olay dalga hareketiyle aciklanir. Bir ipin titresimi, suyun yiizeyindeki dalgalanma veya
dumanin hareketi... Matematikte "Dalga Denklemi” veya "Is1 Denklemi” gibi kismi diferansiyel denklemler
bu olaylar1t modellememizi saglar. Matematikgi olarak biz sirf merakimizdan, bu denklemin ¢éziimiiniin
varligiyla, ¢6ziim metotlariyla ve yapisiyla ilgileniriz. Denklemin su dalgasini mi1 yoksa gaz hareketini mi
temsil ettigi fizik¢inin yorumudur.

Benim calistifim alanlardan biri de diferansiyel denklemlerin "integrallenebilir” olup olmadigidir. Egrilerin
hareketi ile bazi lineer olmayan denklemler (6rnegin Schrodinger denklemi) arasinda matematiksel bir
iligki vardir ve bu da integrallenebilir sistemlerin bir parcasidir. Eger bir denklem sistemi integrallenebilirse,
¢oziim bulmak icin bildigimiz standart metotlar1 uygulayabiliriz. Ancak integrallenemeyen sistemler icin
bu kadar sansh degiliz. Son 30-40 yilda uygulamali matematikte "Integrallenebilir Sistemler” diye bir alan
olustu. Ben de Einstein denklemleriyle bu integrallenebilir denklem problemlerini birlestirmek {izerine
epey zaman harcadim.

SS: Peki hocam, bu yogun akademik calismalarin disinda Metin Giirses kimdir? Hobileriniz nelerdir,
neler yapmaktan hoslanirsiniz?

Acikcasi pek bos vaktim yok, zihnim neredeyse 24 saat projelerle mesgul. Bir probleme odaklandiysam
cozene kadar kafamdan atamiyorum. Evde de ruh gibi dolasirim. Tabii burada esimin bana cok biiyiik bir
destegi oldu hayat boyu, 80 yasini astik hala da dyle. Esimle birlikte yliriiyiis yapmay1 severim; giinde bir,
bir bucuk saat yiiriiriiz. Klasik miizigi ve Anadolu tiirkiilerini severim. Satran¢ oynamaktan ziyade satrang
problemleri ¢c6zmekten hoslanirim ama arada bilgisayarda kafa dagitmak i¢in oynadigim da olur.

SS: Yurt disinda ¢ok bulundunuz. Farkl kiiltiirler ve ortamlar size neler katt1?

Akademik diinyada yurt i¢i veya yurt disi1 cok fark etmiyor. Ornegin Max Planck Enstitiisii'nde en yakin
arkadaslarim Yunanliydi. Bilimin en giizel yan1 budur; milliyet fark: ortadan kalkar, ortak dil bilim olur.
Bir problem {iizerinde ¢alisirken kimin Tiirk, kimin Yunanli oldugu aklimiza bile gelmez. Kiiltiirel olarak
Akdeniz iilkeleriyle cok benzesiyoruz. Almanlarin ayr1 bir kiiltiirii var. Bazi aksamlar bira icmeye giderlerdi
ben gitmezdim mesela. Bira severim ama onlar asir1 iciyorlar. Ondan sonra zaten fizikmis, biyolojiymis,
bilimmis... :)

SS: 1) kalmiyor dogru. Hocam, TUBITAK, enstitiiler ve ¢alistiginiz gruplardaki gegmisinize de dayanarak,
Tiirkiye’de temel bilimlerin yeri ve arastirma kosullar1 hakkinda ne diisiiniiyorsunuz? Siz ve sizin gibi bu
denli ¢cok ve degerli bilim insanlarimiz varken neden istenilen seviyede degiliz?

Bu, iizerine ¢okca diisliniilmiis ve yazilmis, bash basina ayr1 bir konu. Size kisa bir tarih¢e anlatayim,
sonucuna siz karar verin.

Doktorami tamamlayip tez savunmasi icin ODTU’ye dondiigiimde, rolativite (gorelilik) alaninda bir grup
olusumu baslamisti. Amerika’dan, Maryland Universitesi’nden gelen Yavuz Nutku da ODTU’ye katilmusti;
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o da rolativite lizerine calistyordu. Yavuz Bey’in doktora 6grencileri, ben ve sonradan aramiza katilan Tekin
Dereli ile birlikte 1975-80 yillar1 arasinda ¢ok giizel bir grup olusturduk. Cok nitelikli ¢calismalar yapildi ve
grubumuz yurt disinda da taninir hale geldi. Ancak maalesef Tiirkiye’nin o dénemki zorlu sartlart ODTU’ye
de yansidi. 1975-80 arasi hayat pek kolay degildi. Bir¢cok arkadasimiz ayrilmak zorunda kaldi ve grubumuz
dagilds; ekibin yaris1 Bogazi¢i Universitesi'ne gecti. Dolayisiyla bu grup devamliligini saglayamadi.

Ben Max Planck Enstitiisii doniisiinde, daha 6nce bahsettigim gibi Gebze’deki TUBITAK Marmara Aras-
tirma Enstitiisii (MAM) Matematik Boliimii'ne gectim. Benden sonra, Istanbul’a giden arkadaslar da oraya
geldiler ve ayn1 grubu orada tekrar kurduk. Ekibe yeni katilanlar da oldu; onlar Fizik Boliimii’'ndeydi,
ben Matematik Boliimii'ndeydim. Hem uygulamali matematikte hem de rolativitede Tiirkiye'de "tek"
diyebilecegim ¢ok nitelikli bir grup meydana geldi. Fakat yine iilke sartlari ve TUBITAK in i¢ dinamikleri
nedeniyle bu birliktelik de uzun siirmedi. Ben profesorliik kadrosu igin Cukurova Universitesi'ne gegtim.
Benden sonra diger arkadaslar da yavas yavas ayrildi ve o grup da eridi. ODTU’deki olusum yaklasik 5 sene,
Gebze’deki ise en fazla 10 sene yasayabildi ve sonunda tamamen dagildi.

Gebze'deki o olusum beni ¢ok etkilemisti. Esimle birlikte, "Emekli olunca buraya geri doneriz" hayalleri
kuruyorduk. Ancak biz emekli olamadan o yap1 kendiliginden dagildi. Orasi gengler icin nefes alabile-
cekleri, uzmanlarla calisip kendilerini gelistirebilecekleri harika bir ortam, ¢cok giizel bir modeldi. Ama
siirdiiriilemedi. Bizdeki basarilar ne yazik ki genellikle bireysel basarilardir. Evet, zaman zaman bdyle
"tomurcuklanmalar”, gruplasmalar oluyor ama bir dig etken gelip o tomurcugu bozuyor. Bilkent’te benzer
bir gruplasma oldu mu emin degilim; ben matematikte tek basimaydim ancak zamanla 6grencilerimle
birlikte kadromuz biraz genisledi. Simdi yavag yavas boyle bir olusum olabilir diye diisliniiyorum, insallah
Omrii uzun olur.

Tabii temel bilimlerin durumu, genel olarak siyasi iktidarlarin oncelikleri arasina girip girmedigiyle ilgilidir.
Simdiye kadar maalesef bu oncelikler arasina girmedi. Sadece {iniversite arastirmalari degil, genel biitceden
egitime ayrilan payin orani bile diismeye devam ediyor. Bu sartlarda biiyiik beklentilere girmek dogrusu
biraz hayalcilik olur.

SS: Bu durum elbette tartismaya acik ama genglerin gitmek istemesi bir noktaya kadar anlasilir. Sadece
bilimsel gelisim degil, diisen yasam standartlar1 da bunda etkili. Peki hocam, sizin zamaninizda sizi
tekrar Tiirkiye’ye ceken tam olarak neydi? Eminim yurt disinda kalsaydiniz orada da cok biiyiik basarilar
elde ederdiniz.

Bunun birkag sebebi var. Birincisi ve belki de en énemlisi akademik kariyer basamaklariydi. Universiteye
doniip dogentlik ve profesorliik unvanlarini almak istedim. Yurt disinda galistifim yerler genelde arastirma
enstitiileriydi. Enstitiilerde iiniversitelerdeki gibi bir akademik unvan/promosyon sistemi yoktur. Yale'de
bulundugum donemde zaten doktora 6grencisiydim, Princeton’da ise 3-4 ay gibi kisa bir siire kaldim.
Dolayisiyla akademik unvanlarimi alabilmek i¢in iiniversiteye donmem gerekiyordu.

Diger onemli etken ise zorunlu askerlik hizmetiydi. Belirli bir yasa gelince bu bir zorunluluk oluyor
ve kararlarinizi etkiliyor. Hatta tez danismanim Feza Bey, "Burada kal, sana is buluruz, devam edersin”
teklifinde bulunmustu ama kalmadim. Askerlik cagim gelmisti. Belki tecil ettirilebilirdi ama ben déniip bu
ylkiimliiliigii yerine getirmeyi sectim.

SS: Geng arastirmacilara veya 6grencilerine nasil bir yol haritasi tavsiye edersiniz?

Tercihini yapmuis iiniversite 6grencileriyle konusmak bagka, heniiz lise siralarindaki 6grencilerle konusmak
bambaska bir seydir. Liseden mezun olma asamasindaki genclere tavsiyem sudur: Aklinizda, génliiniizde
ne varsa onu yapin. Kimseyi, hatta anne ve babanizi bile bu konuda dinlemeyin. Kendi i¢ sesinize kulak
verin.

Bunu tecriibelerime dayanarak soyliiyorum; ben 1991 yilinda Bilkent’e geldim, yaklasik 35 senedir burada-
yim. 1k 10 y1l tiniversiteyi tanitmak icin Ankara, Istanbul, izmir, Adana, Konya gibi pek ¢ok sehri gezdik,
liseleri ziyaret ettik. O donem edindigim izlenim suydu: Cok parlak 6grenciler yanima gelip, "Hocam
ben matematik okumak istiyorum ama babam istemiyor”, "Fizige gelmek istiyorum ama annem ’Tip
oku’ diye baski yapryor” diyorlardi. Bu tiir 68rencilerin bazilari, ailelerinin istedigi béliimleri, 6rnegin
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Elektrik-Elektronik Miithendisligini sectiler ama iclerindeki tutkuyu sondiirmeyip Fizik veya Matematik ile
Cift Ana Dal (CAP) yaparak ¢6ziim buldular. Ancak boyle bir ¢ikis yolu bulamayanlarin ¢ogu ya basarisiz
oluyor ya da okulu bitirse bile hayattan keyif almiyor, mesleginde mutsuz oluyor.

Ister fizik, matematik, kimya, biyoloji gibi temel bilimler olsun, ister sanat veya spor olsun; bir genc lise
yillarinda kendisini bir alanda yetenekli goriiyorsa o yoldan devam etmeli. Bizim toplumumuzda aileler
cocuklari spora veya sanata yoneldiginde "Cocuk elden gitti, gelecegi yand1" goziiyle bakip yakinirlar.
Oysa durum hic de dyle degil; Kadin Voleybol Takimimizin uluslararasi basarilari ortada. O nedenle lise
Ogrencilerine net tavsiyem: Kendinizi neye yetenekli hissediyorsaniz, hic ¢cekinmeyin, o yolda yiiriiyiin.
Sevmediginiz bir boliimii belki bitirirsiniz ama mutlu olamazsiniz.

Universiteye gelmis, boliimiinii se¢mis 6grencilere gelince; onlar bazen birinci veya ikinci sinifta "Ben
simdi ne yapayim?" diye soruyorlar. Onlara verdigimiz tavsiyeler daha standart akademik yonlendirmeler
oluyor; "Su dersi al, bu programa bak” gibi. O 6grencinin fizige veya matematige gercekten yetenekli olup
olmadigini basta bilemeyiz. Bu durum genellikle birinci sinifin sonunda, hatta iiciincii ve dordiincii sinifta
daha belirgin hale gelir. Kariyerlerine dair asil karar1 o olgunluga eristiklerinde kendileri veriyorlar.

SS: Tesekkiir ederim. Hocam, diinyanin gidisati, bilim ve teknolojinin ilerleyisi kadar bilimdeki etik
ihlaller de sik¢a giindeme geliyor. Ozellikle bilimsel etik konusundaki goriislerinizi merak ediyorum.

Selcan, bahsettigin etik tartismalarin ve bazi olaylarin biraz disindayim, o ylizden bu konuda cok iddiali
seyler soylemem dogru olmaz. Ancak kendi alanimdaki muazzam bilimsel ve teknolojik gelismelerden
bahsedebilirim.

Buglin diinyada kurulu laboratuvarlarin, konumlarindan ve cevresel giiriiltiiden kaynakl belirli bir hassa-
siyet sinir1 var. Bazi hassas deneyleri yeryiiziinde yapma imkanimiz yok. Ornegin, az dnce kiitlecekimsel
(gravitasyonel) dalgalar1 gézlemledigimizden bahsettik. Bunu nasil basardik biliyor musun? Bir cismin
1/10%° santimetre hareket ettigini tespit ettiler. 1/10%° santimetre demek, pratikte sifir demektir. Ancak
gelistirilen teknolojiyle cisimlerin bu kadarcik titresimini bile ispat ettiler. Kiitlecekimsel dalga gecerken,
cismin bulundugu yerden bu kadar minik bir sapma yaptigini sadece bir laboratuvar degil, bircok merkez
ayni anda gozlemledi. Hassasiyet ve teknoloji cok ileri safthalarda.

Yine de evrendeki bazi olaylar1 anlamak i¢in yeryiiziindeki laboratuvarlar yeterli olmuyor. Bu yiizden yavas
yavas uzaya, diinyanin yoriingesine istasyonlar kuruluyor. Bunlardan biri de LISA (Laser Interferometer
Space Antenna) projesi. Bu projede uydular, uzayda dev bir eskenar ticgenin koseleri gibi konumlanacak ve
aralarinda lazer 1sinlariyla iletisim kuracaklar. Diinyadan algilayamadigimiz pek cok rolativisttik astrofizik
olayin1 LISA sayesinde gozlemleyebilecegiz.

Ayrica su ana kadar biz evrenin, o sonsuz biiyiikliiglin sadece bir kismini gérebiliyoruz. Neden? Ciinkii
sadece bize ulasan elektromanyetik dalgalar1 (radyo dalgalari, gama 1sinlari, goriiniir 151k vb.) kullaniyoruz.
Teleskoplarimizla bu dalgalar1 toplayip oralarda neler oldugunu anlamaya ¢alisiyoruz. Fakat evren o kadar
biiytiik ki, 15181n bize ulagsmasi milyonlarca yil siiriiyor. Peki, 15181n bile ulagamadig1 veya perdelendigi o
ote taraflari nasil gérecegiz? Iste o zaman kiitlecekimsel dalgalari, uzay tabanl istasyonlari ve yeni nesil
teleskoplar1 kullanacagiz. Bilim diinyasi su an bunlarla ugrasiyor.

Bir diger konu da -ki bu biraz bilim kurgu sinirlarina girebilir- Giines sistemimizin émriiniin sonlu
olmasidir. Belirli bir zaman dolduktan, yaklagik 5 milyar yil gectikten sonra Gilinesimiz 6mriinii tamamla-
yacak; genisleyerek (Kizil Dev evresi) gezegenleri yutacak ve sonunda bir Beyaz Ciice’ye doniisecek. Bu
siirecte Diinya ve diger gezegenler yasanmaz hale gelecek veya yok olacak. Bu nedenle insanligin, Giines
sistemindeki o genisleme baglamadan 6nce burayi terk etmis olmasi gerekiyor. Bunu nasil yapacagiz? Uzay
istasyonlar1 kurarak ve bu sayede uzay boslugunda kendine yetebilen sistemlerle yeni yerlesim yerlerine
giderek.

Oncelikli hedef Giines sisteminden kurtulmak olmali. Peki kurtulunca is bitiyor mu? Hayir, yeni ve geng bir
yerlesim yeri bulmamiz lazim. Sadece bizim galaksimizde binlerce, evrende ise milyonlarca giines sistemi
var. Bunlarin kimisi bizden geng, kimisi yagli. Bizden yagsli olan sistemlerde muhtemelen yasam formlari
gelismistir, hatta medeniyetleri bizden cok daha ileri olabilir. Bizden geng olan sistemlerde ise belki bizim
gecmisimize benzer ilkel yasam formlari bulunabilir. "Diinyada canlilar olustuysa baska yerde olusamaz"
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diye bir kural yok. Ayni kimyasal bilegenler, ayni elementler ve benzer fiziksel sartlar varsa, yasamin
olusmas1 miimkiindiir. Insanlifin gelecekte bu tiir yerlere gitmeye ihtiyaci olacak. Bu belki binlerce nesil
sonrasinin konusu ama insanligin varligini siirdiirebilmesi i¢in bunu basarmas: gerekiyor.

SS: Hocam, Contact (Mesaj) diye bir film vardi, belki izlemissinizdir. Orada kiz, babasina "Uzayda yalniz
miy1z?" diye sordugunda babasi hog bir espriyle "Eger sadece biz varsak, bu muazzam bir yer israfi olurdu”
cevabini veriyordu.

O repligi hatirliyorum, evet. Simdi olaya sdyle bakalim; evrende galaksiler ve yildiz sistemleri arasin-
daki uzakliklar o kadar fazla ki... Isik hiziyla bile gitseniz binlerce yil siiriiyor. Bilim kurgu filmlerinde
goriirsiiniiz; bu mesafeleri asabilmek icin insanlar1 dondurup saklarlar, bin sene sonra uyandirirlar.

Ancak rolativitede kara delikleri farkli yorumlayan yaklasimlar da var. Kara deliklerin birer "Solucan
Deligi" (Wormhole) oldugunu diisiinenler mevcut. Bu konuda kimisi haklidir, kimisi haksizdir; tam olarak
oturmus bir konu degil. Ama solucan delikleri teorik olarak gercekten var olan matematiksel yapilardir.
Teoriye gore; bir uzay gemimiz olsun ve kara delige dogru gidelim. Merkeze yaklastigimizda kiitlecekim
kuvveti ¢cok fazladir. Ama eger uzay gemimizi teknolojik olarak cok ileri seviyede ve saglam yaparsak,
o tlineli asip bagka bir uzaya gecis yapabiliriz. Bu gegis, ya kendi evrenimizin bagka bir noktasina ya da
tamamen baska bir evrene olabilir.

Tabii burada soyle bir sorun var: Planladiginiz noktaya gidebilir misiniz? Bugiin otobiise bindiginizde
Istanbul’a gideceginizi biliyorsunuz. Ama bdyle bir uzay gemisine binip bir solucan deliginden gegseniz,
tiinelin ucunun nereye ¢ikacagini bilebilir misiniz? Bu belirsiz.

SS: Filmde de benzer bir durum vardi. Oyuncu (Jodie Foster) bir kapsiiliin i¢inde solucan deliginden
geciyordu. Kendisi baska bir evrene gidiyor, babasini goriiyor, cok uzun bir deneyim yasiyor ama diinyaya
dondiigiinde 6greniyor ki sadece 7 saniye gecmis. Kapsiil sadece 7 saniye boyunca sinyalden kaybolmus.

Evet, bu rolativitedeki zaman genislemesi ve uzay-zaman biikiilmesiyle ilgili ilgin¢ bir paradoks. Solucan
delikleri teorik olarak bu tiir yolculuklara izin verse de pratikteki sonuclari tam bir bilinmezlik.

SS: Evet, cok giizel gercekten. Bu konular iizerine diisiinmek, bir anlam arayisinda olmak bile insani
tatmin etmeye yetiyor. Peki, sonucunu bulsak ne olacak? Belki de "yolun kendisi giizeldir" diyebilir
miyiz? Mesela "Her Seyin Teorisi"ni buldugumuzda ne degisecek? Gercekten mutlu mu olacagiz, yoksa
bu durum beraberinde yeni problemleri mi getirecek?

Bizim 6mriimiiz boyunca bu temel konularda ¢ok radikal degisiklikler olmayabilir. Su anki dénem, daha
cok etrafimizdaki olaylar1 anlama devri. Hatta bildigimizi zannettigimiz seyleri bile yanlis biliyor olabiliriz.
Clinkii bir iddianin birkac kez dogrulanmasi, onun kesinlikle dogru oldugunu gostermez. Bunun en basit
Ornegi Newton teorisidir. Cok basarili, her seyi acikladigi sanilan bir teoriydi ama yetersiz kaldig1 noktalar
ortaya cikti.

Dolayisiyla su anki durumumuz sadece fizikte degil, matematikte ve biyolojide de boyle; siirekli yeni
seyler 6greniyoruz. Biyolojide ¢ok yeni gelismeler var mesela. Bilkent Universitesi mezunu bir 6grencimiz
Harvard’a doktoraya gitmisti, Furkan Oztiirk. Orada bir y1l sonra doktora konusunu degistirip ¢ok temel
bir soruya yoneldi: "Cansiz maddeden canliliga gecis nasil oldu?” Bunu agiklayacak bir model gelistirdiler
ve deneysel olarak da gosterdiler.

Yani dogadaki bu olaylar: heniiz tam bilmiyoruz ama 6greniyoruz. Benim kisisel goriisiim su; insanlik
tarihi boyunca ilerlemeler bazen yavas seyrediyor. Ancak bir esik asildiktan sonra hiz birdenbire artiyor.
Teknoloji gelistikce bu hiz daha da artiyor.

SS: Evet hocam. Bunlar birbirini besleyen siirecler. Bilim gelistikce teknoloji ilerliyor, teknoloji ilerleyince
de o bilimi etkiliyor.

Kesinlikle. Ciinkii iyi bir deney yapmak icin iyi bir teknoloji lazim. Iyi bir teknolojiyi elde ettigin zaman,
o deneyle hem biyolojide hem fizikte hem de kimyada yeni seyler kesfediyorsun. O teknolojik ilerleyis
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bilime transfer oluyor. Birbirini besleyen bu déngii son zamanlarda ¢ok artti, bayagi hizl gidiyor. fleride
cok daha farkli seyler gorecegimize inaniyorum. Yanls insanlar kullanmadigi siirece bilim her zaman
insanlifin hayrina olur.

SS: Hocam, bunu yakin zamanda bir arkadasimla tartigtik. Oppenheimer’in atom bombasini yapmasiyla
ilgili olarak arkadasim, "Oppenheimer bunun bomba olarak kullanilacagini bilmiyordu” diyor. Ben de
bunun miimkiin olmadigini, boylesi karmasik bilimsel siireclerin altindan kalkmis ve ortaya hakika-
ten muazzam bir yap1 koyabilmig bir zekanin bu denli biiyiik bir yikimi beraberinde getirebilecegini
Ongorememis olmasina ihtimal veremedigimi sdyliiyorum.

Bilimsel sonucun bir bombaya doniisebilecegini, bundan biiyiik bir gii¢ elde edilecegini kafasindan ge-
cirmis olabilir. O bir bilimin sonucu; zincirleme reaksiyon sayesinde ani bir enerji patlamasi olusuyor.
Oppenheimer bunu biliyordu. Ancak ben Oppenheimer’in, insanlarin bunu gercekten bir silah olarak kul-
lanacagini, o yikimi yapacagini diisiindiigiinii zannetmiyorum. "Insanlik bunu yapmaz" diye diisiinmiistiir.
Ama iste askerlerle, politikacilarla siirec nasil gelistiyse... Simdi diinyanin her tarafi bombalarla dolu.

SS: Hocam bir de bilimin kotii ellere gegmesinden bahsediyoruz ya; yapay zeka da su an ¢ok hizli bir
ilerleme kaydediyor. Kendi bilincini kazanmasina heniiz vakit olsa da "Robotlar diinyay: ele gecirecek
mi?" gibi bilim kurgu muhabbetleri yapiliyor. Aslinda diisiiniince, insanlar onlarsiz hicbir sey yapamaz
hale geldigi icin bizi ¢coktan ele gegirdiler sayllmaz mi1?

Yok, niye ele gecirsinler? Fisini ¢cekersin, o robot durur. ileride ne olur bilemem ama su anda dyle bir tehlike
yok. Robotu elektrik siipiirgesi gibi diisiin; alirsin, etrafi temizletirsin, is yaptirirsin. Bunlar faydal seyler.

Mesela Einstein denklemlerinden bahsettik degil mi? Bizim bu denklemleri c6zebilmemiz icin birtakim
varsayimlar yapmamiz gerekir. Ancak bilgisayarlar, hi¢bir varsayim olmadan dogrudan dogruya o denk-
lemleri alarak simiilasyon yapiyorlar. Bazi astrofiziksel olaylar1 bu sayede gorebiliyoruz. Yani robot veya
bilgisayar, bizim icin is yapan gelismis bir alettir. Kapasitesini ve yazilimini iyi yonettigin siirece senin icin
calisan bir aractir.

SS: Haklisiniz hocam. Ben aslinda spekiilasyonlardan bahsediyorum. "Robotlar diinyayi ele gecirecek”
diyerek bilim insanlarina camur atan, klavye delikanlilig1 yapan kesimler var ya... Ben genel olarak yapay
zekayi kastettim.

O robotlar dedigimiz, ¢iplerle ve kodlarla, amacina uygun olarak imal edilmis makinelerdir. "Kendi bagina
karar versin, hadi bir kisa yol bulsun, otonom hareket etsin” durumu su an tam manasiyla miimkiin degil.
Ancak ileride ¢ip teknolojisi gelisir, insan beynine yakin biyolojik cipler veya benzeri yapilar olusursa...
Iste 0 zaman o robotlar kendi baslarina karar verebilirler mi? Onu bilemem. Ama su anda dyle bir sey yok
ve teknoloji insanlifin faydasina caligiyor.

SS: Kesinlikle dyle. Hocam, OpenAl sirketi ve ChatGPT 6rnegi var biliyorsunuz. Kurulus felsefeleri basta
tamamen acik kaynak ve seffaflik {izerineydi; bilimin gelismesi icin, insanlik yararina ¢aligiyorlardi. Ancak
zamanla bu seffaflik azaldyi, is ticari bir boyuta evrildi. Hatta yetkililerin sdyle bir aciklamasi olmustu:
"Yapay zeka o kadar biiyiik verilerle besleniyor ki, artik bizim ongoéremedigimiz sekilde ‘6grenmeyi
Ogreniyor’.” Yani sistem, kendisine kodlanmayan becerileri de kendi kendine gelistirebiliyor.

Iste bahsettigim nokta o; bunun tam manasiyla gerceklesmesi icin ¢iplerin gelismesi lazim. Su andaki
bilgisayar ciplerinin daha kii¢iilmesi ve daha biyolojik bir hal almasi, yani canli varligin yapisina yaklagsmasi
gerekebilir. "Olamaz” demiyorum. Ciinkii su anda "olmaz" denen seylerin pek cogu bence kisa zamanda
olacak.

Bundan yiiz sene onceki bir fizik¢iye, "Ben evimde otururken cocuklarimla telefonla goriintiilii konu-
suyorum” desem bana giilerdi. Ama bugiin bu siradan bir sey. Ulasimda daha hizli, daha rahat tasitlar
yapilabilir mi? Yapilacaktir. Biz Tiirkiye'de bazen farkinda olamiyoruz ama bugiin Amerika’daki temel
bilgisayar ve teknoloji diizeyine baksan sasirirsin. Bunu yapan da genellikle devlet degil, 6zel sektor. Mesela
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ucan arabalarin yakinda kullanima baslayacag: sdyleniyor. Bundan 25 sene 6nce "Duvardaki ekrandan
televizyon seyredilecek” dendiginde sasirmistim. Ama iste seyrediyoruz. Teknoloji ¢cok cabuk ilerliyor ve
ayni zamanda temel bilimleri de besliyor. Ulkemiz de dahil olmak iizere bu alanlara ragbet artiyor.

SS: Cok giizeldi gercekten. Her sey icin cok tesekkiir ederim. Muazzam bir sohbetti. Cok sag olun.

Ben tesekkiir ederim. Sag olasin.
SS: Son bir sey demek ister misiniz?

Cok tesekkiir ederim, basarilar dilerim. Sabirli olun, ¢aligin!

B Hazirlayanlar

SELCAN SENYURT
Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii, 3. Stnif Ogrencisi
&9 senyurtselcan409@gmail.com
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EvyLeEM OzTURK

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii
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Matematik, dogasi geregi dogruyu arayan bir bilimdir. Cogu zaman “Bu ifade gercekten dogru mu?” sorusu
etrafinda sekillenir. Dogru oldugunu diisiindiigiimiiz bir 6nermeyi ispatlamak, matematigin en temel
hedeflerinden biridir. Ancak en az ispatlar kadar giiclii ve 6gretici bir ara¢ daha vardir: karsi 6rnekler.

Bu kavram, bir 6nermenin hiikmiinii tek bir durum {izerinden gecersiz kilan yapidir. Bazen uzun siiren
tartismalarla savunulan bir teoremin hatali oldugunu, tek bir karsi 6rnek acikc¢a gosterebilir. Bu durum,
matematikte kesinlik kavraminin ne kadar hassas oldugunu da ortaya koyar. Kars1 érnekler, yanlis genelle-
meleri yikmanin, fazla genis onermeleri daraltmanin ve yeni dogrulara ulasmanin en etkili yollarindan
biridir. Weierstrass’in hicbir yerde tiirevlenemeyen fakat her yerde siirekli olan iinlii fonksiyonu, buna
carpici bir 6rnektir; yalnizca bir yanligi ortaya koymakla kalmamis, fonksiyonlar teorisinde yeni bir bakis
acist kazandirmastir.

Bu tiir 6rnekleri bulmak ilk basta 6grenciler icin oldukga zorlayici olabilir. Bir 6nermenin yanlis oldugunu
tek bir kars1 6rnekle gosterebileceklerini duyduklarinda, bazi 6grenciler dogru bir 6nermeyi de tek bir
ornekle “ispatlayabileceklerini” diisiiniirler. Her ne kadar yalnizca érnekler vererek bir teoremin ispatlana-
mayacagini bilseler de, bazi 6grencilerin tek bir karsi 6rnegin bir 6nermeyi gegersiz kildigini kabullenmeleri
kolay degildir. Baz1 6grenciler ise kars1 6rnegi yalnizca “istisnai” bir durum olarak goriir ve bunun daha
genel bir yapiy1 temsil edebilecegini fark edemezler. Selden & Selden (1998)([6]) bu durumu soyle ifade
etmistir:

Ogrenciler cogu zaman tek bir karsi 6rnegin bir varsayimi ¢iiriittiigiinii goremez. Bu durum, karsi 6rnegin
“var olan tek ornek” olarak algilanmasiyla meydana gelebilir; halbuki karsi 6rnek, daha genel bir durumu
temsil eder.

Zamanla 6grenciler, kars1 6rneklerin 6nemini kavrar ve onlarn iiretme siirecine ilgi duymaya baslarlar.
Yanlis Onermeleri ¢iiriitmek icin kargi 6rneklerden yararlanmak, dogru ifadeleri sinamak acisindan son
derece etkili bir yontemdir. Ornegin:

« Mevcut ifadeyi dogru hale getirmek icin hangi degisiklikler yapilabilir?
« Bir kars1 6rnegi degistirip hala karsi 6rnek olarak kalmasini saglayabilir misiniz?
« Karsi 6rneginizin cliriittiigli bagska 6nermeler diisiinebilir misiniz?

Kars1 6rneklerin aranmasi matematik tarihinde 6nemli bir yer tutar. Bu duruma iliskin ii¢ {inlii 6rnekten
bahsedecegim.

Ik 6rnek, asal sayilarla ilgili tarihsel bir yanilgiya dayanir. Uzun yillar boyunca matematikgiler yalnizca
asal sayilar iiretecek bir formiil bulmaya calistilar. Bir donem,

22" +1, neN
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seklindeki sayilarin her zaman asal olduguna inaniliyordu. Ancak Euler bu inanci ciiriiten bir karg1 6rnek
buldu. n = 5 icin bu sayinin asal olmadigini gosterdi:

22 411 =232 41=4294967297 = 641 X 6 700417.

Bu bicimdeki asal sayilara Fermat asallar1 denir ve hangi diizgiin n-genlerin ¢izilebilir oldugunu belirlemede
onemli bir rol oynarlar. (Bkz. 6rnegin, Aaboe (1975) s. 84, [1]).

Asal sayilarla ilgili bir bagka varsayim ise hala ispatlanmay1 ya da ciiriitiilmeyi beklemektedir. Goldbach-
Euler varsayimi, Christian Goldbach tarafindan 1742°de Euler’e yazdig1 bir mektupta ortaya atilmistir
ve aldatici derecede basit goriiniir: 2°'den biiyiik her cift say1 iki asal sayinin toplamidir. Ornegin, 12 =
5+ 7, 20 = 3 + 17 ve benzeri.

Giclii bilgisayarlar, olasi kars1 6rnekleri bulmak icin kullanilmis ve 4, 6, ..., 4 x 10'# arasindaki saylar i¢inde
higbir karsi 6rnek bulunamamastir (bkz. Richstein, 2000, [5]). 2000 yilinda Faber & Faber adl1 kitap yayinevi,
bu varsayimi iki yil icinde ispatlayacak ya da cliriitecek kisiye 1 milyon dolarlik bir 6diil vadetmistir. Ancak
odiil hala sahipsizdir.

19. ylizyilda biiylik Alman matematikci Karl Weierstrass, su ifadeye karsi {inlii karsi1 6rneklerini olustur-
mustur: “Eger bir fonksiyon (a, b) araliginda siirekli ise, bu aralikta bazi noktalarda tiirevlenebilirdir.”

Bu tiir fonksiyonlara daha sonraki boliimde ayrintili olarak deginecegiz. Weierstrass, bu karsi érneklerini
ilk olarak 1861 yilinda verdigi derslerde gostermis, ardindan 1872’de bir makalede yayimlamistir.

Onun Ornegi, matematikte sezgilerin ne kadar yaniltici olabilecegini acik bicimde ortaya koymustur. Uzun
stire “siirekli fonksiyonlar en azindan bazi noktalarda tiirevlenebilir” diistincesi dogru kabul edilmisti; oysa
Weierstrass’in drnegi, her noktada siirekli ama hicbir noktada tiirevlenemeyen bir fonksiyonun gercekten
var olabilecegini kanitlamistir. Weierstrass'in iinlii 6rnegi gibi biiyiik kesiflerin 151g1nda, daha temel diizeyde
bir teoremin ispatini engelleyen kritik kosullar1 anlamamizi saglayan Analiz’den birkac carpici kargi 6rnegi
ele alacagiz.

B Analizde Karsi Ornekler

Ornek 1. Eger f : R — R fonksiyonu R {izerinde siirekli ise, en az bir noktada tiirevlenebilirdir.
Kars1 Ornek. i1k olarak, Weierstrass tarafindan ortaya konulan fonksiyonu insa edecegiz. Bunun icin 6nce
testere disi fonksiyonu olarak bilinen o, : R — R fonksiyonunu tanimlayalim: k, m ve n harfleri tam

sayilar1 gostermektedir:

X —2n, eger2n < x <2n+1,
gp(x) =
2n+2—x, eger2n+1<x<2n+2,

o0, fonksiyonu 2-periyotludur, yani her x € R i¢in oy(x +2m) = oy(x) esitligi saglanir. Simdi de sikistirilmig
testere disi fonksiyonunu tanimlayalim:

01(x) = (3o (@x).

AN

Sekil 1. Testere disi fonksiyonunun grafigi.
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Bu fonksiyonun periyodu T), = ﬁ’dir, yani her x € R icin o (x + mT)) = o, (x) esitligi saglanir. M-testine

gore ZZOZO o (x) serisi bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir, ve

f() =2 or(x)
k=0

fonksiyonu siireklidir. f fonksiyonunun hi¢bir noktada tiirevlenebilir olmadigini iddia ediyoruz. Herhangi
bir x € R alalim ve §,, = ﬁ olsun. §,, — 0 iken asagidaki fonksiyonun limitinin olmadigini gosterecegiz:

Af  fx£8,) = f(x) _ TjooOk(x +6,) = 0n(x)
Ax S, - 5,

Yukaridaki seri icinde k > n, k = n, k < n olmak {izere {i¢ tiir terim vardir. Eger k > n ise §,, sayis1 o,
fonksiyonunun periyodunun bir tamsayi kati olacaktir:

1
2. 4n

_ 2 _
S, = — 4k (n+1)_E = gk=(n+D) .,

Af

dolayisiyla oy (x + 6,,) — o) (x) = 0 elde edilir. Boylece — ™ serisi n + 1 terimin toplamina indirgenir:

Af o £8,) = 0u(x)  Tpoo k(X E 8,) = 0(x)
Ax 5, * 5,

€]

0o(x) fonksiyonunu kullanarak o, (x) fonksiyonunu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

k
3 n n 1
() (Z) (4kx—2n), eger k-1 SX<%+4]{,
Or(X) = .
k(2 5 4k) n 1 < n+1
Z n+2—-—4%"x), eger—+4—k_x< k1

Buradan aciktir ki k = n oldugunda elde edilen o, fonksiyonunun [x — ﬁ,x] araliinda egimi 3"

ve [x,x + ﬁ] araliginda egimi —3" olacaktir. Bu durumda (1) esitliginin sag tarafindaki ilk terim icin
asagidakiler elde edilir:

Un(x =+ 511) - Un(x) _
| 5 |=3" ()
Diger taraftan k < n oldugunda ’ o (x £68,) — . (x)

On

oldugu aciktir. (2) ve (3) degerlendirmelerini (1) esitliginde gozoniine alirsak:

| <3 3)

3" -1
3—-1

1
| >3 (314324 41)=3"— = 5(3" +1)

|Ax

elde edilir. Buradan §,, — 0 iken |i—£| — oo oldugunu goriiriiz, bu da f fonksiyonunun hi¢bir noktada
tiirevlenebilir olmadigini soyler.

Ornek 2. Eger g(a) =0ise, F(x) = ! E ) fonksiyonu x = a noktasinda dikey asimptota sahiptir.

Kars1 Ornek. y = — fonk51yonu x = 0 noktasinda dikey asimptota sahip degildir.
X

38



Analizde Karsi Ornekler | Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

Ornek 3. Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin her ikisi de x = a noktasinda siireksiz ise, o halde f(x)g(x)
fonksiyonu da x = a noktasinda siireksizdir.

Kars1 Ornek. <in % sinx
- X # 0, ’ # 0!
f)=q9 X g =4,"%
2, x =0, - x=0
2
sin” x
X # 0,
(f-9x)=4 x?
1, x=0
lim 22X ¢ oldugundan
x—=0 X

}CI_I}(I)f(x) =1+# f(0)=2, )lci_rgg(x) =1+#g(0) = %

Dolayisiyla hem f hem de g fonksiyonu x = 0 noktasinda siireksizdir.

Buna karsilik carpimlari: .2
sin"x 20
f-9x)=1 x*~ ’
1, x=0
icin .2 . 2
. sin"x . sinx
tim SE = (1im *25) =1 = (7 9)0)

oldugundan, f - g fonksiyonu x = 0 noktasinda siireklidir.

Ornek 4. g(x) fonksiyonu x = a noktasinda tiirevlenebilir degildir, ve f(x) fonksiyonu da x = g(a)
noktasinda tiirevlenebilir degildir. Bu durumda F(x) = f(g(x)) fonksiyonu da x = f(g(a)) noktasinda
tiirevlenebilir degildir.

Kars1 Ornek. g(x) = §x - §|x| fonksiyonu x = 0 noktasinda tiirevleneblir degildir. f(x) = 2x + |x]|

fonksiyonu da x = g(0) noktasinda tiirevlenebilir degildir. Buna karsin F(x) = f(g(x)) = x fonksiyonu
x = f(g(0)) = 0 noktasinda tiirevlenebilirdir.

Ornek 5. f(x) fonksiyonu (0, co) araliginda tiirevlenebilir ve lim, _, o, f(x) vardir. Budurumdalim,_, , f’(x)
vardir.
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Kars1 Ornek. f(x) = %xz) fonksiyonu (0, co0) araliginda tiirevlenebilirdir ve lim,._, o

2x2 cos(x?)—sin(x?)

lim,_, o f'(x) = lim,_, o yoktur.

sin(x?)

X

f(x) =

2 2 . 2
2x“ cos(x*) — sin(x*)

2
X=

i

Il

|
(il

[

vardir. Ancak

Ornek 6. Eger bir f(x) fonksiyonunun tiirevi x = a noktasinda pozitifse, 0 zaman x = a etrafinda bir

komsulukta fonksiyon artandir.

Kars1 Ornek:
fx)=

9

seklinde tanimlansin.

Bu fonksiyonun tiirevi

flx) =

s

seklindedir.

1+4x sin(i) — 2cos(

1
X

X + 2x? sin()—lc) , X#0,

), X #0,

x=0

Burada f’(0) = 1 > 0 oldugundan tiirev x = 0 noktasinda pozitiftir. Ancak, tiirev x = 0 civarindaki her
komsulukta hem pozitif hem de negatif degerler almaktadir. Bu da, f(x) fonksiyonunun x = 0 noktasi
cevresinde hicbir komsulukta monoton olmadigini géstermektedir.
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‘ x + 2x%sin : ifx #0

f(x) .
| 0. ifx =0

o | #4dxsin —2cos 1. ifx #0
X)= - g
| 1. ifx=0

|

Ornek 7. Eger f(x) fonksiyonu her x € [a, b] icin taniml1 ve

varsa, 0 Zaman b

da vardir.

Kars1 Ornek: Dirichlet fonksiyonunu kullanalim:

1, X rasyonel ise,
f&) = § R

—1, xirrasyonel ise.

Burada
lf()l =1
oldugundan b
f |f(x)|dx =b—a.
a

Fakat

b
/ f(x)dx

Bunu belirli integralin tanimini kullanarak gosterelim. [a, b] kapali araligini alalim. Bu aralig n alt araliga

mevcut degildir.
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bolelim ve Riemann toplamlarinin limitine bakalim:
n—

1
S= lim Zf(ci)Axl-.

max Ax;—0 i—o

Burada her alt araliktan secilen c; noktasi rasyonel veya irrasyonel olabilir. Eger tiim c;’ler rasyonel segilirse,

toplam -

S=21-Axi=b—a

i=0

elde edilir. Eger tiim c;’ler irrasyonel segilirse, toplam

n—1
S=>.(-1)-Ax;=-(b—a)

i=0

elde edilir. Rasyonel ve irrasyonel secimler karistirilirsa, toplam bu iki degerin arasinda herhangi bir deger
alabilir.

Dolayisiyla limit tek bir degere yaklagsmaz ve

b
/ f(x)dx

Ornek 8. Eger hern = 1,2,3,...icin b, < a, ve Y, a, yakinsak ise, o halde > b, serisi de yakinsaktir.

Riemann anlaminda mevcut degildir.

Kars1 Ornek. a, = 0, b, = -1 icin, her n = 1,2,3,... i¢in b, < a, ve )] a, yakinsaktir, ancak ), e
n n
raksaktir.

Ornek 9. Eger her n = 1,2,3,... i¢in |b,| < |a,| ve D) a, yakinsak ise, o halde Y. b, serisi de yakin-
saktir.

_ e

. 1 . . o
Kars1 Ornek. a, = Ve b, = - alalim. Burada her n = 1,2,3,... icin |b,| < |a,| saglanir ve

—1)"
z( )

n
Ornek 10. fa°° f(x)dx has olmayan integral yakinsak ise, / a°° | f(x)] dx has olmayan inegral de yakin-

saktir.
® sinx
/ dx
| X

® sinx
f | | dx
| X

a
F(a):f sin x dx.
1

serisi (alterne harmonik seri) yakinsaktir. Ancak harmonik seri ), L iraksaktrr,
n

Kars1 Ornek.

integrali yakinsaktir, ancak

integrali iraksaktir.

fonksiyonunu tanimlayalim. F(a) fonksiyonu sinirlidir ve lim,._, o, L = 0. Dirichlet kriterine gore
X

® sinx
f dx
| X
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integrali yakinsaktir.

Diger yandan, ) 2
|s1nx| 5, Sin (x) 1—cos2x
x - x @ 2
Burada f;~ COZSZX dx integrali yakinsakken, f;~ Zidx integrali iraksaktir. Buradan f;~ I_CZOS X dx integralinin
X X X

oo ,sinx

raksakhigi, dolayisiyla da /) |

| dx integralinin 1raksaklig: elde edilir.
X

Bu yazida, Analiz alanindan se¢ilmis dikkat cekici karsi ornekler aracilifiyla matematikte ispatin sinirlarini
ve sezgilerin nasil yaniltici olabilecegini inceledik.

Sonraki sayilarda, ayni yaklasimi Cebir, Topoloji ve diger temel matematik alanlarina da genisleterek,
farkli konularda karsi 6rneklerin nasil ortaya ciktigini ve diisiinme bicimimizi nasil zenginlestirdigini
gostermeye devam edecegiz.
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Sanat denilince belki de bircogumuzun aklina Rénesans donemi sanatcilari ve eserleri gelir. Bu donemin
orneklerinde Michelangelo'nun Davut Heykeli’'nden Leonardo da Vinci'nin Mona Lisa’sina, Raphael’in Atina
Okulu’'ndan Botticelli’'nin Veniis’iin Dogusu’na uzanan bir seriiven bizleri kargilar. Ancak bu klasik anlayisin
tam karsisinda, Ronesans’in idealize edilmis ve net hatlara sahip diinyasini terk eden Claude Monet durur.
Monet, izleyiciyi doganin siirekli degisen 1s1k oyunlar1 ve gecici anlariyla bas basa birakmustir. Ozellikle
sanatcinin The Water Lily Pond eseri, bu radikal degisimin bir simgesi olarak, duragan formlarin yerini 15181n
ve rengin dans ettigi canl bir dogaya birakisini gozler oniine sermektedir. Sanatin gériinenin 6tesine gegcme
arzusu ise bizi Man Ray’in Shakespeare Denklemleri’ne gotiiriir. Monet nasil 15181 yakalamaya calistiysa,
Man Ray de karmagik matematiksel modelleri sanatsal objelere doniistiirerek, bilimin kati kurallari ile
sanatin siirrealist ruhunu sasirtici bir denklemde birlestirmistir. Bu yazida rotamizi doganin 1s18indan
zihnin geometrisine cevirecegiz ve Man Ray’in, matematigin soguk formiillerini sanata doniistiirdiigii
Shakespeare Denklemleri serisini mercek altina alacagiz.

B Man Ray Kimdir?

1890 y1linda Philadelphia’da Rus gé¢cmeni bir ailenin cocugu olarak,
Emmanuel Radnitzky adiyla diinyaya gelen sanatci, sanat tarihine
kazinan ismiyle Man Ray kimligini adeta bir zirh gibi kusanmustir.
Ancak onun asil sanatsal dogusu, 1921 yilinda sanatin kalbinin
attig1 Paris’e taginmasi ve Montparnasse’in bohem diinyasina adim
atmasiyla gerceklesir.

Burada Marcel Duchamp ile kurdugu derin dostluk ve Dadaizm’in
yikici estetigi, onu geleneksel sanatin tiim kurallarini reddetmeye
itmistir. O ne tam bir ressam ne de tam bir fotografcidir; eline gecen
her tiirlii nesneyi ve teknigi kullanarak gercekligi manipiile eden
bir “fikir igcisidir”. Kendisini bir “ariza” olarak géren Man Ray igin
sanat, estetik bir hazdan ziyade zihinsel bir kigkirtmadir.

Sanatcinin en belirgin 6zelligi, araclar ve teknikler arasindaki hiye-
rarsiyi tamamen yok etmesidir. Monet ve cagdaslar1 goziin gordiigi
15181 yakalamaya calisirken, Man Ray karanlik odada kamerasiz
fotograflar (rayogramlar) {ireterek ya da bir {itiiye civiler yapis-
tirarak nesnelerin islevini ve anlamini tersyiiz etmistir. "Fotog-
raflayamadigim seyleri resmediyorum, resmedemediklerimi ise Man Ray (1890-1976)
fotografliyorum” diyerek, sanatin ilham kaynaginin dis diinyadan

degil, sanatcinin kendi riiyalarindan ve bilingaltindan gelmesi gerektigini savunmustur. Onun eserlerinde
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kadin bedeni bir kemana doniisebilir veya bir metronomun tiktaklarina bir goz eslik edebilir; ¢linkii Man
Ray’in diinyasinda mantik, yerini siirsel bir absiirtliige birakir.

Iste bu sinir tanimaz entelektiiel merak, onu 1930’larda sanat gevrelerinin hi¢ beklemedigi bir yere, Paris’teki
Henri Poincaré Enstitiisii’'niin tozlu odalarina siiriikler. Bu kez ilhami, doganin romantik manzaralar1 veya
insan anatomisi yerine, insan zihninin en soyut ve en kesin iirliniinde; matematikte aramaya baslar. Birazdan
detaylarina inecegimiz, formiillerin soguk diinyasini1 Shakespeare’in dramatik evreniyle bulusturdugu o
meshur seriiven, sanatcinin bilimsel giizelligi kesfettigi bu noktada sekillenir.

B Man Ray’in Matematikle Olan Diyalogu

Bu ismin arkasinda, savasin golgesinden Hollywood un 1siltisina uzanan zorunlu bir gé¢ hikayesi ve Man
Ray’in zihnindeki miithis bir sentez yatar. Hikaye, 1934 yilinda Max Ernst’in dnerisiyle baglar. Man Ray,
Paris’teki Henri Poincaré Enstitiisii'ne adim attifinda, kendini “tozla 6rtiilmiis, ahsap, alci ve telden yapilmis
ylizlerce garip nesneyle dolu los bir salonda” bulur. Bu matematiksel modeller, 19. yiizyilin sonlarinda
ogrencilere soyut formdiilleri anlatmak icin {iretilmis olsa da, Man Ray onlara bir matematikgi gibi degil, bir
stirrealist gibi bakar. O, formiilleri degil formlarin gizli estetigini goriir.

Ancak bu nesnelerin Shakespeare Denklemleri'ne doniismesi icin tarihin devreye girmesi gerekecektir.
1940’ta Hitler’in ordular Paris’e yaklastiginda sehri terk etmek zorunda kalan sanatci, calismalarini geride
birakarak Hollywood’a yerlesir. 1948 yilinda, Paris yillarindan kalan o model fotograflarini nihayet geri
aldiginda, onlar1 sadece birer fotograf olarak birakmaz; bu siyah-beyaz kareleri renkli ve canli yagh boya
tablolara doniistiirmeye baslar.

Man Ray, modellerin kivrimlarinda, sivri uglarinda ve bosluklarinda insani (antropomorfik) ézellikler goriir.
Bu yiizden seriye baslangigta Human Equations (Insani Denklemler) adini verir. Fakat eserler Beverly
Hills’teki Copley Gallery’de sergilenecegi sirada, Man Ray daha ciiretkar bir adim daha atar. Matematigin
evrensel dogrulugu ile Shakespeare’in evrensel dramini birlestirmeye karar verir.

Ona gore, karmasik bir geometrik yiizeyin yarattifi gorsel gerilim, Shakespeare’in tragedyalarindaki duygu-
sal gerilimle 6rtiismektedir. Ornegin, matematikcilerin Kummer Yiizeyi olarak bildigi karmagik ve dikenli
bir formu King Lear (Kral Lear) olarak adlandirir. Bu sivri yapilar artik sadece bir fonksiyonun grafigi degil,
Kral Lear’in aci ¢eken ruh halinin ve kizlariyla yasadig: catismanin gorsel bir karsiligidir. Bir bagska modeli
Hamlet, digerini Macbeth olarak isimlendirerek serinin adin1 Shakespearean Equations (Shakespeare
Denklemleri) olarak degistirir.

Boylece Man Ray; bilimin soguk, kesin ve duygusuz dili olan matematik ile insan dogasinin en tutkulu,
kaotik ve duygusal dili olan Shakespeare tiyatrosunu ayni tuvalde bulusturur. Bu isim degisikligi basit
bir adlandirma degil, slirrealizmin en biiyilik hedeflerinden biri olan zitliklarin birligi diistincesinin bir
kanitidir.

B Shakespeare Denklemleri

Tarihsel siireci bir kenara birakip dogrudan eserlerin kendisine, yani tuvallerdeki gorsel ispatlara odaklana-
Iim. Man Ray, bu seride rastgele bir isimlendirme yapmamuis; aksine matematiksel ylizeylerin topolojik
karakteri ile Shakespeare oyunlarinin dramatik orgiisii arasinda sasirtici bir izomorfizma (es yap1) kurmus-
tur. Sanatcl, denklemlerin ¢oziim kiimesindeki geometrik davraniglar1 —keskinlik, siireklilik, i¢ ice gecme
veya kopuslari— oyunlardaki duygusal gerilimlerle eslestirmistir.

Iste matematigin soyut formlarinin, Shakespeare’in etten kemikten karakterlerine doniistiigii o carpici
ornekler:
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Kral Lear (King Lear): Man Ray bu eserde, {inlii Kummer yiizeyi-
nin karmagik yapisal katmanlarini, Shakespeare’in Kral Lear oyu-
nundaki karakter hiyerarsisiyle iligkilendirir. Modelin {ist kismin-
daki genisleyen yiizeyi Lear’in kendisi (ve belki de taci/otoritesi)
olarak yorumlarken, alt tabakalar1 onun trajik kaderini paylasan
kizlar ve kralligin ¢okiisii olarak betimlemistir. Matematiksel bir
ylizeydeki delikler ve biikiilmeler ise, trajedinin yarattig1 yipran-
mislik ve ¢oziilmenin gorsel bir metaforuna doniisiir.

Windsor’un Sen Kadinlar1 (The Merry Wives of Windsor):
Bu tablo, eliptik fonksiyonlar teorisinin temel taglarindan biri olan
Weierstrass fonksiyonunun tiirevinin kutuplarini temel alir. Ancak
Man Ray’in bakis agisiyla bu kutuplar ve dalgalanmalar, Wind-
sor’un Sen Kadinlar’na déniismiistiir. Sanatci, matematiksel yapi-
nin i¢sel ritmini ve karmasayi kullanarak, oyunun neseli, hareketli
ve kurnaz yapisini yansitmis; boylece soguk bir grafikten insani ve
mizahi bir dokunus ¢ikarmay1 basarmigtir.

Julius Caesar: Serinin belki de matematiksel olarak en ilging meta-
forlarindan biridir. Man Ray’in Julius Caesar yorumu, w = e‘1/z)
fonksiyonunun z = 0 noktasinda temel tekilligini esas alir. Kar-
masik analizde bir fonksiyonun davranisinin en 6ngoriilemez ol-
dugu bu tekillik noktasi, sanat¢inin goziinde bir imparatorun trajik
sonunu ve ihaneti simgeleyen gii¢lii bir metafora doniismiistiir.
Fonksiyonun tekillik ¢evresinde adeta patlayan yapisi ile Sezar’in
diisiisii arasindaki analoji biiyiileyicidir.

On Ikinci Gece (Twelfth Night): Farkli matematiksel modelleri
(ozellikle eliptik integrallere ait ylizeyleri) bir araya getiren bu eser,
yiizeyler ve egriler arasindaki etkilesimi vurgular. Tablodaki spiral
sekiller ve birbiriyle kesigen geometrik yapilar, Shakespeare’in On
Ikinci Gece oyunundaki kilik degistirmeleri, kimlik karmasalarini
ve yanlig anlagilmalar iizerine kurulu mizahi orgiiyli yansitir. Ge-
ometrik formlarin i¢ ice gecmesi ise, oyunun olay orgiisiindeki
diiglimleri gorsellestirir.
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Macbeth: Bu eser, keskin hatlara ve agresif bir geometrik yapiya
sahip bir modeli temel alir. Man Ray, modelin yiizeyindeki sert
koseleri ve bigak gibi kesilen formlari, Macbeth’in dizginlenemez
hirsi ve bu hirsin getirdigi siddetle 6zdeslestirmistir. Matematiksel
siirekliligin yerini burada keskin kirilmalar alir; tipki Macbeth’in
ahlaki ¢okiisii ve “uykuyu 6ldiiren” vicdan azabi gibi, bu form da
izleyicide tekinsiz bir his uyandirir.

Hamlet: Man Ray, bu tablo i¢in, kendi icine kapanan, kivrimli ve
kapal1 bir topolojik ylizeyi se¢mistir. Sanat¢i bir roportajinda, bu
formun beyaz ve ¢ikintili yapisinin kendisine Yorick’in kafatasini
(oyunun meshur mezarlik sahnesini) ¢cagristirdigini belirtmistir.
Modelin karmasik ve dongiisel yapisi, Hamlet’in eylemsizligini,
zihnindeki bitmek bilmeyen “olmak ya da olmamak” dongiisiinii
ve melankolisini simgeleyen miikemmel bir geometrik metafordur.

Othello: Serinin en agir ve karanlik formlarindan biridir. Man Ray,
bu eserde oldukca yogun, kiitlesel bir matematiksel objeyi (genel-
likle bir elipsoit veya kapal1 yiizey varyasyonu) kullanmis ve onu
koyu, golgeli tonlarla resmetmistir. Bu gorsel agirlik, Othello'nun
ruhunu ele geciren kiskancligin (o “yesil gozlii canavarin”) bogucu
etkisini temsil eder. Matematiksel hacmin biiyiikliigii, karakterin
trajik hatasinin biiyiikliigiiyle oOrtiisiir.

Antony ve Kleopatra: Diger eserlerden farkli olarak bu kompozis-
yon, tek ve biitiinlesik bir yap1 yerine, birbiriyle etkilesim halindeki
iki ayr1 geometrik formu (genellikle kesisen silindirler veya jeode-
zik egriler) icerir. Man Ray, bu iki formu, tarihin ve tiyatronun
en iinlii asiklar1 olan Antony ve Kleopatra olarak kurgulamisgtir.
Matematiksel olarak birbirine teget gecen veya kesisen bu yapilar,
karakterlerin politik ve duygusal olarak birbirinden kopamayisini,
kaderlerinin birbirine diiglimlenmis halini sembolize eder.

Sonug olarak, Man Ray’in Shakespeare Denklemleri serisi, bizlere matematigin yalnizca kagit tizerindeki
soguk sembollerden ibaret soyut bir evren olmadigini hatirlatir. O, Henri Poincaré Enstitiisii’'niin tozlu
raflarinda unutulmus cebirsel ylizeylere baktiginda, bir matematik¢inin gordiigii fonksiyonu degil, o
fonksiyonun ardindaki siirsel potansiyeli gérmiistiir.
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Bir Kummer yiizeyinde Kral Lear’in trajedisini ya da bir eliptik fonksiyonda Othello'nun kiskanchigini
bulabilmek; bilimin evrensel dogrulari ile sanatin 6znel duygularinin aslinda ayni hakikatin iki farkh
yiizil oldugunu kanitlar. Bu eserler bizler icin {izerinde ¢alistigimiz formiillerin kat1 kesinliginin 6tesinde,
kesfedilmeyi bekleyen estetik bir ruh tasidiginin en zarif ispatidir. Belki de artik karmasik bir denkleme
bakarken, sadece ¢oziim kiimesini degil, gizli kalmig bir sanat eserini de gérmeye calismaliy1z.
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Dogadaki bircok siire¢ oldukca kalabaliktir. Ornegin, bir popiilasyonda pek ¢ok farkli tiir bulunur ve popii-
lasyonun dinamiklerini, bu tiirlerin birbirleriyle olan iliskileri belirler; canli organizmalarin davraniglari,
say1siz molekiiliin birbirleriyle etkilesime girmesiyle sekillenir; bir miihendislik probleminde, birbirlerine
bagli calisma modlari ve olasi ariza durumlari vardir; bir biyokimyasal reaksiyon aginda, bircok farkl tiir,
birbirleriyle etkilesime girerek yeni tiirler olusturur. Dolayisiyla hem hayatta hem de laboratuvarda ortam
oldukca kalabaliktir. Tiirler, siniflar ve durumlar ii¢lii besli dizilir ve sistemlerin dinamiklerini bunlarin
arasindaki iligkiler belirler.

Biz calismamizda tiim bu sistemleri, A,B ile temsil edilen iki farkli tiirden olusan bir sistem iizerinden
inceleyecegiz. Burada, A, B bir biyokimyasal siire¢ i¢in iki farkl tiir, bir popiilasyon dinamigi i¢in av-avci
gibi iki canli organizma ya da bir miihendislik problemi i¢in girdiler ve ¢iktilar olarak diisiiniilebilir. S6z
konusu sistem, iizerine c¢aligilan siireclerin 6ziinii sadelestirerek “bir halden digerine gecis” fikrini cok net
ortaya koyan bir prototip olarak diisiiniilebilir.

Simdi, G;, G, ile gosterilen iki farkli gecisten olusan bir sistemi diisiinelim:

kl k2
Gl:A—)B,Gz:B—)A. (1)

Bu sistemi matematiksel olarak modellemenin iki farkli yolu vardir: (i)deterministik modelleme (ii)stokastik
modelleme. Cok basit bir sekilde anlatmak gerekirse deterministik modelleme siirprizleri hi¢ sevmezken,
stokastik modelleme tiim siirprizlere agiktir. Ornegin, konumu x ile gosterilen bir aracin ¢t zamanina
bagli olarak yer degistirme siirecini modelleyelim. Eger, arag trafiksiz bir yolda sabit hizla gidiyorsa x
deterministik olarak modellenebilir. Bu, su demektir, aracin ne zaman nerede olacagi her zaman bellidir.
Dolayisiyla, siirec x = f(t) seklinde belirlenir. Istenilen bir ¢t zamaninda aracin konumu olan x, f(t)
fonksiyonuna ilgili ¢ yerlestirilerek dogrudan elde edilebilir. Ama eger arac¢ yogun bir trafikte sabit olmayan
bir hizla gidiyorsa, aracin 6niine ¢ikan bir engel, hizlanan veya yavaglayan arag akisi gibi faktorler aracin
gidecegi yere ulasma zamanini belirsiz hale getirecektir. Dolayisiyla, aracin bir ¢ anindaki konumu hem
zamana, hem de zamana bagl rastgele siirecleri gosteren [P(¢)’ye baghdir. Dolayisiyla, siirec x = g(t, P(¢))
seklinde stokastik olarak modellenmelidir. Burada, P(¢) tiim rastgele degisimleri modelleyen olasilik
fonksiyonudur.

Simdi, eq. (1) ile belirlenen kendi orijinal sistemimize gecebiliriz. Burada k, ve k,, A, B tiirlerinin birbirlerine
doniisiimlerini etkileyen tiim siirecler dikkate alinarak belirlenen pozitif sabitlerdir.

Bu sistemi deterministik olarak modelledigimizde, sistem dinamiklerini kurallar belli ve 6ngdoriilebilir kabul
eder ve modeli G; ve G, gecislerinin yonettigi bir yap1 olarak ele aliriz. Gy, A tiiriinii girdi olarak alir; A'nin
miktarini k; A oraninda azaltirken, B’yi ayn1 oranda arttirir. Benzer olarak, G,, B tiiriinii girdi olarak kabul
eder; B’yi k, B oraninda azaltirken, A’y1 bu oranda artirir. Dolayisiyla, A ve B’nin miktarlarinin zaman
icerisindeki degisimi dA dB

dt:—k1A+k2B, E=k1A—sz, (2)
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seklide verilen adi diferansiyel denklem (ADD) sistemi ile modellenir [7].

Deterministik modelleme, sistemin tamamen 6ngoriilebilir oldugu varsayimiyla calisir; oysa gercek diinya
cogu zaman bu kadar piiriizsiiz degildir. Molekiil carpismalari, diizensiz trafik akiglari veya beklenmedik
cevresel etkiler, ele alinan siirecin dinamiklerinde anlik ve tahmin edilemeyen degisikliklere yol agabilir.
Bu nedenle, incelenilen siireci siirekli ve diizgiin bir akis olarak temsil eden deterministik modelleme ¢ogu
durumda yetersiz kalir ve stokastik modelleme devreye girer. Stokastik modelleme de sistemin anlik durumu
zamana bagl bir konum vektorii ile gosterilir ve her bir gegisi tanimlayan iki temel yap1 kullanilir. Bunlar
egilim fonksiyonu ve net degisim vektoriidiir. Egilim fonksiyonu, bir gecisin hangi siklikla gerceklesmek
istedigini gosterirken; net degisim vektorii, gecis gerceklestiginde sistemin konum vektoriinde meydana
gelecek degisimin yoniinii ve biiyiikliigiinii gosterir.

Bu kavramlari eq. (1)'de verilen kendi sistemimiz iizerinden somutlastiralim. Konum vekt6riimiizii
T
X(t) = (A@®), B@)) ,X()eXx

seklinde tanimlayalim. Burada A(t), B(t) sirasiyla A, B tiirlerinin ¢ > 0 anindaki miktarlarini, X ise sistemin
konum uzayini gostermektedir. Asagidaki tabloda, G; ve G, gecisleri, bu gecislere karsilik gelen egilim
fonksiyonlar1 ve net degisim vektorleri gortilebilir:

Reaksiyon  Egilim fonksiyonu Net degisim vektorii
G A—->B  a(X(1) =kA) v =(-1 1"
Gz :B—-> A az(X(t)) = sz(t) Vy, = (]., —1)T

Burada, drnegin, G, gecisini belirleyen, net degisim vektorii v, syle diisliniilmelidir: konum vektoriiniin
birinci bilegeni olan A, 1 birim kullaniliyor, dolayisiyla v;(1) = —1, benzer olarak konum vektoriiniin ikinci
bileseni olan B, 1 birim iiretiliyor, dolayisiyla v;(2) = 1 sonug olarak v; = (=1, 1)'. Yani herhangi bir
Gy : nA+ mB — pA + qB gecisi i¢in v, = (p — n,q — m)T seklinde belirlenecektir.

Stokastik modelleme, bu gecis sistemlerini Markov zincirlerini kullanarak aciklar. Peki nedir bu Markov
zinciri? Markov zinciri, gelecekteki durumlari sadece mevcut durumlarina bagh olan, dolayisiyla olasilik
yapisi gecmis bilgisine ihtiya¢ duymayan “unutkan” ve “hafizasiz” siirecleri modeller. Bu siirecler giinliik
hayatta siklikla karsimiza ¢ikar: yarin havanin nasil olacagi bugiiniin hava durumuna baglhidir; bir asansoriin
sonraki katta durup durmayacagi sadece bulundugu mevcut kata baghdir; yiiriiyen bir canli her adimda
yalnizca bir 6nceki adimina bakarak saga veya sola devam eder (random walk); internetin bagli-kopuk
olmasi1 durumlari arasindaki gegisler de sadece mevcut durumuna baghdir [2, 6, 8, 9]. Matematiksel olarak
Markov 6zelligi herhangi bir X siireci icin, P(, ) sistem dinamiklerini modelleyen olasilik fonksiyonunu
gostermek {izere

PX,1 = jl1Xo=1% X, =i', X, =i%,..,X,, =1) = PX,q = jIX, =0),
seklinde ifade edilir. Dolayisiyla siirecin X, deki durumu sadece mevcut durumu olan X,,’e baghdur.

Simdi eq. (1) ile verilen kendi modelimize donebiliriz. Sistemimizde yasanacak bir sonraki gecis, sadece
mevcut A ve B tiirlerinin miktarlarina baglidir. Bu Markov yapisini kullanan stokastik modellemeye gore
eq. (1)’ile verilen sistemin konum vektorii Rastgele Zamanli Degisim Modelini (RZDM) [1] saglar. Ayrica,
sistemin olasilik fonksiyonunun zamana gore tiirevi Temel Kimyasal Denklemi (TKD) (Chemical Master
Equation) ad1 verilen diferansiyel denklemi saglar [3]. Dolayisiyla, deterministik modellemede sistem
dinamiklerini incelemek icin elimizde tek bir adi diferansiyel denklem varken, stokastik modelleme de
RZDM ve TKD olacak sekilde iki denklem vardir.

RZDM’nin mantigi son derece basittir: Sistemin ¢ > 0 anindaki konum vektoriinii elde etmek igin, sistemin
baslangictaki konum vektoriine, X(0), her bir gecis kac kere oluyorsa, karsilik gelen net degisim vektoriinii
o kadar ekle. Elimizde r tane gecise sahip olan bir sistem oldugunu diisiinelim. Bu sistemi modelleyen
RZDM asagidaki sekildedir.

X)) =X0)+ ). &,
k=1
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burada &, G, gecisinin kac kere gerceklesecegini gosteren bir sayma siirecidir. Bu say1, ortalamasi egilim
fonksiyonunun zaman icindeki integraline baglh bir Poisson siirecidir. Dolayisiyla sistemin konum vekto-
riiniin zamana gore degisimi, deterministik modellemede piirtizsiiz bir egri ile temsil edilirken, stokastik
modellemede “sicramali egriler” ile temsil edilir.

RZDM, sistemin konum vektoriiniin gerceklestirebilecegi tek bir yolu modellerken; TKD ise sistemin
olasi tiim gecislerinin olasiliklarinin zaman iginde nasil degisecegini modeller. Dolayisiyla, RZDM sistem
icin olasi tek bir yol sunarken, TKD tiim yollarin ihtimallerini veren bir diferansiyel denklem sunar. Bu
nedenle teorik analizlerde TKD daha yaygin olarak kullanilir. Bu denklem, sistemin belirli bir durumda
bulunma olasiliginin zamana gore nasil degistigini ifade eder. Sistemin mevcut durumdaki olasiligi: (i)
diger durumlardan mevcut duruma yapilan gecislerle artarken (ii) mevcut durumdan baska durumlara
yapilan gecislerle azalir.

Elimizde r tane gegise sahip, X(¢) = x konumunda olan bir sistem oldugunu ve P(x;t) = P(X(t) = x)’nin
sistemin bir ¢ aninda x konumunda bulunmasi olasiligini gosteren fonksiyon oldugunu diisiiniirsek, sistemi
modelleyen TKD asagidaki sekildedir:

r

% P(x;t) = ), (ak(x ) P(x — v t) — g () P(x; t))
k=1

Burada her bir terim icin a;(x — vi) P(x — v;), x — v, konumundan x konumuna gelen giris oranini;
a,(x) P(x) ise x durumundan bagka konumlara ¢ikis oranini géstermektedir.

eq. (1) ile verilen sistem icin X (t) = (A(t), B(t))" konum vektoriinii kullanarak, her bir durum igin
P(A,B;t) := P(A(t) = A, B(t) = B)
olasiliklarini tanimlayalim. Bu durumda sistemi modelleyen TKD,

%P(A,B; D =k(A+1)PA+1,B-1;t)— k;AP(A, B;1)

+k,(B+1)P(A—-1,B+1;t)— k,BP(A,B;t) 3)
seklinde yazilir. Burada, tanimsiz durumlar i¢in ® = 0 kabul edilir [11].

Simdi, 6rnek olarak A = {0, 1} ve B = {0, 1} oldugunu kabul edelim. Bu durumda, sistemin konum uzay1 X
dort farkli elemandan olusacaktir:

X ={(0,0), (1,0), (0,1), (1, 1)},
bu ise bize asagidaki TKD denklemini verir:

d
dt (0’ 0’ t) 0’

% P@1,0;t) = k, P(0,1;¢t) — k; P(1,0; 1),
d
a P(0,1;t) = ky P(1,0;1) — k, P(0, 1; 1),

% P, 1;¢) = —(k; + k) P(1, 151).

Daha genel bir durumda, A = {0, 1, ...,n}, B = {0, 1, ..., m} olacak sekilde genislerse, bu durumda olasi
konumlarini sayisi, yani X’in eleman sayisi (n + 1) X (m + 1) olacaktir. Tiir sayilarinin ikiden fazla olabildigi,
her bir tiirlin miktarinin yiizbinlerle hatta milyonlarla ifade edildigi gercek sistemlerde bu denklemin
boyutu o kadar biiyiir ki TKD’yi dogrudan ¢6zmek neredeyse imkansiz hale gelir.

Elimizde sistem dinamiklerini modelleyen TKD oldugunda sistemin konumunun zamana gore nasil
degistigini {iretmek icin Gillespie tarafindan Snerilen stokastik simiilasyon algoritmalarint (SSA) kullaniriz.
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Bu algoritmalar, gecis hizlarini belirleyen, egilim fonksiyonlarini kullanarak gecislerin hangi sirayla ve
hangi zamanda gerceklesecegini modele ait olasiliklar1 kullanarak belirler ve bdylece sistemin muhtemel
bir yolunu ¢ikarir. Bu yontem, temelinde olasilik kurallarina gore rastgele secimler yapan bir Monte Carlo
metodudur. Kisaca 6zetlemek gerekirse, olasilik dagilimlarindan rastgele 6rnek ceken bir yontemdir [4].

Monte Carlo yontemi, aslinda insanlarin hayatin her asamasinda kullandig1: bir sonuca varmak igin
defalarca deneme prensibine dayanir. Bu yontem, analitik olarak ¢6ziimii oldukca zor olan karmasik prob-
lemlerin ¢dziimlerine, problemlerin tanimlandigi olasilik dagilimindan cok sayida rastgele 6rneklem alarak
yaklasir [5]. Ornegin, kenar uzunlugu 1 birim olan bir karenin igerisine, rastgele noktalar atip bu nokta-
larin ne kadarinin birim ¢ember icine diistiigiinii sayarak 7 sayisini yaklasik olarak hesaplayabiliriz [10].
Buradaki temel fikir, cember ve karenin alanlar arasindaki baglantinin dogrudan 7 sayisina bagli olmasidir.
Rastgele secilerek koyulan noktalar arttikga, 7z sayisi i¢in daha dogru bir yaklagim elde edilecektir. Ornegin,
nokta sayis1 N = 10* iken 7 = 3.1508 olarak elde edilir (bkz. fig. 1a), N = 107 icin ise = ~ 3.1405 olarak
bulunur (bkz. fig. 1b).

Monte Carlo 7 = 3.1508 (N = 10%) Monte Carlo 7 = 3.1405 (N = 107)

Cember ig
Cember digind

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
(a) N = 10* i¢in 7 tahmini (b) N = 107 i¢in 7 tahmini

Sekil 1. Farkli 6rneklem sayilari icin Monte Carlo yontemi kullanilarak elde edilen 7 tahminleri.

Gillespie’nin SSA’larini, Markov siirecleri ile modellenen bir sistemde, gerceklesecek olaylari, rastgele
secen bir karar mekanizmasi olarak diisiinebiliriz. Bu secimler, elbette belli kurallar dahilinde gerceklesir.
SSA’lara gore, gerceklesecek her olayin bir gerceklesme olasilii vardir. Bu olasilik daha yiiksekse olay daha
hizli yani sik gerceklesir.

Simdi eq. (1)de verilen sisteminin dinamiklerine donebiliriz. Bu sistemde yer alan G,, G, gecislerinin
gerceklesme olasiliklar1 egilim fonksiyonlari kullanarak belirlenir. SSA’lar her adimda iki karar verir: (1)
bir sonraki gecis ne zaman olacak? (2) hangi gecis gerceklesecek?. Gerceklesen gecisin net degisim vektorii
kullanilarak sistemin konum vektorleri giincellenir. Bu kararlar tamamen olasilik kurallarina gore verilir.
Dolayisiyla, Gillespie’'nin SSA’lar1 aslinda sistem dinamiklerini hangi gecis, ne zaman sorularini rastgele
secimlerle cevaplayarak ¢c6zen bir Monte Carlo metodudur [4]. SSA algoritmalari, her bir simiilasyonlarinda
TKD’yi kullanarak {izerinde ¢alisilan sistemin olasi bir gerceklesmesini (yolunu) verir.

Simdji, eq. (1)’'de verilen sistemin dinamiklerini stokastik ve deterministik modelleme yoluyla inceleyebiliriz.
Sistem dinamiklerini, stokastik modellemede, eq. (3)’lin olas1 bir gerceklesmesini SSA algoritmalariyla iirete-
rek; deterministik modellemede ise eq. (2)'de verilen ADD denkleminin ¢dziimiinii kullanarak inceleyecegiz.
SSA algoritmasinin iirettigi olasi bir gerceklesmede A, B tiirlerinin zamana bagli davranislari sicramali ve
diizensiz bir yol izlerken (bkz. fig. 2a) ; ADD modelinin ¢6ziimii ile elde edilen sistem dinamikleri daha
sakin ve kesintisiz bir yol izlemektedir (bkz. fig. 2b).

Sistem dinamiklerini mikroskobik 6lciitte inceleyen stokastik modelleme ile makroskopik dlciitte inceleyen
deterministik modelleme birbirlerinden tiimiiyle de bagimsiz degildirler. Uzerine calisilan sistemde, stokas-
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Tek SSA gerceklesmesi: A(t) ve B(t) 80 Deterministik ADD ¢6ziimii: A(t) ve B(t)

——A(t) (SSA) —— A(t) (ADD)
—— B(t) (55A) | | — — B(t) (ADD)

70

90

(o2}
o
T

AN

Molekiil sayist
Molekiil sayist
o
o

N
o
T

30

10 . . . . 20 . . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t

(a) Tek SSA gerceklesmesi. (b) ADD c¢6zliimii

Sekil 2. (a) eq. (3)’te verilen TKD’nin Gillespie’nin onerdigi SSA’lar ile elde edilen olas bir yolu (b) eq. (2) ile verilen
deterministik ADD sisteminin ¢ozlimii. Stokastik modelde sistem dinamikleri sicramali ve giiriiltiiliidiir;
deterministik modelde ise sistem dinamikleri piiriizsiiz bir egri seklinde elde edilir.

tik modelleme ile elde edilen tiir miktarlarinin ortalama degerlerinin zamana gore degisimleri, deterministik
modelleme ile elde edilen ADD denklemine yaklasik bir davranig gosterir. Hatta eger egilim fonksiyonlari
lineerse, yani her bir gecis en fazla tek bir tiirden olusan girdiye sahipse, bu durumda tiir miktarlarinin
ortalamasinin zamana gore tiirevlerini gosteren ADD, deterministik modelleme yoluyla elde edilen ADD
ile tam olarak cakisir.

Bu durumu eq. (1) lizerinden inceleyelim. Ortalama tiir sayilarini,

A(t) 1= E[A()] = D, AP(A,B;t),  B(t) := E[B(t)] = ), BP(A,B;1)
A,B A,B

seklinde gosterelim.

Ortalama tiir sayilar1 icin diferansiyel denklemler: Once A(t) icin:
d— d d
—A@t) = — D AP(A,B;1) = Y, A—P(A, B; 1)
dt dt > v dt
= A[kl(A +DPA+1,B—1;0) +ky(B+1)P(A—1,B + 1;t) — (k;A + k,B) P(A, B; t)].
AB

Simdj, ilk iki terimde, olasilik ifadelerini ayni indeksler {izerinden toplamak i¢in basit bir indeks kaydirmasi
yapacagiz. Birinci terimde yer alan P(A + 1, B — 1;¢) ifadesini yeni indekslerle yazmak iizere A’ = A + 1
ve B’ = B — 1 olarak tanimlayalim. Bdylece bu terim P(A’, B'; t) bi¢imine doniisiir. Benzer olarak, ikinci
terimdeki P(A — 1, B + 1;¢) terimi icin A’ = A — 1 ve B’ = B + 1 olarak belirleyelim, bu terim de ayn1
sekilde P(A’, B'; t) seklinde yeniden yazilabilir. Indeks kaydirmasi yalnizca toplama degiskenlerinin adini
degistirdigi icin toplamin degeri degismez; bu nedenle toplamlari yine A, B indeksleriyle ifade edecegiz.

Bu indeks kaydirmalarini uyguladigimizda

d—

A,B
= —k, ), AP(A,B;1) + k, ). BP(A, B;1)
A.B A,B
= —k, A(t) + k,B(t),
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olarak elde edilir. Dolayisiyla d— i _
aA(t) = —k, A(t) + k,B(t). 4)
Benzer sekilde B(t) icin:

d

= d d
—B(t) = — ) ,BP(A,B;t) = ), B—P(A,B;t
2B dt;g(,,)%dt(,,)

=" [kiA — k,B| P(A, B; 1)
A,B

=k, A(t) — k,B(D),

yani d— N _
EB(t) = k1 A(t) — k,B(t). (5)

Deterministik ADD ile uyum
Deterministik modelde elde ettigimiz, eq. (2) ile verilen ADD sisteminde eger
A®) :=E[A®)],  B(t) :=E[B()]

seklinde tanimlarsak, eq. (4) ve eq. (5) tam olarak eq. (2) ile cakisir. Yani bu basit 6rnekte, stokastik olarak
modellenen tiir miktarlarinin ortalama degerlerinin zamana gore tiirevleri deterministik model ile elde
edilen ADD denklemini saglar ve “cok sayida SSA gerceklesmesinin ortalamasi = ADD ¢6ziimii” gdzlemini
teorik olarak dogrular. Bu dogrulama asagidaki sekillerde net bir sekilde goriilebilir.

SSA gerceklegmelerinin ortalamasi ve ADD: A(t) SSA gerceklegmelerinin ortalamas1 ve ADD: B(t)

80 80
SSA muhtemel yollar
—— A(t) (SSA ortalamasi)
70l = = ADD A(t) i 70l
-
7
60 - 1 60 7
4
= 50 1 E\Q/ 50
40 ’ 40
S
g
30 7 301 SSA muhtemel yollar1 | |
—— B(t) (SSA ortalamasi)
— — ADD B(t)
20 . . | . 20 . . h N
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
(a) (b)

Sekil 3. (a) Coklu SSA simiilasyonlarinin ortalamasi ile deterministik ADD ¢dziimiiniin A(t) tizerindeki
karsilagtirmasi (b) ayni1 karsilagtirmanin B(¢) icin elde edilen sonucu. Her iki durumda da tekil SSA gerceklesmeleri
stokastik ve sigcramali bir yap1 sergilerken, bu gerceklesmelerin ortalamasi deterministik ADD ¢oziimiiyle tam olarak

cakismaktadir. Bu sonug, ADD denkleminin incelenen sistemin ortalama davranisini temsil ettigini, SSA

algoritmalarinin ise tek bir stokastik rastgele 6rnek yolu {irettigini acikca gostermektedir.

Bu basit iki gecisli 6rnek, stokastik ve deterministik yaklagimlarin ayni siireci iki farkli 6lcekte nasil
yorumladigini acikca gostermektedir. SSA algoritmalar siireclerin rastlantisal yollarini ortaya koyarken,
ADD modeli bu siireclerin ortalama davranigini tanimlar. Boylece Markov-Monte Carlo stokastikligi ile
ADD deterministikligi, ayn1 dinamigin birbirini tamamlayan iki yiizii olarak ortaya ¢ikar. Bu iki bakig
agisinin birlikte ele alinmasi, karmasik sistemlerin dogasini anlamak icin giiclii ve biitiinciil bir cerceve
sunar.
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Hepimiz, bilimsel bir hatanin biiyiik degisimlere yol actig1 hikayeleri biliriz. Bu yazida, bu tiir anlatilarin
en carpicl orneklerinden biri olan Kelebek Etkisini inceleyecegiz.

Bu etkinin ortaya cikisi, 1960’11 yillarda Meteorolog Edward Norton Lorenz’in yiirtiittiigii sayisal bir deneyle
dogrudan iligkilidir. Lorenz’in basit bir hava durumu simiilasyonunda yaptig1 kiiciik bir yuvarlama hatasi,
Kaos Teorisi’nin kapisini aralamistir. Bu ‘mutlu hata’, deterministik sistemlerde baslangi¢ kosullarindaki
son derece kiiciik farklarin zamanla biiyiik ve 6ngoriilemez sonuglara doniisebilecegini gostermistir.

Yazi boyunca, bu hassasiyetin izini siirerek kaosun rastgele bir diizensizlik olmadigini, aksine, garip cekiciler
(strange attractors) ve fraktal geometri ile tanimlanabilen gizli bir matematiksel diizene sahip oldugunu
gOsterecegiz. Ayrica, baslangi¢ kosullarina olan bu asir1 hassasiyetin, hava durumu tahminlerinden finans
piyasalarina kadar pek cok sistemin dinamik yapisini nasil sekillendirdigini birlikte inceleyecegiz.

B Lorenz’in Mutlu Hatasi ve Kelebek Etkisi’nin Dogusu

Kaos Teorisi’nin dogusu, 1961 yilinda MIT’de gorevli meteorolog ve matematikci Edward Norton Lorenz’in
rutin bir hava durumu simiilasyonu ¢alismasina dayanir. Lorenz, atmosferdeki konveksiyon akimlarini
modelleyen, dogrusal olmayan on iki degiskenli bir denklem sistemi iizerinde ¢alisirken, zamandan tasarruf
etmek amaciyla, daha onceki bir simiilasyonun ciktisini baglangic degeri olarak kullanmaya karar verir.
Ancak bilgisayarin bellegindeki tam degeri (0.506127) girmek yerine, ciktida gérdiigii yuvarlanmis degeri
(0.506) yazarak simiilasyonu tekrar baslatir. Girdi verileri arasindaki bu binde birlik fark, bir kelebegin
kanat cirpisinin yaratacagl hava akimi kadar bile degildir. Lorenz’in beklentisi, yeni simiilasyonun bir
Oncekiyle neredeyse ayni yolu izlemesidir. Ancak bir siire sonra iki ¢ikti tamamen farkli yonlere sapmius,
sistemin gidisat1 radikal bir bicimde degismistir. Bu gdzlem, o giine kadar hiikiim siiren ve her seyin kesin
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olarak hesaplanabilir oldugunu savunan klasik deterministik anlayisi kokten sarsmistir. Lorenz, sistemin
kurallar1 tamamen belirli (deterministik) olsa bile, baslangi¢taki bu mikroskobik farklarin zamanla devasa
bir 6ngoriilemezlige yol actigini fark etmistir. Lorenz’in Baslangi¢c Kosullarina Hassas Bagimlihik
adin1 verdigi bu fenomen, daha sonra diinya capinda iin kazanacak olan Kelebek Etkisi metaforuyla
somutlagmistir.

m Kaosun Tarihi Temsilcileri ve Onciileri

Lorenz’in bulgular1 modern Kaos Teorisi’nin en somut 6rnegini sunsa da teorinin kokleri cok daha eskilere
uzanir. 19. yiizyilin sonlarinda Fransiz matematikgi Henri Poincaré, {inlii U¢ Cisim Problemi iizerinde
calisirken, sistemin yoriingelerinin beklenenden ¢ok daha karmasik ve istikrarsiz oldugunu fark etmistir.
Poincaré, kaotik davranis gosteren yoriingelerin asla tam olarak tekrar etmedigini ve belirli bir esikten
sonra tamamen Ongoriilemez hale geldigini gostererek, bugiin kaos olarak adlandirdigimiz kavramin
matematiksel temellerini atmistir.

Henri Poincaré

1970’1i yillara gelindiginde ise biyolog Robert May, popiilasyon dinamiklerini inceleyen basit bir Lojistik
Denklem’in bile belirli parametre degerlerinden sonra nasil kaotiklesebilecegini kanitlamistir. Lorenz’in
atmosferik modelleri ve May’in popiilasyon denklemleri, karmasikligin sadece cok degiskenli sistemlerde
degil, son derece basit denklemlerde bile sakli olabilecegini diinyaya gostermistir.

Robert May

Artik biliyoruz ki, dogrusal olmayan dinamikler, evrendeki beklenmedik karmasikligi doguran temel yapidir.
Peki bu matematiksel karmasiklik hangi geometrik yapilarla iliskilidir? Kaosun icindeki bu gizli geometrik
diizeni, Benoit Mandelbrot ve onun meshur fraktallari ile kesfedecegiz.
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B Kaosun Parmak izi: Fraktal Geometri ve Ozbenzerlik Prensibi

Kaotik sistemlerin sergiledigi karmagsik davranislar, bilim diinyasini alisilagelmis Oklid geometrisinin
(nokta, dogru, kiire) yetersiz kaldig1 yeni bir geometri arayisina itmistir. Bu arayisin en 6nemli temsilcisi,
Kaos Teorisi’'nin gelisiminde kilit rol oynayan matematikci Benoit Mandelbrot olmustur.

Benoit Mandelbrot

Mandelbrot, "Bulutlar kiire, daglar koni, kiy: geritleri ise birer dogru degildir" diyerek, dogadaki karmasik
ve diizensiz yapilarin klasik geometriyle tanimlanamayacagini savunmustur. Bu yapilari tanimlamak i¢in
Latince fractus (parcalanmig/kirilmig) kelimesinden tiirettigi fraktal terimini ortaya atmistir. Fraktallar,
en basit ifadeyle, bir parcanin biitiiniin 6zelliklerini birebir tagimasi esasina dayanan 6zbenzerlik (self-
similarity) niteligine sahip yapilardir. Mandelbrot, bu kesfiyle aslinda diizensizligin de kendine has, hassas
bir geometrisi oldugunu kanitlamistir.

Dogada Fraktallar

Tanrr’nin parmak izi olarak da bilinen Mandelbrot Kiimesi, sonsuz detay1 ve kendi kendine benzeyen
yapistyla, kaotik sistemlerin en carpici gorselidir. Bu kiimeyi ne kadar biiyiitiirseniz biiyiitiin, ana yapinin
kiiclik kopyalari tekrar tekrar karsiniza ¢ikar.
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Mandelbrot Kiimesi

Bu durumu cografi bir perspektifle ele alalim. Ingiltere’nin kiyilarini ne kadar kiiciik cetvellerle dlgerseniz
o kadar girinti ve ¢ikintiy1 hesaba katmak durumunda kalirsiniz ve uzunluk sonsuza yaklasan degerler alir.
Fraktallar1 gormek icin Amerika’y1 her seferinde yeniden kesfetmeye gerek yoktur. Kendimizden baslayip
doganin her kosesinde onlara rastlayabiliriz. Cigerlerimizdeki bronglardan agaclarin dallarina kadar...

Sahil Seridi Paradoksu

B Laplace’in Seytanina Karsi Kaos Teorisi: Belirsizligin Felsefesi

Kaos Teorisi’nin en biiylik felsefi etkisi, yiizyillardir bilimin temel diregi olan kati determinizm fikrine
meydan okumasidir. Bu belirsizlik bizi su can alici soruya getirir: Bilmek gercekten miimkiin miidiir?

Mandelbrot Kiimesi’nin ‘Tanri’nin Parmak Izi’ olarak bilinmesinden de anlayabildigimiz gibi, kaosun
kesfedildigi donemlerde Tanricilik ve her seyin bir nizam icinde oldugu inanci oldukcga yaygindir. Hatta
o donemde hesaplanabilir kader diisiincesine o kadar sarsilmaz bir giiven duyuluyordu ki, matematikci
Abraham de Moivre, uyku siiresindeki giinliik 15 dakikalik artiglardan yola ¢ikarak toplam uyku siiresinin
24 saate ulasacag glinii hesaplamis ve tam da o giin vefat etmistir.

Geleneksel olarak bu donemde, Pierre-Simon Laplace’in adiyla anilan Laplace’in Seytani kavrami hakimdir:
Evrenin o anki durumunu ve tiim giicleri bilen bir zekd (Seytan), gelecegi de gorebilir. Bu, her seyin 6nceden
belirlendigi anlamina gelir ve Kaos Teorisi’ne kadar bu determinizm sarsilmamistir. Matematikgiler bile bu
kaderci hesaplamalara giivenmektedir.
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Pierre-Simon de Laplace Laplace’in Seytani

Ne var ki Kaos Teorisi bu iddialarn c¢liriitmiistiir. Teoriye gore, evrenin durumunu sonsuz hassasiyetle
olcmek imkansizdir ve bu yiizden gelecegi tamamen 6ngdrmek de bir hayaldir. Kaos, iistel biiylime yoluyla
calisir; bu da baslangi¢ kosullarindaki en ufak bir belirsizligin bile kisa siirede kontrolden ¢ikacagini gosterir.
Ayrica bize, bu kiiciik hatalarin hep var olacagini ve belirsizligin bir anlamda kaderimiz oldugunu kanaitlar.
Bu yoOniiyle kaos, sistemin kurallarla belirlendigi ancak bizim 6ngorii yetenegimizin sonsuza dek sinirh
kaldig bir belirsizlik kanitidir.

B Gilnliuk Hayatta Kaosu Selamladigimiz Alanlar

Kaos Teorisi sadece soyut bir matematiksel calisma veya felsefi bir tartisma alani degildir; glindelik yasam-
dan karmasik fiziksel sistemlere kadar her yerde karsimiza ¢ikar.

Ornegin atmosferik kosullar, tipik bir kaotik sistemdir ve bu teori, hava durumu tahminlerinin neden
genellikle 5-6 giinle sinirh kaldigini bizlere agiklar. Atmosferdeki molekiiler carpismalar arttikca, baglangic
verisindeki en kiiciik eksiklik sistemi ongoriilemez bir kaosa siiriikler. Benzer sekilde finans piyasalarinda
borsa dalgalanmalari, baslangictaki mikro degisimlere asir1 hassasiyet gosterdigi icin asla %100 tahmin
edilemezler. Trafik akisinda tek bir aracin anlik yavaglamasinin kilometrelerce siirecek bir tikanikliga yol
acmasi veya biyolojik sistemlerdeki popiilasyon degisimleri, kaosun hayatimizin igindeki diger tezahiirleri-
dir. Hatta basit fizik kurallarina uyan bir ¢ift sarkac bile, baslangictaki milimetrik farkliliklar nedeniyle
kisa siirede tamamen Ongoriilemez bir hareket sergilemeye baslar.

giinliik hayatta kaos

Sonuc olarak, Lorenz’in bir kelebek agirligindan bile kii¢iik olan o meshur hatasi, bilime bakis acimizi
kokten degistirmistir. Baslangicta bir felaket olarak goriilebilecek bir hesaplama hatasinin, bilim tarihine
mutlu sifatiyla gegmesi bizlere su soruyu hatirlatir: Her hata gercekten kotii sonuclar mi dogurur? Aslinda
bu diinyada hepimiz birer kiiclik kelebek gibiyiz; ¢irptigimiz her kanat ardinda yeni bir hikaye saklidir ve
verdigimiz en kiiciik kararlar bile devasa bir zincirleme reaksiyonun baglangici olabilir.
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Kaos Teorisi, bilim insanlarina kontrol edilemez olani kucaklamay1 6greten bir ders sunar. Tiim o matema-
tiksel karmasa bize aslinda tek bir gercegi soylemektedir: Miikemmel 6ngorii bir illiizyondur. O minicik
fark, bizi determinizmin kati zincirlerinden kurtararak, rastgeleligi bir kusur olarak degil, kesfedilmeyi
bekleyen yeni diizenlerin ve olasiliklarin heyecan verici bir kapisi olarak gormemizi saglamistir. Lorenz’in
Oykiistinde de gordiigiimiiz gibi, hata yapmak her zaman olumsuz bir getiri sunmaz; aksine bazen hakikate
giden en kestirme yoldur.

Hatalarimizin hep ‘mutlu’ olmasi dilegimle...
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Biiyilik hocamiz Cahit Arf, matematigi “anlamanin” sabir gerektirdigini, ancak bunun erisilmez bir giicliik
olmadigini soyler. Bu ayki kitap seckisi, iste bu “anlama” ¢cabasinin ii¢ farkli yiiziinii sunuyor bize. Bazen
Benjamin Labatut’'un “Arsiz Yesillik”inde oldugu gibi bilim tarihinin karanlik ve puslu dehlizlerinde,
bazen Riemann Hipotezi'nin pesinde evrenin en biiyiik sirrini1 ¢cézmeye calisirken, bazen de 1950’lerin
Erzurum’unda bir halk konferansinda karsimiza cikiyor bu tutku. Hadi gelin, matematigin kurgu, popiiler
bilim ve tarihle kesistigi bu zengin yolculuga beraber cikalim.

B Bilmenin Laneti: Dahilik, Delilik ve Arsiz Yesillik

Arsiz Yesillik — Benjamin Labatut (Cev. Saliha Nilifer), Can Yayinlari (2023)

: Arsiz Yesillik, Silili yazar Benjamin Labatut ile tanigma kitabim oldu.

. e Ilk satirlardan itibaren biiyiilendigimi, fakat kitapta ilerledikce biraz da
B I] N ] ;\ 1\1 I N bocaladigimi itiraf etmeliyim. Bu bocalamamin ilk sebebi, kitabin ka-
E I 1\ B \r 1 L paginda tiir olarak '/ROMAN’ yazmasiydi. Ancak okuduklarim, temada
v

o

bir biitiinliik saglasa da, aslinda “bilim tarihinden oykiiler” diyebilece-
gim, su ana kadar literatiirde yeri olmayan bir tiirdii. (Bu baglamda, bu
olusturdugu yeni tiirde yazmaya devam ederse, Labatut’un ilerde Nobel
Edebiyat Odiilii aday1 olmasi kuvvetli muhtemeldir.) Ikinci bocalama
sebebim ise, bilim tarihi ile kurguyu harmanlayan yazarin nerde ne kadar
gercegi anlattigini ayirt etmekte zorlanmamdi. O kadar ¢ok bilim tarihi
ve biyografi kitaplar1 okumus olmama ragmen, Labatut’'un “Gykiilerini”
okurken gercek ile hayal zihnimde tuhaf bir sis olusturdu. Bu da tabii ki,
gercek olaylarla kurgusal detaylari i¢ ice gegiren yazarin kaleminin gii-
clinii gosterir. Fakat bu durum, bende garip bir okuma hazzi ve heyecan
da olusturdu.

Kitabin ilk “Oykiisii" Prusya Mavisi, kitabin en gercekci ve en sarsici bolii-
miidiir. Labatut, kimya ve 6liim arasindaki iligkiyi inceleyerek, bilimsel
ilerlemenin hem kurtaric1 hem de yok edici olan ¢ift yonlii dogasini vurgular bu boliimde. Kimyager
Fritz Haber’in odaginda, sentetik boya “Prusya Mavisi"nin kesfinden yola cikarak siyaniire ve etkile-
rine uzanan bir tarihsel yolculuga c¢ikarir okuyucuyu. Haber, havadaki azotu giibreye doniistiirerek
milyarlarca insani1 acliktan kurtaran kahraman bir bilim insanidir aslinda. Ancak ayn1 Haber, I. Diinya
Savasi’'nda klor gazini icat ederek kimyasal savasi baslatan ve karisinin intiharina sebep olan kisidir.
Onun gelistirdigi pestisitler, daha sonra Naziler tarafindan toplama kamplarinda kullanilan Zyklon B’ye
doniisecektir. Kitabin bu boliimiinde, Alan Turing’in siipheli intiharina da yer verilir ve soyle der Labatut:
“Siyaniirii cazip bulanlar sadece katiller ya da suikast¢ilar degil; Britanya hiikiimetinin escinselligini
cezalandirmak amaciyla kimyasal hadim etme uygulamasina maruz biraktigi, bu yiizden gogiisleri
biiyiiyen bilgisayar biliminin babasi, ddhi matematik¢i Alan Turing de icine siyaniir konmus bir elmay1
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1sirarak intihar etmisti.” Her ne kadar resmi tarihe gore bir intihar olarak kabul edilse de 6liimiiniin
intihar m1 yoksa bir kaza mi1 oldugu kesin olarak belirlenemeyen Turing, Labatut’un “Gykiisiiniin” bas
kahramani degildir, ancak bir matematikgi olarak siyaniir baglantisi ile 6liimiinii kesin bir intihar ve
masalsi bir veda olarak anlatmasi beni etkiledi.

Fritz Haber’in azotu baglayarak giibreyi icat etmesi, I. Diinya Savasi’'nda klor gazini bizzat cephede yonet-
mesi, karis1 Clara Immerwahr’in (kendisi de bir kimyagerdir) kocasinin bu “barbarligina” dayanamayip
intihar etmesi tamamen tarihsel gercektir. Ayrica Nazilerin Haber’in gelistirdigi pestisit formiiliinii
Zyklon B’ye doniistiirmesi de ac1 bir gercektir. Yazarin burada yaptig1 tek miidahale, karakterlerin ic
diinyasindaki baz1 duygusal betimlemelerdir; ancak olay orgiisii tarihe birebir sadiktir.

Oykiiniin sonu ise kitaba ismini veren arsiz yesillik deyisinin nereden geldigini aciklar: Kurguya gore
Haber, sonunda gercekten sucluluk hisseder, ancak bu duygunun nedeni pek ¢ok insanin dliimiine
sebep olmasi degil; diinyanin dengesini bozarak bitkilerin kontrolsiizce serpilecegi ve biitiin canlilar1
arsiz bir yesillik altinda bogacag1 korkusudur.

Kitabin ikinci “Oykiisiine” adin1 veren Schwarzschild Tekilligi, hem astrofizigin hem de Benjamin
Labatut’un kitabinin en biiyiileyici ve iirkiitiicli kavramlarindan biridir. Basitce sdylemek gerekirse,
evrenin “hata verdigi" noktadir. Olay 1915 yilinda, I. Diinya Savasi’nin en siddetli doneminde, Rus
cephesinde gecer. Karl Schwarzschild, Alman ordusunda bir topgu tegmenidir. Etrafinda bombalar
patlarken ve hardal gazi bulutlar1 gezerken, eline Einstein’in heniiz yeni yayimladig1 Genel Gorelilik
Teorisi gecer.

Einstein, bu denklemlerin sadece “yaklasik” olarak ¢oziilebilecegini diistiniiyordu. Ancak Schwarzschild,
siperlerde, balistik hesaplamalardan kalan zamaninda imkansizi basardi: Denklemlere tam ve kesin
bir ¢bzlim buldu. Bunu bir mektupla Berlin'deki Einstein’a génderdi. Schwarzschild’in matematiginde
tuhaf bir sinir ortaya cikti. Bugiin buna Schwarzschild Yaricapi (Ry) denir. Bu yaricap, G yercekimi sabiti,
c 151k hizi ve M kiitle olmak {izere, su formiille verilir:

_ 2GM

R
S C2

Bu formdil bir korkunc gercegi gozler 6niine serer: Evrendeki herhangi bir nesneyi (bir yildizi, bir ge-
zegeni, hatta sizi) yeterince kiiciik bir alana sikistirirsaniz, o nesne kendi kiitlecekimi altinda ¢cokerek
bir kara delige doniisiir. Schwarzschild’in hesaplarinda matematik iki noktada “patliyordu”, baska bir
deyisle, sonsuza gidiyordu. Birincisi olay ufku, yani sinirdir. Zaman burada disaridaki bir gdzlemci
icin durur. Ikincisi ise, merkezdeki tekillik ki asil dehset buradadir. Kara deligin tam merkezindeki
noktadir. Burada hacim sifirdir, yogunluk sonsuzdur, zaman ve mekan anlamini yitirir. Kitapta Labatut,
Schwarzschild’in bu tekilligi kesfettiginde hissettigi dehseti cok siirsel anlatir. Schwarzschild, sadece ma-
tematiksel bir tuhaflik bulmamis; evrenin kalbinde, rasyonel aklin ve bilimin igleyemeyecegi, Tanri’nin
bile gormezden geldigi bir “kor nokta” bulmustur.

Yazarin kurgusuna gore Schwarzschild, bu sonsuz sikismishigin zihinsel yiikiinii kaldiramaz. Yaptig1 her
seyde sinirlar1 zorlayan Karl Schwarzchild, bagisiklik sisteminin cilde saldirdig: bir otoimmiin hasta-
lik olan pemfigiise yakalanir. Cok acili olan bu hastalik, Schwarzchild'in bu “tekilligin" bedenindeki
yansimasidir. Evrenin kumasindaki yirtik, adeta onun teninde kendini gostermistir. Schwarzchild’in
bu agrili ve acili hastaliga yakalanarak hayatini kaybettigi bir gercektir. Ancak, Labatut, Schwarzsc-
hild’in hastaligini ve atesli sayiklamalarini, kara delik fikrinin (tekilligin) zihnine yaptigi baskiya baglar.
Schwarzschild’in 6lmeden 6nce insanhigin sonunu gordiigiine dair kehanetvari vizyonlar: ve haliisinas-
yonlar1 tamamen yazarin kurgusudur. Karl Schwarzschild’in I. Diinya Savasi’nda Rus cephesindeyken
Einstein'in denklemlerini ¢6zdiigii ve mektup arkadasi olduklari da dogrudur. Hatta, gercek hayatta
Einstein, Schwarzschild’in matematiginden cok etkilenmis ama fiziksel sonucundan nefret etmistir.
Yillarca (1939’a kadar), “Matematik dogru olabilir ama doga bizi bu kadar cirkin bir seyden korur, boyle
seyler gercekte olusamaz" diyerek kara delik fikrini reddetmistir. Ancak, Robert Oppenheimer ve Hart-
land Snyder’in 1939’da yayimladig1 bir makalede kara deliklerin olusabilecegi siipheye yer birakmayacak
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sekilde kanitlanmigtir.

Gelelim benim favori dykiime: Kalbin Can Damari. Bu boliimde ana karakterimiz, cebirsel geometrinin
kurucusu Alexander Grothendieck. Oykii, Japon matematikgi Shinichi Mochizuki’nin “a+b=c” sanisini
kanitladigini iddia etmesi ve matematik diinyasinin bunu anlamakta zorlanmasi ile baslar ki bu tarihsel
bir gercektir. Mochizuki, Grothendieck’i iistat olarak goriiyordu. Gergekten de, Alexander Grothendi-
eck, sadece Arsiz Yesillik kitabinin degil, tiim 20. yiizyil bilim tarihinin en gizemli, en radikal ve belki
de en hiiziinlii figliriidiir. O, matematigi sayilardan arindirip saf kavramlara doniistiirdii. Kitapta da
deginildigi gibi, kariyerinin zirvesindeyken (Fields Madalyasi’'n1 almisken) her seyi bir anda birakt.
Calistig1 enstitiiniin, Savunma Bakanligi'ndan kiiciik bir miktar bagis aldigin1 6grendi. Ancak, Grothen-
dieck’in, babasi Naziler tarafindan 6ldiiriilmiis bir anarsist ve radikal bir pasifist idi. Bu nedenle, bilimin
“oldiirme sanati"na hizmet etmesine tahammiilii yoktu. Istifa etti. Matematik camiasini “tehlikeli ve
etik dis1” olmakla sucladi. Matematik derslerini tamamen birakti ve Vietnam Savasi karsiti gosterilerde
“hayatta kalma” dersleri vermeye basladi. Bu asamadan sonra, Grothendieck, deliligin ve mistikligin
sinirlarinda yasamaya baglar. Labatut’un kitabinda vurgulamak istedigi “karanlik nokta" tam olarak
burasidir. Grothendieck, Pireneler’de kii¢iik bir kdye (Lasserre) yerlesti ve 2014’teki 6liimiine kadar
tam bir kesis hayat1 yasadi. Labatut’un kurgusunda Grothendieck, “uzayin kalbinde" insanligin hazir
olmadig bir sey gormiis gibidir. Gercekte de Grothendieck, Récoltes et Semailles (Hasatlar ve Ekimler)
adli devasa otobiyografik eserinde, bilim diinyasinin ruhunu seytana sattigini, yaraticiligin yok edildigini
ve egonun bilimi ciiriittiglinii anlatir. Matematigi biraktigini soylese de, geceler boyunca binlerce sayfa
yazi1 yazdi. Ancak bunlar formiillerden ziyade; riiyalar, bitkiler, seytan, tanr1 ve kozmosun yapisi tizerine
karmasik metinlerdi. Grothendieck bize su soruyu sordurtur: “Bir seyi o kadar derinlemesine anla-
mak, gerceklikle bagimizi koparir mi1?" (Benzer bir hayat oykiisii ile John Nash de akla geliyor. Ancak,
Nash’in Grothendieck’ten farki, zihinsel karmasasini ve hastaligini yenip biitliniiyle matematige geri
donmesidir.)

Kitabin Ingilizce cevirisine adini veren ve kurgu diizeyinin en yiiksek oldugu béliim ise Diinyay1 An-
lamay1 Biraktigimizda’dir. Heisenberg ve Schrodinger’in hikayesinin anlatildig: bu boliim kitabin ana
temasinin dayanak noktasidir. Kuantum mekaniginden once fizikgiler (Newton, Einstein, hatta Schro-
dinger) diinyay1 “g6z oniine getirebiliyorlardi”. Gezegenler doniiyor, dalgalar yayiliyor, elma diistiyordu.
Zihnimizde bunun bir resmi vardi. Heisenberg, Helgoland adasinda kurdugu Matris Mekanigi ile sunu
demis oldu: “Atomun icinde ne oldugunu hayal etmeye calismay1 birakin. Elektronun yoriingesi diye
bir sey yoktur. Sadece elimizdeki sayilara (girdi ve ¢iktilara) bakalim." Heisenberg, atom alt1 diinyasini
resmedilemez, canlandirilamaz ve klasik mantikla anlasilamaz bir matematik yiginina doniistiirddi.
Schrédinger buna, “Senin bu matematiginden tiksiniyorum!" diyerek karsi ¢ikti. O, atomun tipki bir
gitar teli gibi titresen “dalgalardan” olustugunu savundu (Dalga Denklemi). Ciinkii insan zihni dalgalar
hayal edebilir, resmedebilir. Schrodinger, anlasilabilir bir evren istiyordu. Labatut kitapta bu savasi
Heisenberg’in kazandigini (veya en azindan gercegin Heisenberg’in tarafina daha yakin oldugunu)
ima eder. Bohr ve Heisenberg’'in Kopenhag Yorumu ile su sonuca varildi: Biz artik bir elektronun “ne
yaptigini” veya “nerede oldugunu” kesin olarak bilemeyiz (anlayamayiz). Sadece nerede olabilecegini
olasilik hesaplariyla tahmin edebiliriz. Iste bu boliimiin baghgi buradan gelir: insanlik, evrenin temel tas-
larini (atomlart) gorsellestirmeyi ve neden-sonug iliskisi i¢inde “anlamay1” birakmais; sadece formdillerle
“hesaplamaya” baglamustir. Yazarin “Iste burada ip koptu, burada karanhga girdik" dedigi o biiyiik kirilma
ani, Heisenberg’in o adada gecirdigi gecedir. Benjamin Labatut, Heisenberg’in Helgoland adasindaki
o gecesini adeta bir korku filmi sahnesi gibi tasvir eder. Bu, bilimsel bir kesiften cok, bir tiir “seytan
cikarma” ayinine benzer. Helgoland adasi, kitapta neredeyse baska bir gezegen gibi anlatilir. Heisenberg
geceleri uyuyamaz. Gegirmekte oldugu agir bir saman nezlesinin agrilar1 ve beynindeki formiiller onu
uyanik tutar. Geceleri ucurumun kenarinda yiiriir, Goethe’nin siirlerini ezberinden haykirir ve denizin
karanligina bakar. Labatut’un anlatiminin zirve yaptig1 yer, Heisenberg’in zihinsel kirilma anidir. He-
isenberg o gece, Bohr’un yoriingelerini, donen elektronlari, yani kafasinda kurdugu o “minyatiir giines
sistemi” modelini zihninden silip atar.

O meshur gece (tarihsel olarak 7 Haziran 1925 sabaha kars1), Heisenberg bir trans halindedir. Sayilari
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matrislere doker. Enerjinin korundugunu gordiigiinde dehsete kapilir. Labatut, Heisenberg’in o an
hissettigi seyi “evrenin derisinin yliziild{igli an" olarak tarif eder. Heisenberg, doganin o giizel, anlasilir
ylizeyinin altina bakmis ve orada donen dislileri, o soguk ve karanlik iskeleti gormiistiir. Hissettigi sey
seving degil, derin bir korkudur. Sanki insanhigin gormemesi gereken bir sirr1 ifsa etmis gibi hisseder.
Giin dogarken bir kayanin tepesine tirmanir ve orada titreyerek oturur. Yazar burada Heisenberg’i,
yasak elmay1 1siran Adem gibi konumlandirir. Heisenberg, “anlamin” (gorselligin) konforunu feda
etmis, karsihiginda “gercegin” (matematigin) soguk giiciinii elde etmistir. Bu sahne, kitabin baglig1 olan
"Diinyay1 Anlamay1 Biraktigimizda” fikrinin tam olarak viicut buldugu andir.

Benjamin Labatut, Heisenberg’in ¢ektigi “cile"nin tam aksine, Erwin Schrédinger’in kesif siirecini bir
“vecd” hali ve bir ask sarhoslugu olarak anlatir. Tarih 1925 yilinin sonlaridir. Schrodinger, karisini evde
birakip Isvicre Alpleri’ndeki liiks bir kayak merkezi ve sanatoryum olan Arosa’ya gider. Goriiniirde
tiiberkiilozdan siiphelendigi icin dinlenmek amaciyla gitmektir, ama asil niyeti, Heisenberg’in o “cirkin”
matrislerini ciiriitecek, evreni yeniden “piiriizsiiz" hale getirecek bir teori kurmaktir. Schrodinger yalniz
degildir. Yaninda, tarihcilerin kimligini asla tam olarak ¢tzemedigi, giinliiklerinde sadece “Heroldswil’li
bir bayan” olarak gecen eski bir sevgilisi vardir. Labatut bu kadini, Schrodinger’in ilham perisi olarak
kurgular. Schrodinger’in en biiyiik motivasyonu Heisenberg’e duydugu nefretti. Heisenberg’in diinya-
sinda elektronlar bir yoriingeden digerine aniden, sihir gibi “si¢riyordu” (Kuantum Sicramasi). Arada
gecen zaman veya gidilen yol yoktu. Schrodinger bunu “igrenc” buluyordu. Dogada sigrama olamazds;
doga stireklidir. Bu diisiincelerle, o meshur Dalga Denklemi’ni kurdu. Ona gore elektron bir parcacik
degil, cekirdegin etrafinda titresen bir dalga bulutuydu. Tipki bir gitar telinin titresimi gibi yumusak,
miizikal ve ongoriilebilir bir hareketti. Schrodinger dagdan indiginde elinde fizik diinyasinin en giizel
denklemi vardi.

Ancak Labatut kitabin sonunda ac1 gercegi yiiziimiize vurur: Schrodinger hakli oldugunu santyordu
ama aslinda yanilmisti. Matematiksel olarak denklemi dogruydu ama yorumu yanlisti. Elektronlar
“gercekten” dalga degildi; onlar olasilik dalgalariydi. Yani Schrodinger, evreni kurtarmaya (onu tekrar
anlasilir kilmaya) calisirken, istemeden de olsa Heisenberg’in o “anlasilamaz” belirsizligini daha da
saglamlagtirmisti.

Ve Sonsoz: Gece Bahc¢ivani.

Kitabin sonundaki anlatici ve "Gece Bah¢ivani” karakteri, yazarin Giiney Amerika’daki kendi yasamin-
dan esinlenmis olsa da, biiyiik 6l¢iide metaforik ve kurgusaldir. Bu boliim, kitabin ana temasi olan
“bilimin dogay1 hem iyilestirip (bah¢ivanlik) hem de zehirlemesi (siyaniir)” fikrini 6zetleyen bir final
hikayesidir. Labatut, “tarihi carpitmak” icin degil, bilimsel kesfin arkasindaki duygusal ve zihinsel
maliyeti (korku, vecd, delilik) hissettirmek icin bosluklari kurguyla doldurmus ve edebiyatta yeni bir
tiire 151k yakmustir.

Ek Okuma Onerisi: Maniac, Benjamin Labatut, Can Yayinlari, Nisan 2025 (John von Neumann’in
yasam Oykiisiinii eksene alarak bir kurgusal roman kaleme alan Labatut’'un bu kitabini da okumanizi
siddetle 6neririm.)
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m Kaosun icindeki Melodi: Asal Sayilar ve Riemann’in Gizemi

Asal Sayilarin Muzigi — Marcus du Sautoy (Cev. Avni Uysal), Ginko Bilim (2023)

e

Marcus du Sautoy’un “Asal Sayilarin Miizigi" adli eseri, matematigin

en biiylik ¢oziilememis gizemlerinden biri olan Riemann Hipotezi'nin

MARCUS DU SAUTOY tarihini, dnemini ve bu problemi ¢c6zmeye calisan dahilerin hikayelerini
ASAL anlatan siiriikleyici bir popiiler bilim kitabidir.

SAYILARIN Kitabin kalbinde Alman matematik¢i Bernhard Riemann ve onun 1859’da

e a yayimladigi 10 sayfalik makale yer alir. Riemann, asal sayilarin dagilimini

MUZIGI anlamak icin say1 dogrusundan cikip, cok boyutlu hayali bir manzaraya

FEZTUMEMS S5 WATENAT PRORLEM NEORX D (Zeta Fonksiyonu) bakmamiz gerektigini kesfeder. Riemann, asal sayi-

s s larin dagilimi ile ses dalgalarinin analizi arasinda bir baglanti kurar. Asal

229,’33,15:377,,1411,’133,’1477,’1593,’2539,, sayilarin goriiniisteki rastgeleliginin arkasinda, belirli frekanslardaki

61,67,71,73,79,83,89,97 dalgalarin (notalarin) birlesimi yatmaktadir. Riemann, bu hayali man-

zaradaki tlim “sifir noktalarinin” (miizigin uyumlu oldugu yerlerin) tek

bir kritik dogru iizerinde hizalandigini iddia eder. Eger bu dogruysa, asal

sayilarin dagiliminda mitkemmel bir armoni vardir. Du Sautoy, bu hipo-

tezi kanitlamaya (veya cliriitmeye) calisan matematikcilerin kisisel ve

akademik hayatlarini bir roman tadinda anlatir.

Kitap, bu problemin sadece teorik bir merak olmadigini vurgular. Bugiin
kredi karti sifrelerimizden devlet sirlarina kadar her sey, asal sayilarin ¢arpanlarina ayrilmasinin zorlu-
guna (RSA sifreleme) dayanir. Riemann Hipotezi'nin kanitlanmasi (veya asal sayilarin yapisinin tam
olarak anlasilmasi), modern sifreleme sistemlerini savunmasiz birakabilir. Marcus du Sautoy, kitabin
sonlarina dogru, asal sayilarin dagilimi ile agir atom cekirdeklerinin enerji seviyeleri arasindaki tirkiitiicii
benzerlige de deginir. Bu, matematigin ve fizigin evrenin temelinde birlestigine dair biiyiik bir ipucudur.

Simdi Marcus du Sautoy’un kitabinda bahsettigi o “miizigin" teknik ama anlasilir hikayesine deginelim:
Her sey, Riemann’in sayilari incelemek icin kullandigi su 6zel fonksiyonla baglar:

C(s)=1+%+%+%+---

Buradaki kilit nokta s harfidir. Eger s yerine sadece reel sayilar koyarsaniz, sonug siradan bir toplam
olur. Ancak Riemann, s yerine karmasik sayilar koydu. Bunu yaptiginizda, fonksiyon artik diiz bir cizgi
degil, iic boyutlu, engebeli bir cografi haritaya doniisiir. Daglar, vadiler ve deniz seviyesine inen noktalar
olusur. Riemann bu 3 boyutlu haritay incelerken, fonksiyonun sonucunun tam olarak 0 oldugu yerleri,
yani haritanin “deniz seviyesine" indigi noktalar1 aradi. Bu sifir noktalar ikiye ayrilir. Asikar sifirlar, -2,
-4, -6 gibi negatif ¢ift sayilarda cikar. Bunlarin gizemi yoktur, matematikg¢iler bunlarla ilgilenmez. Asil
olay, asikar olmayan sifirlardir. Riemann bu noktalarin haritada rastgele dagilmadigini fark etti. Hepsi
belli bir serit iizerinde toplaniyordu.

Riemann, hesapladigi tiim bu gizemli sifir noktalarinin haritada ¢ok 6zel bir boylam iizerinde hizalandi-
g1 gordii. Karmasik sayilar1 bir koordinat sistemi gibi diisliniirsek, Riemann, tiim bu 6nemli sifirlarin
yatay eksende tam olarak 1/2 noktasindan gecen dikey bir dogru iizerinde dizildigini iddia etti. Iste
Riemann Hipotezi budur: Zeta fonksiyonunun tiim asikar olmayan sifirlarinin reel kismi1 1/2’dir. Yani,
tiim o karmasik sifirlar s = 1/2 + ib formundadir.

Buradaki en biiyiileyici baglanti sudur: Bu sifir noktalar1 aslinda birer ses frekansidir. Eger asal sayilarin
say1 dogrusundaki dagilimini bir miizik parcasi veya ses dalgasi olarak diisiiniirseniz, asal sayilarin
dagilimi ilk bakista giiriiltiilii ve diizensizdir. Ancak Riemann gosterdi ki, Zeta fonksiyonunun her bir
sifir noktasi, bu giiriiltiiyili diizelten bir “miizik notasina” (siniis dalgasina) karsilik gelir. Siz bu sifirlar
(dalgalar) st iiste ekledikge, asal sayilarin tam olarak nerede oldugunu gosteren kusursuz grafik ortaya
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cikar.

Eger Riemann hakliysa (yani tiim sifirlar o 1/2 dogrusu {izerindeyse), asal sayilar, evrenin izin verdigi
oOlciide en dengeli ve adil sekilde dagilmistir. Miizik uyumludur. Eger Riemann haksizsa (yani o dogru
disinda tek bir sifir bile varsa), asal sayilarin dagiliminda biiyiik sapmalar, 6ngoriilemez yigilmalar
olabilir. Miizik bozuktur (kakofoni). Matematikgiler ilk 10 trilyon sifir noktasini kontrol ettiler ve hepsi
o dogrunun iizerindeydi. Ama sonsuza kadar boyle gidip gitmedigini heniiz kimse kanitlayamadi.

Kendisi de bir matematik profesorii olan Marcus du Sautoy’un konuyla ilgili hazirladig1 youtube
videosuna https://www.youtube.com/watch?v=PgqEaUT8Qo0 baglantisindan erigebilirsiniz. Ay-
rica, yazarin web sayfasina da goz atmanizi 6neririz (bkz. https://www.simonyi.ox.ac.uk/)

Ek Okuma Onerisi:
1) Yalnizca Sayilar1 Seven Adam, Paul Hoffman, Nika Yayinlari, 2021.
2) Yaratic1 Kod, Marcus du Sautoy, Ginko Bilim, 2023.

Film Onerisi: Traveling Salesman, 2012. (https://travelingsalesmanmovie.com)

m Cahit Arf ve Atatiirk Universitesi’ndeki Halk Konferanslari

(__:ahit Arf ve Atatiirk Universitesindeki Halk Konferanslari — Tarik Tuna Géziitok, Atatlirk
Universitesi Yayinlari (2021)

Son dort bes senedir ve yapay zekanin yasamimiza yerlesmeye baglama-
styla birlikte daha da sik olarak sosyal medya platformlarinda soyle bir

: Cahit A‘r f‘ sanpa st paylasim goriiyorum: Eski bir kitap ya da kitapgik kapagi ve iistiinde
ve Atatiirk su yaziyor: Ord. Prof. Dr. Cahit Arf, Makine diisiinebilir mi ve nasil dii-
Universitesindeki slinebilir? Bu kitap(¢ik), Atatiirk Universitesi’nin 1958-1959 Ogretim

Halk Konferanslar:
(1958-1960)

I G

Yilr'nda diizenledigi Halk Konferanslari vesilesiyle Cahit Arf’in verdigi
bir konugsmanin metni. Bu paylasimi yapanlar Cahit Arf’in o yillarda ya-
pay zekanin adimlarini 6ngordiigiinii soyleyerek {inlii matematik¢imizi

/A’}\\, sayglyla aniyorlar.
4 ’ m_g" . Isin gercegi su ki keske Cahit Arf’1 andigimiz kadar bir de anlayabilsek.
'?’ B Cahit Arf hakkinda yazilmis pek cok kitap var. Bunlarin bir kismi cocuk
::' - kitabi. Cocuklarimiza, genclerimize bu biiyiik matematikc¢imizi anlat-

mak istiyoruz. Ne yazik ki bu kitaplarin cogu, 6zellikle de daha 6zenli
olmasi gereken cocuk kitaplar1 Cahit Arf Hocamizi ve onun diinyasini
anlatabilmekten cok uzak. (Hatta birkac kitapta, Cahit Arf diye Paul
Erdés’tin resmi konulmus, bir kitapta da kapak resmi yapilmig!) “Ca-
hit Arf ve Atatiirk Universitesindeki Halk Konferanslar1” ise “Iste bu!” diyebilecegim nadir Cahit Arf
kitaplarindan biri. En onemli 6zelligi ise Cahit Arf’in kendi sesini de duyabiliyoruz bu kitapta, bir
araci olmadan, onun mtematikte ne buldugunu ve matematikle ne anlatmak istedigini direkt olarak
ogreniyoruz ve her seyden onemlisi “anliyoruz” Cahit Arf’1. Bu kitap, yukarida soziinii ettigim metinle
beraber Cahit Arf’in Atatiirk Universitesi’nde 1958-1960 yillar1 arasinda Halk Konferanslar1 kapsaminda
verdigi li¢ konusmanin metnini igeriyor. Bu ¢cok kiymetli bir arsiv. Bu kitab1 yayina hazirlayan Tarik
Tuna Géziitok’a ve yayimlayan Atatiirk Universitesi'ne tesekkiirii bir borg bilirim.

o

segkin

Goziitok, kitabin acgilis boliimiinde, Cahit Arf’in kisa hayat hikayesini ve bilimsel yayinlarini veriyor.
Birinci boliimde Cahit Arf’in goziinden bilim ve teknolojiyi, o arada tabii ki matematigi anlamay1
irdeliyor.
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Ikinci béliim ise, 7 Haziran 1957 tarihinde Dogu Anadolu’da kurulan ilk iiniversitemiz olma 6zelligini
tastyan Atatiirk Universitesi'nin kurulus hikayesi ile basliyor. O donemin kosullari ile doguda bir {iniver-
site kurma girisimlerinin aktarilmasi da ayrica bir tarih degeri tasiyor bizim icin. Halk Konferanslari
kapsaminda sunulan konusmalarin bir listesini veren Goziitok, Cahit Arf’in tic konusmasini, matematige
bakis acisini da irdeleyerek, titizlikle inceliyor. Aslinda, Goziitok burada, sonraki boliimde verilecek
olan Cahit Arf’in konusma metinlerinin iceriginde asil anlatilmak isteneni ifade etmeye calisiyor. Bir
anlamda, konusma metinlerinin perde arkasini gosteren bir 6n hazirlik.

Kitabin son boliimii ise Cahit Arf’in s6ziinii ettigimiz konferans metinlerine ayrilmis: Makine Diisii-
nebilir mi ve Nasil Diisiinebilir?, Matematik Tedrisatinda Yeni Temayiiller, Ogrenciler Igin Genetikte
Bir Seleksiyon Problemi Hakkinda. Cahit Arf’in bu konusmalardaki en biiylik amaclarindan biri ma-
tematigi “anlamanin” gii¢c olmadig1 ancak sabir gerektirdigini herkese anlatmaya calismasidir. Akla
ve sagduyuya giivenmenin, hangi meslekte olursa olsun herkeste bulunmasi gerektigini ve ancak bu
sayede “Ogrendiklerimize yenilerini katabilecegimizi” vurgulamak istemistir. Korii koriine bellemek
degil, “anlamak” gerektigini anlatmaya caligir bu konferanslarinda. Kendi yasamindan ve matematik
diinyasindan orneklerle halka sunar bunu. Matematige duymus oldugu ilginin esas kaynaginin, dogay1
modelleyerek anlama hirsindan dogdugunu da matematik tarihi dersini verdigi zaman anladigini aktarir.

Bu metinlerde, gerek matematik egitimini gerek matematigi “anlamanin” yolunu Cahit Arf gibi biiyiik
bir matematik¢imizin degerli deneyimlerinden yola cikarak irdeleme sansina sahip oluyoruz.

Ek Okuma Onerileri:

1) Ozkan Deger, Cahit Arf’in Atatiirk Universitesi'ndeki (Erzurum) Halk Konferanslari, Osmanl Bi-
limi Arastirmalari, Cilt 23, Say1 22, 2022. https://iupress.istanbul.edu.tr/journal/oba/article/cahit-arfin-
ataturk-universitesindeki-erzurum-halk-konferanslari

2) Tosun Terzioglu, Akin Yilmaz, Cahit Arf: Anlamak Tutkunu Bir Matematikgi, Tiiba Yayinlari, 2006.
3) Emir Ongﬁner, Halide ve Cahit Arf’in Almanya Mektuplari, Otiiken Yayinlari, 2024.
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Gauss Tamsayilari ve Cebirsel Tamsayi
Halkalari

BULENT SARAC

Hacettepe Universitesi Matematik Béliimii
&9 bsarac@hacettepe.edu.tr

Onceki yazimizda antik Yunan matematikgilerinin ¢alismalarina kadar uzanan tamsayilardaki ¢arpanlara
ayirma 0zelliginin bagka halkalarca de saglandigini gordiik. Bu kapsamda, 6zel olarak, Gauss tamsayilari
olarak bilinen karmasik sayilar kiimesinde, tipk: tamsayilarda oldugu gibi, asal sayilar tanimlanabildigini
ve bu sayede carpanlara ayirma 6zelligini tartigsabildigimizi gormiistiik. Bu yazimizda, daha 6nce sz
verdigimiz gibi, Gauss tamsayilarinin bu giiclii 6zelligi sayesinde elde edebilcegimiz bazi sonuglara ve bu
sonuglarin say1 teorisi acisindan dnemli olan ve "iki kare teoremi” olarak bilinen sonucu. Ayrica gelecek
yazimiz icin bir tiir hazirlik olmasi bakimindan bazi cebirsel tamsay1 halkalarina da kisaca deginmek
istiyoruz.

m Gauss Tamsayilari ve iki Kare Teoremi

Hatirlayacak olursak, Gauss tamsayilar1 Z[i] = {a + bi | a,b € Z} kiimesi, karmasik sayilar kiimesinin
bir alt halkasidir. Burada i, hayali birim denilen ve i?> = —1 esitligini saglayan sayidir. Her halkada oldugu
gibi Gauss tamsayilar1 halkasinda da asal sayilar, sifir veya birimsel (yani tersinir) olmayan ve kendisi ile
birimsellerin carpimi disinda baska bir sekilde ¢carpanlara ayrilamayan elemanlar olarak tanimlanir. Ornegin
1+ i € Z[i] elemani bir asal Gauss tamsayisidir. Cinkii 1 + i sayisini carpanlara ayirmak istedigimizde,
1+ i = (a + bi)(c + di) seklinde bir carpanlara ayirma yapabilmemiz icin ac — bd = 1vead + bc = 1
denklemlerinin saglanmamasi gerekir. Bu denklemler ancak a, b, ¢, d tamsayilariicina = +1,b = 0,c = +1,
d=0veyaa =0,b = +1,c =0,d = +1 oldugunda saglanabilir. Yani 1 + i sayisin1 Z[i] i¢inde ¢arpanlara
aywrabilmek icin ¢arpanlardan birinin birimsel olmas: gerekir. Fakat 2 € Z sayis1 Gauss tamsayilari icinde
asal degildir. Ciinkii 2 = (1 + i)(1 — i) seklinde bir carpanlara ayirma miimkiindiirvene 1 +inede1 —i
birimsel degildir. Bu 6rnekler bize Gauss tamsayilar1 icinde asal sayilarin dagiliminin tamsayilar icindeki
asal sayilarin dagilimindan farkh oldugunu gosterir. Ancak Gauss tamsayilar1 halkasinda da tamsayilarda
oldugu gibi her elemanin asal carpanlara tek tiirlii ayrilabildigini, yani Gauss tamsayilar1 halkasinin da bir
tek tiirlii carpanlara ayirma halkasi oldugunu biliyoruz.

Z[i] halkasinda bir elemanin ¢arpanlarinin (ya da denk olarak bolenlerinin) hangi tipte oldugunu veya
bir Gauss tamsayisinin birimsel olup olmadigini anlamak i¢in norm fonksiyonunu adi verilen kullanigh
bir aragtan da yararlanabiliriz. Gauss tamsayilari icin norm fonksiyonu N(a + bi) = a? + b? seklinde
tanimlanir. Buna gore her z € Z[i] icin N(z) € Nve N(z) = 0 ise z = 0 olur. Ayrica her z,, z, € Z[i] icin
N(z,2z,) = N(z1)N(z,) esitligi saglanir. Norm fonksiyonunun bu carpimsal 6zelligi sayesinde ilk olarak bir
Gauss tamsayisinin birimsel olup olmadigini anlayabiliriz.

Teorem 1.
Her z € Z|[i] icin asagidakiler denktir:

(1) z birimsel bir elemandur.
(2) N(z) =1.
(3) z=+1veyaz = +i.
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Kanit. (1) = (2): z birimsel ise, z'nin bir tersi vardir, yani zz=! = 1. Norm fonksiyonunun c¢arpimsal

ozelliginden dolay1 N(z)N(z™!) = N(1) = 1 olur. N(z), N(z™! > 0) oldugundan, N(z) = 1 olur.

(2)= (3): N(z) = lise, z = a + bi i¢in a® + b?> = 1 olur. Bu durumda (a, b) ikilisi yalnizca (+1, 0) veya
(0, £1) olabilir. Dolayisiyla z = +1 veya z = =i olur.

B)=>0)x1-1=1,(-1)-(-1) =1,i-(-i) = 1ve(—i)-i = 1 oldugundan, z = +1 veya z = =i ise, z
birimsel bir elemandir. O

Yukaridaki 6rnekte ele aldigimiz 1 + i sayisinin normu N(1 + i) = 12 4+ 12 = 2’dir. 1 + i = z, - z, olacak
sekilde z, z, € Z[i] elemanlar1 varsa, N(1 + i) = N(z;)N(z,) esitliginden 2 = N(z;)N(z,) olur. Buradan
N(z;) ve N(z,)’nin yalnizca 1 ve 2 degerlerini alabilecegini goriiriiz. Ancak N(z) = lise z = +1 veya
z = +i, yani z birimsel bir elemandir. Dolayisiyla 1 + i sayis1 asal bir Gauss tamsayisidir.

Teorem 2.
p bir asal tamsayt ise, asagidakilerden yalnizca biri dogrudur:

(1) p Gauss tamsayilari icinde de asaldrr.

(2) p =2dirve2 = (1 +i)(1 — i) seklinde carpanlara ayrilir.

(3) p=1(mod4)ve p=a®+ b?olacak sekilde a,b € Z tamsayilari vardir, yani p iki kare toplami
olarak yazilabilir.

Kanit. p bir asal tamsay1 olsun. Kabul edelim ki p # 2 olsun. Bu durumda N(p) = p? olur. Eger p Gauss
tamsayilar1 i¢inde asal ise, (1) maddesi dogrudur. Aksi halde, p Gauss tamsayilar icinde asal degildir.
Bu durumda p = z,z, olacak sekilde z;, z, € Z[i] elemanlar1 vardir ve ne z; ne de z, birimsel degildir.
Dolayisiyla N(z;), N(z,) > 1 olur. Norm fonksiyonunun ¢arpimsal 6zelliginden dolay1 N(p) = N(z;)N(z,)
esitligi saglanir. Yani p? = N(z;)N(z,) olur. Buradan N(z;) ve N(z,)’'nin yalnizca p degerini alabilecegini
goriirliz. O halde N(z;) = p ve N(z,) = p olur. Simdi z; = a + bi i¢in N(z;) = a? + b?> = p olur. Bu
durumda p = a®+b? olacak sekilde tamsayilar a, b vardir. Simdi p’nin 4 ile boliimiinden kalani inceleyelim.
a ve b tamsayilarinin her biri ya cift ya da tek olabilir.

« Eger a ve b ikisi de cift ise, 0 zaman a = 2m ve b = 2n olacak sekilde m,n € Z icin yazilabilir. Bu
durumda p = a? + b? = 4m? + 4n? = 4(m? + n?) olur. Yani p sayis1 4’iin kat1 olur ki, bu da p’nin
asal say1 oldugu varsayimiyla celisir.

« Eger a ve b ikisi de tek ise, 0 zaman a = 2m + 1 ve b = 2n + 1 olacak sekilde m, n € Z igin yazilabilir.
Bu durumda

p=a’+b>=02m+1)7>+2n+1)>
=4m? +4m+1+4n’ +4n+1
=4m*+m+n*+n)+2
olur. Bu da p’nin bir tek asal say1 oldugu varsayimiyla celisir.
« Eger a tek ve b cift ise, 0 zaman a = 2m + 1 ve b = 2n olacak sekilde m, n € Z icin yazilabilir. Bu
durumda
p=a’+b%=02m+ 1)+ (2n)?
=4m? +4m + 1 + 4n?
=4m?* +m+n?)+1

olur. Yani p sayisinin 4 ile boliimiinden kalan 1 olur.
« Eger a cift ve b tek ise, 0 zaman da benzer sekilde p sayisinin 4 ile boliimiinden kalan 1 olur.

Sonuc olarak, p sayisi asal ve p # 2 ise, p = 1 (mod 4) olur ve p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilar1
vardir. Eger p = 2ise,0zaman 2 = (1+i)(1—i) seklinde carpanlara ayrilir. Boylece teoremdeki ii¢ durumdan
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en birinin dogru oldugu gosterilmis olur. Ayrica bu ii¢ diirlimun ayrik oldugu da aciktir. Dolayisiyla teorem
ispatlanmis olur. 0

Yukaridaki teorem, tamsayilardaki asal sayilarin Gauss tamsayilari icindeki durumunu agiklamaktadir.
Ozellikle (3) maddesi, asal sayilarin iki kare toplami olarak ifade edilebilmesiyle ilgili nemli bir sonugtur.
Buna gore teoremin (1) maddesine uyan asal tamsayilar1 merak etmek dogaldir. Bunu asagidaki teorem ile
aciklayabiliriz.

Teorem 3.
p bir asal tamsayt ise asagidakiler denktir:

(1) p, Gauss tamsayilart icinde asaldir.
(2) p=3(mod4).
(3) p sayst iki tamsayinin karelerinin toplami olarak ifade edilemez.

Kanit. p bir asal tamsayi olsun. Eger (1) maddesi dogru ise, o zaman p = 2 olamaz. Ayrica, bu durumda,
onceki teoremin (3) maddesi de dogru olamaz. Ciinkii eger p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilari
varsa, o zaman p = (a + bi)(a — bi) olacagindan p, Gauss tamsayilar1 i¢inde asal degildir. Ote yandan
p =0 (mod 4) veya p = 2 (mod 4) olamayacagi da agiktir. Dolayisiyla (1) maddesi dogru ise, (2) maddesi
dogrudur.

Simdi (2) = (3) gerektirmesini gosterelim. p = a? + b? olacak sekilde a, b tamsayilar1 olsun. Teorem 2’nin
kanitinda oldugu gibi incelenecek olursa

0 (mod 4), eger a,b ikisi de cift ise
p=142 (mod4), egera,b ikiside tekise
1 (mod 4), egera tek, b cift veya a cift, b tek ise

durumlar elde edilir. Buradan goriilebilecegi gibi, p = 3 (mod 4) ise, p = a? + b? olacak sekilde a, b
tamsayilar1 bulunamaz.

(3) maddesi dogru ise Teorem 2’den dolay1 (1) maddesi de dogrudur. Boylece teorem kanitlanmis olur. [J

Yukaridaki iki teorem birlikte ele alindiginda, bir asal tamsayinin Gauss tamsayilari i¢inde asal olup
olmadiginm belirlemek icin o asal tamsayinin 4 ile boliimiinden kalanina bakmamaiz yeterli olur. Eger asal
tamsay1 4k + 1 seklinde ise, 0 zaman o asal tamsay1 Gauss tamsayilari i¢inde asal degildir ve iki kare toplami
olarak ifade edilebilir. Eger asal tamsay1 4k + 3 seklinde ise, o zaman o asal tamsay1 Gauss tamsayilari
icinde asaldir ve iki kare toplami olarak ifade edilemez. Ayrica 2 sayisi da Gauss tamsayilari icinde asal
degildir ve 2 = 12 + 12 geklinde iki kare toplami olarak ifade edilebilir.

Teorem 4.
Bir asal Gauss tamsayist asagidaki sekillerden birinde ifade edilebilir:

(D p bir asal tamsayi ve p = 3 (mod 4) olmak iizere +p ve +ip.
(I) a,b € Zve a? + b> = p asal say1 olmak iizere a + bi.

Kanut. 1. tipten Gauss sayilarinin asallif1 yukaridaki teoremlerden agiktir. II. tipten bir Gauss tamsayisinin
asalligini da norm fonksiyonunun carpimsalligini kullanarak kolayca gorebiliriz.

Simdi z = a + ib bir asal Gauss tamsayisi olsun. Eger b = 0 ise z = a bir tamsayidir ve bu tamsayzi,
birden farkli iki tamsayinin carpimina ayrilirsa Gauss tamsayilari icinde de ayrilir. Dolayisiyla |a| bir asal
tamsayidir. z = a bir asal Gauss tamsayisi oldugundan Teorem 3 geregince P = 3 (mod 4) olur. Ote yandan,
a = 0ise z = ib olur ve benzer sekilde |b| bir asal tamsayidir ve bu durumda |b| = picinz = +ipve p =3
(mod 4) olur. Boylece I. tipteki asal Gauss tamsayilar elde edilir.
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Simdi a # 0 ve b # 0 oldugunu varsayalim. N(z)’nin asal bir tamsay1 oldugunu gosterelim. Eger N(z) asal
degil ise, N(z) = mn olacak sekilde m,n € Nve 1 < m,n < N(z) i¢in yazilabilir. O zaman a? + b?> = mn
olur. Kabulden dolay1 a + ib asal bir Gauss tamsayisidir. Ayrica eger a — ib iki Gauss tamsayisinin ¢arpimi
olarak yazilabilirse, eslenigi olan a + ib de bunlarin esleniginin ¢arpimi olarak yazilabilir. Dolayisiyla,
a — ib de bir asal Gauss tamsayisidir. Eger m ve n asal Gauss tmasayilari ise Z[i] bir tek tiirlii carpanlara
ayirmma bolgesi oldugundan bu durum bir ¢eligki olur. O halde m veya n’den en az biri asal Gauss tamsayisi
degildir. Diyelim ki m asal Gauss tamsayisi degildir. O zaman m = z,z, olacak sekilde z,, z, € Z[i] ve ne
z, ne de z, birimsel degildir. Fakat bu durumda da (a + ib)(a — ib) = mn = z,z,n esitliginin sol tarafi
iki asal Gauss tamsayisinin carpimi iken sag tarafi en az iic¢ asal Gauss tamsayisinin ¢arpimi olur. Bu da
Z[i]'nin bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi olmasiyla celisir. Boylece N(z) bir asal tamsayidir. O halde
N(z) = a® + b? = p olacak sekilde bir asal tamsay1 p vardir. Boylece II. tipteki asal Gauss tamsayilari elde
edilir. O

Teorem 5.
p bir asal tamsayi ve a, b, c, d pozitif tamsayilar olmak iizere

p=a’+b*=c*+d?

olsun. O zamanyaa = +cveb = +dyada a = +d ve b = +c olur.

Kanit. (a + ib)(a — ib) = (c + id)(c — id) esitligi N(a + ib) = N(c + id) = p esitligini verir. Dolayisiyla
Teorem 4 geregince a + ib ve ¢ + id asal Gauss tamsayilaridir. Z[i] bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi
oldugundan, a + ib sayisi ¢ + id sayisinin birimsel (yani +1 veya =+i) kati1 olmak zorundadir. Bu durumda
a+ib, +(c+id), +i(c +id) tipindeki elemanlarindan biridir. a, b, ¢, d > 0 kabul edildiginden, a+ib = c+id
veya a + ib = d + ic olur. Buradan istenen sonug kolayca elde edilir. O

Simdi sadece asal tamsayilarin degil, tiim tamsayilar icin iki kare toplami olarak ifade edilebilme durumunu
belirleyecegiz. Fakat oncesinde asagidaki lemmay1 kanitlayalim.

Onsav 1.

Iki kare toplami olan sayilarin carpumi da iki kare toplamui olarak yazilabilir.

Kanit. a? + b? ve ¢? + d? iki kare toplami i¢in
(a? + b>)(c? + d?) = a®c? + a?d? + b3c? + b%d?

(ac — bd)? + (ad + bc)?

olacagindan istenen sonug elde edilir. O

Teorem 6. (iki Kare Teoremi)
n € N icin asagidakiler denktir:

(1) n = a?+ b?olacak sekilde a, b € Z tamsayilari vardir.
(2) n’nin asal carpanlarina ayrilisindaki p asallarindan p = 3 (mod 4) olacak sekilde olanlarin
kuvvetleri cifttir.

Kanit. (1)= (2): n = a? + b? olacak sekilde a, b € Z tamsayilari olsun. O zaman n = (a + ib)(a — ib) olur.
Z|[i] bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi oldugundan, a + ib ve a — ib Gauss tamsayilari iginde asal
carpanlara ayrilabilir. Teorem 4 geregince a + ib = p; ... p;2; ... Z; Ve @ — ib = p; ... p,Z; ... Z, olacak sekilde
4 ile boliindiigiinde 3 kalani veren p; asal tamsayilari ile normu asal olan z, ..., z,, Gauss tamsayilar1 vardir.
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Bu durumda
n = (a+ib)(a—ib) = p}.. p;N(zy) ... N(z,)

ve heri = 1,...,sicin N(z;) bir asal tamsay1 ve N(z;) =1 (mod 4) olur. Buradan goriilebilecegi gibi, n’nin
asal carpanlarina ayrilisinda p; asal tamsayilarinin kuvvetleri cifttir.

(2)= (1):n € Nigin n = p{'p3? --- p* seklinde asal carpanlara ayrildigini varsayalim. Burada her p; bir
asal tamsay1 ve her e; bir pozitif tamsayidir. Kabulden dolayi her p; icin asagidakilerden biri dogrudur:

* pi = 2!
+ p; =1 (mod 4),
« p; = 3 (mod 4) ve ¢; cift sayidir.

Teorem 2, Teorem 3 ve Lemma 1 geregince ilk iki durumda pfi ifadesi iki kare toplami olarak yazilabilir.
p; = 3 (mod 4) ve ¢; = 2t ift tamsayisi ise, p;' = (p!)* + 0% seklinde iki kare toplamu olarak yazilabilir.
Ayrica iki kare toplami olan sayilarin ¢carpimi da iki kare toplami olarak yazilabildiginden, n de iki kare
toplami olarak yazilabilir. O

Ornek 1.

n = 2450 sayisinin iki kare toplami olarak yazilip yazilamayacagini belirleyelim. 2450 = 2! - 52 . 72 seklinde
asal carpanlara ayrilir. Burada 2 ve 5 sayilari iki kare toplami olarak yazilabilir. Ayrica 7 = 3 (mod 4) ancak
kuvveti cift oldugundan, Teorem 6 geregince 2450 sayisi da iki kare toplami olarak yazilabilir. 2450 sayisinin
iki kare toplami seklindeki yazimlarini bulmak icin 6ncelikle bu sayiy1 asal carpanlarina ayiralim:

2450 =2-52.72
=1+ -10)-Q+20)*Q - 2i)?- 72

Gauss tamsayilarinda bu carpanlari cesitli bicimlerde iki gruba ayirabiliriz 6yle ki bir grup digerinin
eslenigidir. {1k olarak,

2450 = [(1 + )1+ 2i)? - 7] - [(1 = DA = 2i)% - 7]
seklinde yazarak, birinci ¢arpani hesaplayalim:

(14202 =1+4i—4=-3+4i
A+i)(-3+4)=-34+4i—-3i—-4=—-7+i
(=7+1)-7=-49+7i

Buna gore 2450 = |—49 + 7i|> = 49% + 72 = 2401 + 49 olur.
Alternatif olarak,

2450 = [(1 +i)(1 = 2i) - 72] - [(1 = DA + 2i) - 77]
seklinde yazarsak:

QA+ -20)=1-2i+i+2=3—i
(3—1)-49 =147 — 49i

bulunur. Bu durumda 2450 = 1472 + 492 = 21609 + 2401 olur.
Bir bagka gruplandirmada ise,

2450 = [(1 + i)(1 + 20)(1 = 2i) - 7] - [(1 = i)(1 + 2i)(1 = 2i) - 7]
yazabiliriz. Burada (1 + 2i)(1 — 2i) = 1 + 4 = 5 oldugundan:

1+1i)-5-7=(5+5i)-7=35+35i
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Bu durumda 2450 = 35% + 352 = 1225 + 1225 olur.

Sonug olarak 2450 = 72 + 492 = 492 + 72 = 352 + 352 geklinde farkli bigimlerde iki kare toplami olarak
yazilabilir.

Ornek 2.

Asagidaki diizlemsel sekilde a, b, c, x, y, z ve t birbirlerinden farkli birer pozitif tamsayi olmak {izere kenar
uzunluklar1 bu sayilara esit olan, hipoteniizleri esit uzunlukta ve ayni dogru iizerinde ii¢ adet dik iicgen
gosterilmistir.

Burada aradifimiz, a, b, x, y, z ve t sayilarinin toplaminin en kiigiik degeridir. Ucgenlerin hipoteniiz
uzunluklari esit ve ¢ birim oldugundan Pisagor teoremine gore

=a’+bP=x>+y’=z22+1¢>

olur. Dolayisiyla karesi en az {i¢ farkli bicimde iki (pozitif) kare toplami olarak yazilabilen en kiigiik c
sayisini aramakla baslayabiliriz. Tabii buradaki her yazimda toplam terimlerinin birbirinden farkli olmasi
gerektigini de unutmamaliy1z. Bu ana sorunun ¢dziimii i¢in Once asagidaki sorulara yanit arayarak biraz
1sinalim.

Iki pozitif kare toplami olarak yazilabilen en kiiciik tamsayr nedir? Toplam terimleri farkli olacaksa bu sayt ne
olur? Bu sorunun yanitin1 Teorem 6 geregince 2 = 12 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki toplam terimlerinin
ayni olduguna dikkat edelim. Buna gore toplam terimleri de farkli olup iki pozitif kare toplam1 olarak
yazilabilen en kiiciik tamsay1 Teorem 4’tin de yardimiyla 5 = 12 + 22 olarak bulunur.

Iki pozitif kare toplamui olarak en az iki farkl bicimde yazilabilen en kiiciik tamsayr nedir? Bu sorunun
yanitin1 da Teorem 6 geregince 50 = 52 + 52 = 72 + 12 olarak bulabiliriz. Buradaki yazimlarin birinde
toplam terimlerinin ayni olduguna dikkat edelim. Buna gore toplam terimleri de farkli olup iki pozitif
kare toplami olarak en az iki farkli bicimde yazilabilen en kiiciik tamsay1 Teorem 4’iin de yardimiyla
5% 13 = 65 = 82 + 12 = 72 + 4?2 olarak bulunur. Buradaki esas fikir sayinin yaziminda en az iki asal carpan
bulunmasini saglamaktir. Bu asallar1 da 4 modiiliine gore 1 kalani veren asallardan secmek akillica olur;
aksi halde diger asallar, ancak cift kuvvet ile yazilabilmesi ve iki (pozitif) kare toplami olarak yazilamamasi
nedeniyle, sayiy1 biiylitmekten basgka bir ise yaramayacaktir. Buna gore n = pq seklinde bir say1 icin p
ve q asallar 4k + 1 seklinde ise, p = z,z; ve q = z,z, olacak sekilde z;,z, € Z[i] bulunabilir. Béylece
n = (z,2,)(z1z;) ve n = (z,z,)(z12,) seklinde iki farkl bicimde yazilabilir. Iki durumda da n = zZ tipinde
olacagindan n sayisi iki kare toplamai olarak iki farkli sekilde yazilabilir.

Simdi esas sorumuza geri donelim. Ug pozitif kare toplami olarak en az ii¢ farkli bicimde yazilabilen ve
tam kare olan en kiiciik tamsayiy1 artyoruz. Yukaridaki diisiinceleri kullanarak bu sayinin (5)? olmasi
gerektigini sdyleyebiliriz. Nitekim

(5-13)% = (1 + 2i)%(1 — 20)*(2 + 31)%(2 — 3i)?
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oldugundan bu say1y1

[(1+ 202 + 3)P[(1 = 20)(2 - 3D)]? (A)
[(1 4 2i)(2 = 3)]2[(1 = 2i)(2 + 30)]? (B)
[(1 + 20)(1 — 20)(2 + 30)][(2 — 30)*(1 — 20)(1 + 2i)] ©
[(2 + 3i)(2 — 3D + 20)2][(1 — 20)2(2 — 30)(2 + 30)] D)

Bicimlerinden biriyle ifade edebiliriz. (A) ifadesinden 652 = 33? + 562, (B) ifadesinden 65% = 16> + 632,
(C) ifadesinden 652 = 252 + 60% ve (D) ifadesinden 65% = 392 + 522 yazimlan elde edilir. Ustelik sadece
ti¢ degil dort farkl iki kare toplam1 bulmus oluruz. Buradan ¢ = 65, (a,b) = (33, 56), (x,y) = (16,63),
(z,t) = (25, 60) olarak alinabilir. Boylece aradigimiz toplam en az 33 + 56 + 16 + 63 + 25 + 60 = 253 olur.

B Cebirsel Tamsayi Halkalari: Giris

Gauss tamsayilarinin sahip oldugu benzersiz 6zellikler — 6zellikle “Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma" (Unique
Factorization Domain - UFD) ve Oklid Algoritmasi'nin uygulanabilirligi - bize aritmetigin giivenli sularinda
ylizme imkani vermisti. Ancak cesaret edip matematigin derin sularina acildigimizda, bu 6zelliklerin her
zaman elimizin altinda olmadigini goriiriiz. Gelecek yazilarimiza bir koprii olmasi adina, simdi tamsay1
kavramini biraz genisletelim ve baz1 “iyi huylu” ve “kdtii huylu” 6rneklere goz atalim.

Cebirsel Tamsayi Nedir?

Gauss tamsayilarini tanimlarken katsayilarin tamsay1 olmasini yeterli gormiistiik. Ancak daha genel bir
tanim i¢in “monik polinom" kavramina ihtiyacimiz vardir. Bir o karmasik sayisi, katsayilar: tamsay1 olan
ve bagkatsayisi 1 olan (monik) bir polinomun kokii ise, a’ya bir Cebirsel Tamsay1 denir. Ornegin i sayisi
x? + 1 = 0 denkleminin kokii oldugundan bir cebirsel tamsayidir. Benzer sekilde \/5 sayisida x> —2=0
denkleminin kokiidiir ve bir cebirsel tamsayidir. Peki, rasyonel sayilar kiimesindeki 1/2 sayis1 bir cebirsel
tamsay1 midir? x = 1/2 icin en basit tamsay1 katsayili denklem 2x — 1 = 0’dir. Ancak bu polinom monik
degildir (cilinkii bagkatsayisi 2’dir). Bunu monik yapmak icin 2’ye bolersek x — 1/2 = 0 elde ederiz ki bu
sefer de katsayilarin tiimii tamsay1 olmaz. Dolayisiyla 1/2 bir cebirsel say1 olsa da, bir cebirsel tamsay1
degildir. Bu ayrim, yapisal olarak tamsay1 kavramini genisletirken, bazi 6nemli 6zelliklerin korunmasini
saglar.

iyi Huylu Ornekler: Eisenstein ve Altin Oran

Gauss tamsayilarinin yasadigi evrende yalniz olmadigini gostermek icin iki giizel 6rnegimiz var. Bu halkalar
da Z[i] gibi Tek Tiirli Carpanlara Ayirma Bolgesi (UFD) 6zelligine sahiptir.

1. Eisenstein Tamsayilar1 (Z[w]): Birimin kiip kokii olan w = e

; —1+iV/3
2rf3 = T\/_ sayisini ele alalim. w,

x% + x +1 = 0 denkleminin kokiidiir, dolayisiyla bir cebirsel tamsayidir. Z|w] = {a + bw | a,b € Z} kiimesi,
karmagik diizlemde kareler yerine eskenar tiggenlerden olusan bir kafes (lattice) olusturur.

Z|w]: Uggen Kafes
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Gauss tamsayilari icin oldukca kullanisli olan norm fonksiyonu burada N(a + bw) = a? — ab + b?
seklinde tanimlanir. Geometrik olarak Z[w], diizlemi Z[i]’den daha siki paketler. Herhangi bir karmagik
sayinin en yakin kafes noktasina olan uzaklig Z[i]'de maksimum 1/ V2 ~ 0.707 iken, Z[w]'da bu mesafe
1/ \/5 ~ 0.577dir. Bu “yakinlik”, b6lme algoritmasinin (kalanl bélme) burada da kusursuz calismasini
saglar. Sonug olarak Eisenstein tamsayilar1 da bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesidir.

2. Altin Oran Halkas1 (Z[¢]): Z[\/g] halkasina baktigimizda, burada “eksik” bir seyler oldugunu goriiriiz.
1+V5
2
bir cebirsel tamsayidir, fakat Z[\/g] icinde degildir.Bu nedenle, Q(\/g) cisminin “asil” tamsayilar halkasi

Z[¢p] ={a+ b¢ | a,b € Z} kiimesidir ve bu halka da bir tek tiirlii carpanalra ayirma bolgesidir.

Ciinkii Altin Oran sayisi olan ¢ = , X — x — 1 = 0 monik polinomunun kokiidiir ve dolayisiyla

Kaos: Z[\/—_S]

Her seyin Z[i] veya Z|w] gibi miikemmel isledigi yanilgisina diismemek gerektigini, Z[v/ —5] = {a+by/ =5 |
a,b € Z} halkasinin bir tek tiirlii carpanlara ayirma bolgesi olmadigina onceki yazimizda deginmistik.
Simdi bu halkaya biraz daha yakindan bakalim.

Norm fonksiyonumuz N(a + by/—5) = a? + 5b? olsun. 6 sayisini iki farkl sekilde ¢arpanlarina ayiralim:

6=2-3=(1+V=5)-(1-v-5)

Carpanlar daha fazla parcalanabiliyor mu diye bakalim. Bunu normlari kontrol ederek yapabiliriz:

+ N(2) = 4. Eger 2 = xy olsaydi, N(x)N(y) = 4 olurdu. N(x) = 2 olmali (aksi halde x birimsel olur).
Ancak a? + 5b% = 2 denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur. Demek ki 2, indirgenemez (irreducible)
bir elemandir.

+ Benzer sekilde N(3) = 9 ve normu 3 olan bir eleman olmadigindan 3 de indirgenemezdir.

« N(1+4/-5) =12+ 5(1)? = 6. Normu 2 veya 3 olan eleman olmadig igin bunlar da indirgenemezdir.

Elimizde 6 sayisinin iki tamamen farkli (birbirinin birimsel kat1 olmayan) indirgenemez carpanlara ayrilist

var. Bu durum, Z[v/ —5] halkasinda Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma 6zelliginin bozuldugunu gosterir. Daha da
ilginci, bu halkada "Asal” ve "Indirgenemez" kavramlari ayrigir. Tamsayilarda alistifimiz iizere p bir carpimi
boliiyorsa (p|ab), carpanlardan en az birini bolmelidir (p|a veya p|b). Buna asallik 6zelligi denir. Ancak

Z[\/—_S]’te 2 sayisi, (1 + \/—_S)(l - \/—_5) = 6 carpimini boldiigii halde, ne (1 + \/—_S)’i ne de (1 — \/—_S)’i
bélemez. Dolayisiyla 2 sayisi bu halkada indirgenemezdir ama asal degildir. Iste bu aritmetik “kaos”,
19. yiizy1lda Kummer ve Dedekind gibi matematikgileri "Ideal Sayilar” teorisini gelistirmeye iten temel
motivasyon olmustur. Gelecek yazimizda, bu kaosu ¢ozmek icin sayilarin kendisi yerine, say1 kiimeleri
olan "Idealler” ile nasil calisacagimizi ve tek tiirlii carpanlara ayirma ozelligini idealler diinyasinda nasil
geri kazanacagimizi inceleyecegiz.
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Yiizyillardir matematigin temelini olusturan Oklid geometrisi; daire, kiire ve kare gibi ideal sekiller iizerine
kuruludur. Ancak bu kusursuz yapilar, doganin karmasik bicimlerini aciklamakta yetersiz kalir. Benoit
Mandelbrot’un iinlii s6zleriyle ifade edecek olursak: "Bulutlar kiire, daglar koni, kiyi seritleri cember ve
agac kabuklari diiz degildir; hatta 1s1k bile diiz bir ¢izgide hareket etmez."

Gergek diinyada karsilastigimiz pek ¢ok yapi, parcali ve ayrintili bir yapiya sahiptir. Bu tiir sekilleri anlamak
ve modellemek amacryla gelistirilen yaklagim Fraktal Geometri olarak adlandirilir.

Fraktal kelimesi, Latincede "kirilmig” ya da "parcalanmis” anlamina gelen fractus sozciigiinden tiiretilmistir.
Matematiksel olarak fraktallar; farkli 6lceklerde benzer desenlerden olusan (6z-benzerlik/self similarity),
sonsuz ayrinti iceren ve ¢cogu zaman tam sayl olmayan, yani kesirli boyutlarla tanimlanan geometrik
yapilardir. Basit kurallarin art arda tekrar edilmesiyle karmasik sekillerin ortaya ¢ikmasi, fraktallarin dikkat
cekici 6zelliklerinden biridir.

Fraktal geometri modern anlamda 1970’li yillarda Benoit Mandelbrot tarafindan sistematik hale getirilmistir.
Ancak George Cantor, Helge von Koch ve Wactaw Sierpinski gibi matematikg¢ilerin yaptig1 calismalarla
19. ylizyilda temelleri atilmistir. Bu calismalar matematikgciler tarafindan uzun siire alisilmadik, hatta
"matematiksel canavarlar” olarak adlandirilmistir. Mandelbrot ise bilgisayarlarin sundugu gorsellestirme
imkanlarini kullanarak bu daginik fikirleri bir araya getirmis, bu yapilara "fraktal” adini1 vermis ve fraktal
geometriyi bagimsiz bir arastirma alani haline doniistiirmiistiir.

Simdi birkag fraktal 6rnegini inceleyelim.

B Koch Kar Tanesi: Sonsuz Cevre, Sonlu Alan

Koch kar tanesi; Isvecli matematik¢i Helge von Koch’un tanimladig, fraktal geometrinin en klasik 6rnek-
lerinden biridir. Bu yapi; alani sonlu ancak c¢evresi sonsuz olan, bircok ii¢cgenin kar tanesi formunda {ist
iiste dizilmesiyle olusan bir sekildir. Eskenar bir {icgenin siirekli olarak u¢ kisimlarinin, simetrik sekilde
katlanmasiyla elde edilen sekil kar tanesini andirdifindan bu adi almistir.

Simdi Koch Kar Tanesinin adimlarini inceleyelim. Bir eskenar ticgen alalim ve bu egkenar {icgene temel
kurali uygulayalim.

Temel Kural:

1. Ucgenin her bir kenar1 alinir. Bu kenarlar, {i¢ esit parcaya béliiniir.
2. Orta parca taban kabul edilerek, disa dogru bakan yeni bir eskenar {icgen insa edilir.
3. Ardindan, bu orta parca (baslangictaki kenarlarin 1/3%{) silinir.
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Tekrarlama:

Bus siireg, elde edilen yeni seklin her bir dogru parcasina sonsuza kadar uygulanir.

Sonsuz Cevre:

Her bir adimda, seklin ¢evre uzunlugu sabit olarak g oraninda artar. Eger baslangic cevresi Py ise, k.
adimdaki ¢evre uzunlugu Py formiilii ile gosterilir:

4
Pk=P0'<§>

Bu iissel artis, sonsuz sayida adim icin uygulandiginda (k — oo0) kar tanesinin uzunlugunun da sonsuza
(o0) yaklagsmasi anlamina gelir:

k

lim Pk =0
k—o0

Sonlu Alan

Toplam alan, baslangi¢ alanina sonsuza kadar eklenen kiiciik alanlarin toplamina esittir. Bu toplam, bir
geometrik seri olusturur:

b 0 © n-1
Ap = Ag+ D AA,, ZAA,I:ZAO.%.<3>
n=1 n=1 n=1

Serinin toplamini hesaplamak icin AA,, ifadesini kullaniriz. Bu, ilk terimi a = A - § ve ortak orani r = g

olan bir geometrik seridir. Toplam1 ), = 11 formiilii ile bulunur: Toplam Alan:
—r

1 1
[ AO._ AO -
3 3 1 9 3
D AA, = = —Ay- 2 =Ay >
LT 3757405
3 3 8

LR
Kt

471
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m Sierpinski Ucgeni:

Polonyali matematikci Walcaw Sierpinski, daha sonralar1 kendi adiyla anilan Sierpinski Uggeni fraktalini
tanimladi. Sierpinski Uggeni, ici dolu bir eskenar ticgenin her adimda kendi icinden daha kiiciik boyutlu
eskenar iicgenlerin ¢ikarilmasiyla olusur.

Temel Kural:

1. Ici dolu bir eskenar iicgeni alinir.
2. Ucgenin kenarlarinin orta noktalar birlestirilerek bir ticgen olusturulur ve ilk {i¢ggenin icinden bu
ticgen cikarilir.

Artik elimizde kenar uzunlugu ilk eskenar iicgenin kenarinin yar1 uzunlugunda 3 adet eskenar iicgen
kalmagtir.

Tekrarlama:

Bu islem, kalan her yeni kiiciik ticgen icin sonsuza kadar uygulanir.

Bu fraktal 6rnegindeki en dikkat gekici sonuc, temel kuralin sonsuz kez tekrarlanmasi durumunda alanin
sifira yaklasmasidir. Her adimda alanin 1/4°i atildigl icin, k-inc1 adimda kalan alan Ay = (Z)k formiiliiyle
hesaplanir. Adim sayis1 sonsuza yaklastikca (k — oo) licgenin alan1 matematiksel olarak sifira yaklasir.

L £

Klasik Oklid geometrisinde boyutlar tam sayilarla ifade edilir: Nokta 0, dogru 1, diizlem 2 ve kiip 3 boyutlu-
dur. Ancak Felix Hausdorff ve Abram Besicovitch tam say1 olmayan boyutlar1 6ne siirerek matematikte
devrim yaratmislardir. Bu 6nerme; dogrularin bir, karelerin iki boyutlu oldugunu kabul ederken, bircok
karmagik egrinin icerdikleri bilgi miktarina gore degisen "ara” boyutlara (in-between dimensions) sahip
oldugunu kanitlamistir. Bu tarz, tam say1 olmayan boyutlara giiniimiizde Hausdorff-Besicovitch boyutlari
denir.

m Fraktal Boyut:

Mandelbrot, bu "ara boyut” tanimini kullanarak dogadaki diizensizlikleri arastirmis ve boyutla ilgili ilk
calismasi Ingiltere kiyilarinin uzunlugunu merak etmesiyle baslamistir. Bu calismalar sonucunda fraktal
boyutu tanimlamistir.
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2%
G

Boyutun Matematiksel Hesaplamasi:
« Bir dogru parcasini 3 kat biiyiitiirsek boyu 3 kat uzar, boyutu 1'dir.
« Bir kareyi 3 kat biiylitiirsek alan1 9 kat artar, boyutu 2’dir.
« Bir kiipii 3 kat biiyiitiirsek hacmi 27 kat artar, boyutu 3’tiir.

Ancak fraktal bir yapida durum farklidir. Koch kar tanesinin olusumunda kullanilan kural, yalnizca tek bir
dogru parcasina uygulandiginda ortaya cikan fraktal yapiya Koch egrisi ad1 verilir:

Koch egrisinde bu durumu incelersek, iki nokta arasinda sonsuz uzunlukta olmasiyla bir dogrunun otesine
tasarken, bir diizlemi tam olarak dolduramamaktadir. Bu nedenle boyutu 1 ile 2 arasinda bir "ara deger”
olmalidir.

Mandelbrot’un tanimina gore fraktal boyut (D), 6lgekleme carpani (s) ve olusan yeni parca sayist (N)
arasindaki logaritmik iligkidir:

_ log(N)
~ log(s)
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Koch Egrisi Uygulamasi

Koch egrisinde 6lgegi 3 kat biiyiittiigiimiizde (s = 3), yap1 kendisini 4 yeni parca (N = 4) ile yineler.

log(4)
log(3)

4=3"= D =log,(4) =

Bu hesaplamanin sonucu olan D =~ 1,262, yapinin bir ¢izgiden daha karmagik ama bir ylizeyden daha az
yogun oldugunu matematiksel olarak gostermektedir.
Sierpinski Ucgeni Uygulamasi

Sierpinski ticgeninde 6lgekleme ¢arpani 2 iken (s = 2), ortaya ¢ikan parca sayisi 3’tiir (N = 3).

log(3)
log(2)

3=2P=p=

Bu hesaplamanin sonucu olan D = 1, 585, Sierpinski Ucgeni’nin bir cizgiden (D = 1) cok daha yogun
oldugunu ancak bir diizlemi (D = 2) tamamen dolduramadigini gésterir. Bu "ara boyut”, yapinin sonsuz
cevre uzunluguna sahip olmasina ragmen alaninin sifira yaklagmasinin matematiksel ifadesidir.

B Dogadaki Uygulamalari:

Romanesco Karnabahari: Dogadaki fraktal 6rneklerinden biridir. Spiral seklindeki yesil konilerin farkli
boyutlarda birbirini tekrar etmesiyle sekillenir. Karnabaharin bir parcasina yakindan bakildiginda tiim
karnabahardaki desenin aynisi goriiliir.

Akciger: Insan viicudundaki fraktal 6rneklerden biridir. Bu sistem, giderek incelen ve siirekli dallanan
tiiplerden olusur. Solunan hava, bu dallanmis yap1 boyunca ilerleyerek en ugta yer alan mikroskobik
hava keseciklerine, yani alveollere ulasir. Alveoller, gbozeneklerin son derece kiiciiltiilmiis hallerini andirir.
Yapinin bu 6zelligi, yiizey alanini maksimuma cikararak gaz aligverisinin son derece verimli gerceklesmesini
saglar. Oyle ki birkag tenis kortu biiyiikliigiindeki yiizey alani, birkag tenis topu hacmindeki bir alana siar.
Bu devasa ylizey alani, viicudun yeterli miktarda oksijen alabilmesi icin hayati bir avantaj saglar.
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Kan Damarlari: insan viicudundaki bir diger fraktal 6rnegidir. Bu sayede, viicudun yalnizca yaklasik
%5’lik bir hacmini kaplamalarina ragmen, kani viicudun en iicra kselerine kadar ulastirabilirler. Bronslara
ait tliplere benzer bicimde, kan damarlar1 da giderek daha kiiciik dallanmalara ayrilan bir yapilanma
goriillir. Atardamarlar, aort ile baglar ve ilerledik¢ce daha kiiciik damarlara ayrilir. Bu dallanma siireci,
kilcal damarlar ile devam eder ve birbirine ¢cok yakin, yogun bir ag yapisi olusturarak son bulur. Bu 6zelligi
sayesinde kan damarlari, fraktal sacaklara benzer bir yap1 olarak ifade edilir.

Pisagor Agaci: Fraktal geometrinin en bilinen yapilarindan biri olan Pisagor Agaci, "fraktal golgelik”
olarak da adlandirilir. Bu yapi, dogrularin belirli kurallara gore ayrilmasi esasina dayanir ve dogadaki
dallanma siireclerine gorsel olarak oldukca benzer bir diizen sergiler. Insa siirecinde dogrular yerine kareler
ve iggenler kullanilir; her adimda bu geometrik sekiller belirli oranlarla cogaltilarak karmasik fakat diizenli
bir yapi elde edilir. Bu yinelemeli siire¢ sonucunda kendine benzerlik 6zelligi tasiyan fraktal bir olusum
ortaya cikar.
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Kendine benzeyen (6z-benzer) fraktal yapilar yalnizca dogada degil, Islam mimarisinde kullanilan geomet-
rik siislemelerde de goriilmektedir. Ozellikle girih desenlerinde, ayni geometrik sekillerin farkli lceklerde
tekrarlanmasi, biiyiik desenlerin daha kiiciik benzer parcalara boliinmesiyle saglanir. Bu yapi, fraktal
geometrinin temel kavramlarindan biri olan 6z-benzerlik ilkesine karsilik gelmektedir.

Harvard Universitesi’'nden Peter J. Lu ve Paul J. Steinhardt’in ¢calismasi, bu desenlerin yalnizca estetik
amaclarla degil, bilingli bir geometrik sistemle iiretildigini ortaya koymustur. Topkap1 Sarayi’'nda bulunan
15. Yiizyila ait Topkap1 Parsdmeni, Islam mimarlarinin ongen, besgen ve altigen gibi cokgenlerden olugan
bir girih karo sistemi kullandigin1 gostermektedir.

m Atomik Olcekte Fraktal Diizen: Kuazikristallerin Kesfi

Uzun yillar boyunca kristaller, atomlarin uzayda periyodik ve diizenli bigcimde tekrarlandig1 yapilar olarak
tanimlanmistir. Bu anlayisa gore yalnizca belirli simetri tiirlerine izin veriliyor, besli simetri gibi klasik
kristalografiye uymayan diizenlerin dogada var olamayacagi kabul ediliyordu. Matematiksel acidan ilgi
cekici olsalar da, bu tiir yapilarin fiziksel diinyada bir karsilig1 olmadig diisiiniiliiyordu.
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Bu yerlesik gortis, 1982 yilinda Daniel Shechtman’in klasik kristal tanimlarina uymayan bir atomik diizeni
gozlemlemesiyle sarsildi. Incelenen yapi ne tamamen diizensizdi ne de bilinen kristaller gibi periyodikti;
buna ragmen acik ve kararlh bir diizen sergiliyordu. Daha sonra kuazikristaller olarak adlandirilan bu
yapilar, diizen ile diizensizlik arasinda yer alan sira dis1 bir geometriye sahipti. O dénemde heniiz farkinda
olunmasa da, bu yapi fraktal geometrinin temel kavramlarindan biri olan dlgekten bagimsiz diizen fikriyle
giiclii bir benzerlik tasiyordu. Ancak bu bulgular, yerlesik kabullere aykiri oldugu...

...gerekcesiyle baslangicta bilim diinyasinda sert elestirilerle karsilandi; Shechtman’in ¢alismalari ciddiye
alinmadi, kendisine konuyu yeniden 6grenmesi tavsiye edildi ve bir siire sonra icinde bulundugu arastirma
grubundan ayrilmak zorunda kaldu.

Yasanan tiim bu olumsuzluklara ragmen Shechtman caligsmalarindan vazgecmedi. Bulgularini farkl krista-
lograflarla paylasmaya devam etti ve destek arayisini siirdiirdii. Bu siirecte temas kurdugu bilim insanlar1
arasinda, matematiksel desenler iizerine calisan arastirmacilar da bulunuyordu. Bu temaslar, dikkatlerin
matematikci Roger Penrose’un gelistirdigi kendini tekrar etmeyen mozaik desenlerine yonelmesine zemin
hazirladi. Penrose mozaiklerinin incelenmesi, arastirmacilarin Orta Cag Islam mimarisinde kullanilan
girih desenlerini yeniden degerlendirmesine yol acti. Girih desenlerinin, Penrose mozaiklerine benzer
bicimde periyodik olmayan ancak yiiksek derecede diizenli geometrik yapilardan olustugu fark edilmis;
yapilan calismalar, bu desenlerin yar kristal diizenlerle ayni1 matematiksel prensipleri barindirdigini ortaya
koymustur.

Kristalograf Alan Mackay, Penrose’un ¢alismalari ve bu calismalar 1s181nda yeniden degerlendirilen Islam
mimarisi desenlerinden yola cikarak, benzer bir diizenin atomik 6lgekte de miimkiin olup olamayacagini
sorguladi. Mackay, maddelerin yapi taslar1 olan atomlarin, tipki bu mozaikler gibi kendini tekrar etmeyen
ancak diizenli dizilimler olusturabilecegini one siirdii. Bu fikri sitnamak amaciyla Penrose mozaiklerindeki
kesisim noktalarina atomlar: temsil eden noktalar yerlestirdi ve elde ettigi yapiy1 bir kirinim ag1 olarak
inceledi.

Ortaya ¢ikan kirinim deseni, klasik kristallerde goriilmeyen onlu simetriye sahipti. Bu sonug, periyodik
olmadan da diizenli bir atomik yapinin miimkiin olabilecegini gosteriyor; ancak donemin kristalografi
anlayisi bu tiir bir yapiy1 tanimlamakta yetersiz kaliyordu. Mackay’ nin bu modeli, literatiirde heniiz adi
konmamis olan bu sira dis1 yapilarin anlagilmasinda kritik bir koprii islevi gordii.

Nitekim Daniel Shechtman’in laboratuvarinda gézlemledigi ve baglangicta aciklanamayan kirinim desenleri,
Mackay’nin 6ngordiigii bu atomik diizenle ortiisiiyordu. Paul Steinhardt ve Dov Levine’in calismalariyla
birlikte, bu yapilar kuazikristaller olarak tanimlandi ve bdylece daha 6nce varlig1 gozlemlenmis ancak
literatiirde acik¢a tanimlanamamis olan bu atomik diizenler bilim diinyasina kazandirilmis oldu.

Glinlimiizde yar kristaller; dayanikl ylizey kaplamalarindan 1s1 yalitimina, tibbi malzemelerden endiistriyel
uygulamalara kadar pek cok alanda kullanilmaktadir. Sahip olduklari sira disi fiziksel 6zellikler, bu yapilarin
yalnizca teorik bir merak konusu olmadigini, ayni zamanda yiiksek teknolojinin 6nemli bir bileseni haline
geldiklerini gostermektedir.

Sonug olarak fraktal geometri, yalnizca dogadaki karmasik sekilleri tanimlayan soyut bir matematik alani
degildir. Dogadan sanata, mimariden atomik yapilara uzanan bu yaklagim, farkli disiplinlerin ayn1 geometrik
dili konusabildigini gostermektedir. Yar1 kristallerin kesfi de bu ortak dilin bir sonucudur: Matematiksel
desenler, sanatsal sezgi ve fiziksel gozlem birleserek dogada var olan ancak uzun siire "imkénsiz" kabul
edilen bir diizeni goriiniir kilmistir. Bu ¢181r acici anlayis, ancak yillar sonra bilim diinyasinda tam anlamiyla
kabul gérmiis ve Daniel Shechtman’a 2011 yilinda Nobel Kimya Odiilii kazandirmustr.
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B 1920’ler New York’unda Bir Gece

Gece yarisina yaklagirken Broadway’in arka sokaklarindan birinde kiiciik ama satafatl bir salon 1s1l 151l
parliyor. Igeride dumanli bir hava, kahkahalarla karisik fisildagmalar, pariltili giysiler ve dikkatle bekleyen
gozler... Salonun merkezinde yiikselen kiiciik bir sahne var. Perdeler aciliyor, 1siklar kisiliyor ve tek bir
spot sahnenin ortasindaki adama odaklaniyor.

Adam, diinyanin en iinlii sihirbaz1 Harry Houdini. Ellerinde siradan goriinen beyaz bir kagit tutuyor. Ne
zincir var bu kez, ne kilitli bir kutu... Yalnizca bir k&git. Houdini onu birkag kez dikkatlice kathiyor. Salon
sessizlesiyor. Bir makas pariltis1 gbze ¢arpiyor. Houdini, tek bir hamleyle kagida bir kesik atiyor.

O an sanki zaman duruyor. Seyirciler nefeslerini tutmus. Kagit acildiginda ise herkesin gozleri biiyiiyor:
siradan kagit, tek bir kesikle kusursuz bir yildiz sekline doniismiis. Salon alkiglarla calkalaniyor.

Bir an icin herkes sihre inaniyor. Ama perde arkasinda, bu “mucizenin” matematikle gizli bir bagi var...

B Houdini ve Kagidin Sihri

Harry Houdini (1874-1926), asil adiyla Erik Weisz, Macaristan'da dogup Amerika’da {inlenen bir illiiz-
yonistti. Zincirlere, kelepcelere, su dolu tanklara meydan okuyan kagis gosterileriyle diinyanin dort bir
yaninda s6hret kazandi. Onun icin sahne yalnizca eglencenin degil, ayni1 zamanda insanin sinirlarini
zorlamanin da yeriydi.

Ne var ki Houdini’'nin ilgisi yalnizca zincirlerden kurtulmaya degildi. 1922’de yayimladig1 Paper Magic
(Sihirli Kagit ya da Kagit Sihri/Kagittan Sihir) isimli kitabinda, kagitla yapilabilecek basit ama sasirtici
illiizyonlar1 topladi [3]. Sayfalar arasinda kagittan yiiziikler, sapkalar, tavsan figiirleri ve seyirciyi hayrete

86



Harry Houdini: Bir Sihirbaz mi, Yoksa Bir Matematikgi mi? Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

Sekil 1. Houdininin Paper Magic kitabinda tarif edilen bes tepeli y1ldiz. Cizgiler boyunca okla belirtilen yonlerde
kesikli cizgiler boyunca katlayip, makasla kalin siyah ¢izgi boyunca kesin. [4]

diisiiren “tek kesik” numaralari yer alir. Bir kagidi katlayip tek hamlede yi1ldiz ¢cikarmak, ya da basit bir
kesikle karmagik sekiller elde etmek... Bugiin bunlar "¢cocuk oyunu" gibi goriinse de, Houdini déneminde
seyirciyi biiylileyen bir mucizeydi.

Matematiksel acidan bakildiginda, Paper Magic siradan bir eglence kitab1 olmanin 6tesine gecer. Ciinkii
burada tarif edilen bircok numara aslinda katlama geometrisinin erken érnekleridir. Houdini belki bunu
"matematik” adi altinda sunmuyordu, ama kagidin potansiyelini kesfetmeye yonelik meraki, ileride mate-
matikgilerin {izerinde ¢alisacagi biiyiik problemlere kap1 araliyordu.

B Tek Kesik Problemi

Houdini’nin Paper Magic kitabinda yalnizca bir sahne numarasi gibi goriinen "tek kesik" hilesi, aslinda
matematikte daha genel ve derin bir problemle ortiisiir. Bu problem giiniimiizde "Fold-and-Cut Theorem”
ya da Tiirkce ifadesiyle "Katla ve Tek Kes" problemi olarak bilinir.

Problem Tanima: Bir diizlemsel cokgen P verilsin. Bu cokgeni, bir kdg1din iizerine yerlestirmek istiyoruz.
Acaba bu kagidi yalnizca katlama islemleriyle dyle bir hale getirebilir miyiz ki, tek bir diiz kesim yapildiginda
P cokgeni eksiksiz ve dogru bigcimde ortaya ciksin?

Baska bir ifadeyle: Hangi sekiller yalnizca tek bir kesikle elde edilebilir?

Kirigami: Origami, -ori (katlanmis ya da katlamak) ve-gami (kagit) kelimelerinin birlesiminden olusan
bir sozciiktiir. Bu problemde ise katlamanin yanisira kesmeye de miisade edilir. Bu durum icin kullanilan
sozciik ise "kirigami” dir. (Kiri’ nin kesmek anlamina geldigini tahmin ediyorsunuzdur:)) Yapmayan yoktur
diye diisiiniiyorum, anakuldayken ya da ilkokuldayken kagid1 katlayip keserek elele tutusan cocuklar elde
ederdik.

Hemen bu noktada sizi gecmise gotiirelim ve kirigami denemeleri yapalim ama bu sefer bir kisitimiz var,
makasla tek bir kesik atma hakkimiz var. E biiyiidiik artik, isler biraz daha zorlassin degil mi?
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Ornek 1.
Kare kagidi uygun sekilde katlayip, tek bir kesikle

« Once eskenariicgen kesmeyi deneyin,

« ardindan bir kare kesmeyi deneyin,

« sonra kagidin yar1 alanina sahip bir kare deneyin,

« sonra diizgiin altigen,

« diizgiin sekizgen,

+ daha sonra diizgiin besgen ve diizgiin bes tepeli y1ldiz

deneyin. Peki diizgiin yedigen ya da dokuzgen i¢in de benzer islemleri yapabilir miyiz sizce? Problemi
biraz daha zorlastirmak isterseniz, katlama sayiniza sinir koyun, érnegin en fazla 4 katlama ile bu islemi
yapabilir miyim? Peki {i¢ yeterli olur mu? Bu sorularin bazilarina cevaplar ve farkli kirigami ornekleri
Google booksta Cansu Betin Onur ve Sinem Onaran’la birlikte etkinlik 6rneklerimizi topladigimiz {icretsiz

Bu problem kombinatoryal geometri ve algoritmik origaminin kesigiminde yer alir. Katlama islemi diizlemin
belirli bolgelerini iist {iste bindiren geometrik doniistimlerdir. Tek kesik, biitiin bu katlamalarin sonucunda
olusan karmasik {iist iiste binmis kagit tabakalarinin bir "tek kesme iglemi” ile kesilmesidir. Burada kritik
nokta, cokgenin tiim kenarlarinin ayni anda ortaya ¢ikmasini saglamaktir.

Matematikcilerin meraki suydu: Sadece bazi dzel sekiller mi bu yolla elde edilebilir, yoksa her cokgen icin
bayle bir katlama vardir mi? Hatta cokgenin tek parca ve baglantili olmasina bile gerek yok!

B Problemin C6zimii: Fold-and-Cut Teoremi

Bu soruya kesin yanit1 1998-1999 yillarinda Erik D. Demaine, Martin L. Demaine ve Anna Lubiw verdi.
Ortaya koyduklari teorem giiniimiizde "Fold-and-Cut Theorem" olarak bilinir [4, 5].

Teorem 1. (Demaine—Demaine—-Lubiw, 1998/1999)

Herhangi bir diizlemsel cokgen P, uygun katlamalar yapilarak bir kagit iizerinde 6yle yerlestirilebilir ki, tek
bir diiz kesim sonucunda P eksiksiz ve dogru bicimde ortaya cikar.

Ispat: Yontem iki farkli ydntemle bu teorem kanitlanabilmektedir.

o 11k yontem, "straight skeleton (dogrusal iskelet)” yontemini kullaniyor, kullanici dostu bir yapici
algoritma sunuyor ancak matematiksel olarak ispati biraz zayif (Bu yazida bu algoritma verilecektir:))

« Ikinci yontem ise "disc packing (daire paketleme)” yontem olarak bilinen bir yontemle teorik olarak
daha giiclii ancak pratikte uygulamasi daha karmasik bir yontem.

Dogrusal iskelet yontemi 1995 yilinda Oswin Aichholzer ve arkadaslarinin makalesinde verilmis [1] ve
bir cok arastirmada farkli sekillerde kullanilmistir. Temel olarak bir poligonun icine giderek kiiciilen (ya
da biiziilen), esit araliklarla ¢okgenin kenarlarina paralel kenarlarini olusturdugumuzda ve en sonunda
baslangictaki poligonun ve icerde ¢izilen tiim poligonlarin koselerini birlestirerek kenarlar ve/veya koseler
ve/veya kiicliltme islemi sonunda elde kalan kenarla elde edilen bir graftir. Demaine ve arkadaglar1 bu
yontemi kullanarak kesmek istedigimiz cokgeni kagida cizer ve icinde kdselerden gecen aslinda cokgenin
aclortaylarinda olusan dogrusal iskeletini elde ederler. Asagida bazi1 onemli tanimlardan bahsettikten sonra
basit 6rneklerle neden dogrusal iskelet yonteminin ige yarar bir ara¢ oldugunu gorecegiz. Buradaki en
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onemli ve cok sik kullanilacak ifadelerden biri de "kat izi (crease)” ve tiirleridir. Kagidi her katladiginizda
tizerinde bir ¢izgi olusur buna kat izi deriz. Katlanmis bir modeli a¢ctiginizda "kat izi desenini (crease
pattern)” elde edersiniz. Kat izi desenlerinde iki farkl ¢izgi goreceksiniz, 6rnegin "diiz ¢izgi, kesikli ¢izgi"
gibi veya "kesikli cizgi, kesikli ve noktali” ¢izgi ya da "mavi ¢izgi, pembe cizgi" gibi. Bir tiir ¢izgi boyunca
dag (yani dis biikey) digeri boyunca da vadi (yani icbiikey) katlama yapacaginiz anlamina geliyor.

Sekil 2. D1s biikey kat izi (yani Dag)

Sekil 3. ic biikey kat izi (yani Vadi)

Not: Kagidi kat izi desenlerinde belirtilen tiim izleri dag/vadi atamalarina gore yapip katladiktan sonra
elde ettiginiz bir modeli bir kitabin i¢ine yeni bir kat izi olusmadan veya herhangi bir kat izinin yonii
degismeden koyabiliyorsaniz o modele diiz katlanabilir (flat foldable) model denir.

T

Sekil 4. Bu kat izlerinin tiimiindi tiiriine (dag/vadi) uygun katlayabilir misiniz?

Sekil 5. Sekil 4’teki kat izi desenlerinden sadece en sonuncu kat izi desenin katlandigini gérmiissiiniizdiir. Bu kat izi
desenin katlanmis haline basit ya da temel katlama denir.

Tek koseli kaz izi desenleri i¢in diiz katlanabilirlikle ilgili ii¢c temel teorem vardir. Kawasaki, Meguro ve
Maekawa teoremleri [7]. Kawasaki teorem bir kose etrafindaki kat izilerinin aralarinda kalan acilarla
ilgili sunu soyler: Birer atlayarak acilar1 topladigimizda 180° olmalidir. Maekawa’da "bir kdsede birlesen
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dag ve vadi kat izi sayilarinin farkl iki olmalidir” der. Meguro ise diiz katlanabilir modelin iki renkle
boyanabilecegini sOyler. Maalesef birden fazla koseli kat izi desenleri i¢in bu problemlerin bazilar1 NP-
Tamdir, [2].

R\
y |
i |

Sekil 6. Soldaki kat izi deseninde dag ve vadi sayilarina bakarsaniz Maekawa teoremini saglamadigini géreceksiniz
(4 — 1 # 2) dolayist ile kat izleri tiirlerine uygun katlandiginda sagdaki gibi diiz katlanabilir olmayan bir model elde
edilecek.

Kagidi katlayip kesebilmek icin de diiz katlanabilir hale gelmesi gerekir. Dolayisi ile bu yazida bahsedilen
problemin c¢ozlimiinde elde edilecek kat izi desenin yerel olarak Kawasaki ve Maekawa kosullarinin
saglanmasi kriteri goz oniine alinir.

B Arka Plan

Katla ve tek kes teoremi, herhangi bir diizlemsel cokgenin uygun katlamalarla tek bir diiz kesimle elde
edilebilecegini sdyler demistik. Ispat yapicidir: bir dogrusal iskelet iizerinden tiiretilen kat izi deseni ve
uygun dag/vadi atamalari, tek kesimi miimkiin kilar. Aslinda elde edilen iskelet cokgenin aglortaylarindan
olusmakta ve bu iskelete kdgelerden kesim hattina ¢izilen uygun dikmelerle gerekli kat izi deseni tiretilmek-
tedir. Bu kat izi deseni tek degildir. Eger kesmek istedigimiz ¢okgen bir licgense, dogrusal iskeletin aslinda
{iggenin tek noktada birlesen agiortaylarini demek oldugunu gorelim. Ornek 1’te bahsedilen sekiller {iggen
dahil diizgiin ¢cokgenlerdi, bu nedenle simetrik katlamalarla ¢oziime ulagsmak biraz daha kolaydi. Burada
ise ¢esitkenar bir ticgen icin bir ¢oziim bulmaya calisacagiz. Ama oradaki ticgen icin kullandiginiz fikrin
burada da isledigini gorebilirsiniz.

)@ {‘: !JA

Sekil 7. Herhangi bir {icgenin aglortaylar: bir noktada kesisir. Bu noktadan icgenin kenarlarina dikme inmek
miimkiindiir (icteget cemberin yaricaplari). Aglortaylari dag, bu dikmeyi vadi alalim. Bu dikmelerden sadece bir
tanesini almamiz yeterlidir. Son resimde bdylece Maekawa teoremi saglanir (¢linkii 3 — 1 = 2). Agilarla ilgili de
Kawasaki teoreminin saglandigini hemen gorebilirsiniz yani mor acilarin toplami da kirmizi agilarin toplami da
180°dir.
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Sekil 8. Aichholze ve arkadaslarinin makalesinde [1] tarif edilen yontemle dogrusal iskelet olusturuldu (mavi) ve
diiz katlanabilirlik teoremlerine uygun dikme (pembe) eklendi. 7 ile kargilatirarak elde edilen dogrusal iskeletin
aslinda aciortaylar oldugunu gorebilirsiniz)

Simdi kat izlerinin tiirtine uygun katladiginizda {icgenin kenarlarinin diiz bir ¢izgi seklinde kagidin 6n ve
arka yliziinde yer aldigini goreceksiniz.

S

Sekil 9. Kat izlerine uygun bicimde (maviler cizgiler boyunca dag, pembe ¢izgi boyunca vadi) katladiginizda yesil ile
cizilen liggenin kenarlarinin iistiiste geldigini goreceksiniz. 3. adimda belirtilgigi gibi bu ¢izgi boyunca makasla
keserseniz ve agarsaniz iicgeni tek kesikle elde edeceksiniz.
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Simdi sirasiyla bir kare ardinda 6zel olmayan bir dortgen alip dogrusal iskelet ve ardindan dikmeleri
bulalim:

Sekil 10. Sirasiyla, bir kare, herhangi bir dértgen ve bir kedi:) kat izleri olusturuldu. Bu izlerden tiiriine (dag/vadi)
uygun katlamalar1 yapip keserseniz istenilen modeli tek kesile elde edebilirsiniz. Sonuncu figiiriin kat izlerini sizlere
bir meydan okuma olarak biraktik. Dogru kat izlerini bulup kesen ilk kisiye bir siirprizim olacaktir.

Artik Demaine ve arkadaslarinin verdigi algoritmay1 yazalim. Elbette algoritmada burada verilenden ¢ok
daha karmasik drnekler icin verilen koridor tiirii belirleme ve agac kontrolleri var. Bu yontemlerden bu
yazinin uzunlugunu goz oniinde bulundurarak burada bahsetmeyegiz. Ayrica konu ile ilgili acik sorular
oldugunu da tiim ilgililere duyuralim. Size bu algoritma ile elde ettigimiz kedi modelinin kat izlerini Sekil
10’da 3. resimde verdik. Bu model de koridor veya agac¢ kontrollerine ihtiya¢ duymaz.
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m Algoritma Semasi (Ozet)

Algorithm 1 Katla ve Tek Kes teoremi i¢in Dogrusal Iskelet Tabanli Sema

Require: Basit (veya delikli) diizlemsel cokgen ya da ¢cokgenler ailesi P
Ensure: Tek diiz kesimle P’yi ortaya c¢ikaran kat izi deseni (Dag-Vadi atamalariyla)

1: On isleme: Girdi ¢cokgen(ler)ini saat yoniine/tersi tekdiize yonlendir; iki-renkli yiiz ayrimiyla dis/ic
bolgeleri ayir.

2: Iskelet hesabi: Kenarlar1 eszamanli ice dogru ofsetle; kose ikililerinin aciortay kesisimleri edge event
(kenar olay1), bir kdsenin karsi kenarla bulusmasi split event (ayri olay) {iretir. Olaylar1 uzakliga gore bir
oncelik kuyrugunda isle ve dogrusal iskelet grafini inga et.

3: Dik katlar: Dogrusal iskeletin kdselerinden kesim hattina inen dik kat izleri iiret. Her dik 151n yiizeyi
terk edene ya da bir bagka bir kesim hatt1 bolgesindeki iskeletin kenarindan yansitarak iskeletin bir
kosesine varana kadar yansimali sekilde ilerlet.

4: Kagit simari: Tiim iskelet ve dik 1sinlari, kat izi desenini tamamen kapsayan bir dikdortgen sinirla
(kagit) siirlayip sonlu hale getir.

s: Koridorlar: Iskelet ve dik katlardan olusan agda koridorlari (akordiyon kanallari) belirle; her koridor
icin katlanma yonii alternansini (Dag/Vadi) olustur.

6: Dag/Vadi atamasi: Koridor alternansi ile tiim kat izi kenarlarina Dag/Vadi ata; dogrusal iskelette,
180° den kii¢iik acilarin aciortaylar1 dag, 180° den kiigiik agilarin agiortaylari dag, 180° den biiyiik
acilarin aciortaylari vadi olur. Dikler dag/vadi olarak degisir. Gerekli yerlerde golge-agac/mesafe tabanl
tutarlilik kontrolii uygula.

7: Kesim hatti: Cokgen kenarlarinin ayni dogruya hizalandig hatti seg; tek diiz kesimi bu hat {izerinde
yap.

8: return Dag-Vadi etiketli kat izi deseni.

B Peki kimdir Eric Demaine? - Geng¢ Bir Dahi

Eric D. Demaine (d. 1981), bilgisayar bilimi ve matematik alaninda origamiyle ilgili calismalariyla diinya
capinda taninan bir isimdir. Cocuklugundan itibaren babas1 Martin Demaine ile birlikte yogun bir sekilde
origamiyle ilgilenmis, bu ilgisini akademik arastirmaya doniistiirmiistiir.

Demaine, 20 yasinda Massachusetts Institute of Technology (MIT) tarihindeki en gen¢ profesorlerden
biri olmustur. Calismalarinin merkezinde algoritmik geometri, kombinatorik optimizasyon ve origami
matematigi vardir. Katlama problemlerini yalnizca estetik bir ugras olarak degil, bilgisayar biliminin temel
algoritmik sorulariyla yakindan iligkili bir arastirma alani olarak ele alir.

Ozellikle fold-and-cut teoremi, origaminin bir "sanat” olmaktan 6te, kat1 bir matematiksel yap1 oldugunu
ortaya koymustur. Demaine ve ekibinin gelistirdigi algoritmalar, yalnizca origami degil, ayn1 zamanda
malzeme bilimi, robotik ve miihendislikte katlanabilir yapilarin tasariminda da kullanilmaktadir.

.E 2
Demaine’nin dersi icin QR kodu: Ef=3

Bugiin Eric Demaine, MIT’de bilgisayar bilimi profesorii olarak caligmakta, origami ve matematik kesisi-
minde yeni problemler iizerine {iretken bir arastirma programi yiiriitmektedir. Ayni zamanda babasiyla

birlikte "mathematical art” sergileri acarak, bilimle sanat arasindaki sinirlar1 zorlamaktadir. (Bakiniz:
EXRRE

2

BESE)

P tﬂ.&

modelleri tek kesikle nasil elde edebileceginize dair kat izi desenlerinin sablonlar1 bu sayfada (®:=s)
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Sekil 11. Demaine’nin MIT’de, katla ve kes teoremini anlattigi dersten aldigim bu karede, kestikten sonra kagittan
birden fazla parca baglantisiz seklin tek kesikle elde edilebilmesinin onda uyandirdigi heyecani gorebilirsiniz. Tim
dersi izlemek i¢in asagidaki QR kodu kullanabilirsiniz.

verilmektedir, meydan okuma sorumuz Sekil 10’da verilen soru icin bu sablonlardan destek almak isteyebi-
lirsiniz:)).

B Sonug: Sihir ile Matematik Arasinda ince Bir Cizgi

Bir yanda 1920’lerin New York’unda, sahnede tek bir kesikle yildiz ¢ikaran bir sihirbaz: Harry Houdini.
Diger yanda 1990’larin sonunda, teorik bilgisayar biliminin en saygin konferanslarinda ayni soruya kesin
bir yanit veren matematikgiler: Erik Demaine ve ekibi.

Houdini icin bu, seyircinin nefesini kesen bir illiizyondu. Basit bir kagit, birkac katlama ve tek bir makas
darbesiyle mucizeye doniisiiyordu. Seyirciler alkiglarken, belki de hicbiri bunun ardinda evrensel bir
matematiksel ilkenin gizlendigini diistinmiiyordu.

Demaine icinse ayni kagit, soyut bir diizlem, cokgenlerin geometrisi ve algoritmalarin diliydi. Bir ispat,
yalnizca 6zel sekiller icin degil, her cokgen icin tek kesikle elde edilebilirligi glivence altina aliyordu. Burada
sihir yoktu; ama en az sihir kadar biiyiileyici bir hakikat vardi: kagidin altinda yatan matematiksel diizen.

Belki de Houdini gercekten yalnizca bir sihirbazdi. Belki de farkinda olmadan matematik tarihine ilham
veren bir onciiyli oynuyordu. Kesin olan su ki, kdgidin katlar1 arasinda hem illiizyonun hem de matematigin
ortak bir dili var. Katlanmais bir kagidin sessizce fisildadig: sey sudur: Bazen sihir/mucize, yalnizca dogru
zamanda atilmais tek bir kesiktir.

B Uyarni: Tarihsel Baglantinin Sinirlari

Houdini’nin yasadig1 yillarda "Geometry of Paper Folding, T.Sundara Row, (1890)", "Hiden Senbazuru
Orikata (Bin Turna Katlamanin Sirlar1), Akisato Rito, (1797)" "A Japanese Book Wokoku Chiyekurable,
K.S. Sen, (1721)" kitaplar1 vard1 ve origami 6zellikle avrupada okullarda kullanilmaya baslamisti. Dolayisi
ile Houdini’nin origami bildigini tahmin etmek zor degil. Houdini’'nin Paper Magic kitabindaki tek kesik
numaralari, bugiin katla ve tek kes teoreminin 6zel 6rnekleri olarak yorumlanabilir. Ancak bu noktada
dikkat edilmesi gereken iki sinirlama vardir: Birincisi, Houdini’nin esas amaci sahne illiizyonu yaratmakti.
Ikincisi, elimizde Demaine ve arkadaglari’nin dogrudan Houdini'den esinlendigine dair bir kanit yoktur.
Dolayisiyla bu baglanti, birebir bir nedensellikten ¢ok, ayni fenomenin farkli baglamlarda ortaya cikisi
olarak diisiiniiliilebilir. Houdini’'nin yaptig1 sey sinirl sayida basit sekille gosterilen bir sihirdi; Demaine ve
arkadaslari’nin ispati ise bu fikrin evrensel diizeyde, tiim ¢okgenler icin gecerli oldugunu ortaya koymustur.
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Bu yazida degismeli Banach cebirlerinin en temel yap: teorisi olan Gelfand Teorisini ele alacagiz. Biiyiik Rus
matematikci Israel Moiseevich Gelfand’in (1913-2009) doktora tezinde (1935) gelistirdigi bu teori degismeli
Banach cebirlerinin siirekli fonksiyon uzaylari ile baglantisini ortaya koymasi bakimindan matematik
literatiirlinde ¢cok onemli bir yere sahiptir.

1. BANACH CEBIRLERI

Bir A vektor uzayi iizerinde onu ayni zamanda halka yapan bir carpim var ise A’ya bir cebir denir. Bu
yazida vektor uzaylarimiz daima karmasik sayilar cismi C lizerinden olacaktir. Eger A cebri normlu bir
vektor uzay1 ise A’ya bir normlu cebir denir. Eger A normlu cebri, normun tiirettigi metrige gore tam ise,
yani A’daki her Cauchy dizisi yakinsak ise, (bir bagka deyisle A bir Banach uzayi ise) ve A’nin iizerindeki
carpim
llabl| < llall - |IbI]| Va,be A

aksiyomunu sagliyorsa, A’ya bir Banach cebri denir. Bir Banach cebrinin halka yapisini incelemek i¢in
onun tersinir elemanlarini incelemek 6nemlidir. Tersinirlikten sézedebilmemiz icin cebrimizin birimli
olmasi yani carpma isleminin bir birim elemani olmasi gerekir. Ne yazik ki her Banach cebrinin birimi
yoktur. Bunun en bilinen 6rnegi X sonsuz boyutlu bir Banach uzayi olmak {izere

K(X) :={T : X - X |T tikiz dogrusal operatordiir}

ile tamimlanan tikiz operatorler cebridir.

1.1. Banach Cebirlerine Ornekler
(1) X tikiz Hausdorff bir topolojik uzay olmak iizere
A:=CX):{f : X->C: f sirekli}
siirekli fonksiyonlar uzay1 noktasal toplam
(f +8)x) = f(x) +g(x)

noktasal carpim

(f8)(x) := f(x)g(x)

islemleri ve

1flleo :=sup{|f(x)] : x € X}

normu ile bir Banach cebridir. Burada A’nin normunun

If8lleo < lfllo - llgllec VS 8 €A

96



Degismeli Banach Cebirlerinin Gelfand Teorisi Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 2026—2

sartini sagladig: asikardir.
()
A 1=Cy(R) :={f : R—> C : fsiireklive Ve > 0, IN € N sup{|f(x)| : x € R\ [-N,N]} <¢}
bicimindeki sonsuzda sifir olan siirekli fonksiyonlar uzayi da noktasal toplam, noktasal carpim ve
1flleo = sup{f(0)| : x € R}

normu ile bir Banach cebridir.

(3) X bir Banach uzay1 olmak iizere
A :=B(X) :={T : X - X : T dogrusal ve sinirli operator}
bicimindeki sinirli dogrusal operatorler uzay: da noktasal toplam
(S+T)(x) :=Sx+Tx,

bileske islemi (ST)(x) := S(T(x))

ve operatdr normu ) )
ITIl = sup{l|Txlx : |Ix|lx <1}

ile bir Banach cebridir. Yine A’'nin normunun
TS| <|IT|l- ISII VT,S€A
sartini sagladig asikardir.

(4) Yine X sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olmak iizere
A :=K(X) : {T : X - X : T dogrusal ve tikiz operatordiir}
bicimindeki tikiz operatorler uzayi, yine noktasal toplam
S+T)x) :=Sx+Tx,

bileske islemi (ST)(x) := S(T(x))

ve operator normu
ITIl = sup{l|Txlx : |Ix|lx <1}

ile bir Banach cebridir.

BirT : X —» X operatorii S :={x € X : ||x||x < 1}i¢in T(S) := {Tx : x € S} C X'de tikizdir sartin1
sagliyorsa yani X’in kapali birim yuvarinin T altindaki goriintiisiiniin kapanis1 X’de tikiz ise T’ye bir
tikiz operator denir. Tikiz operatorler sinirhidirlar ve eger K(X) = B(X) ise X sonlu boyutludur ve bu da
I : X - X, I(x) := x birim operatoriiniin tikiz olmasina denktir (Bir Banach uzay:1 sonlu boyutludur
ancak ve ancak kapali birim yuvari tikizdir).

Yukaridaki ilk iki 6rnek degismeli Banach cebirlerinin tipik 6rnekleridirler, ilk 6rnek birimli iken ikinci
ornek birimli degildir. Son iki 6rnek ise degismeli olmayan Banach cebirlerinin tipik 6rnekleridirler, iiclincii
ornek birimli iken son 6rnek birimli degildir.

2. BIRIMLESTIRME

Bir Banach cebri birimli degil ise onu birimli bir Banach cebrinin icerisine izometrik olarak gomme islemine
birimlestirme denir. Burada temel fikir Banach cebrindeki bir a € A’y1 A’'nin kendisi iizerindeki bir
carpma operatorii olarak gormektir, yani her a € A’yabir M, : A - A, M,(b) := ab operatorii karsilik
gelir.
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Yanii : A & B(A), 1(a) := M, seklinde bir operatorle A, B(A) icerisine gomiiliir. Fakat bu gomme her
zaman izometrik olmayabilir, ancak

lablla < llallallblla Va,b e A

oldugundan dolay1
Mgl < [lafla Vae A

saglanir. Bu 1 gommesi her zaman izometrik olmayacagindan onu taklit eden bir insaa ile A’nin bir birim-
lestirmesi digsal olarak yapilabilir:

A:=COHA :={}a):1€C,ac A}
olsun. Bu A kiimesine ¢arpimi, 1 : A < B(A) gbmmesinden ilham alarak yani

(AL + Mo)(uI + Mp) = Al + Mapypatab
oldugunu gozoniinde bulundurarak 1,4 € C, a,b € A icin

A,a).(u,b) := (Au,Ab + ua + ab)
olarak tanimlayabiliriz. Ayni sekilde toplam
A,a) + (u,b) :=(A+u,a+b)
olarak tanimlanir. Bir tek A iizerinde norm tanimlamak kaliyor ki onu da
14, )| == 14] + [lalla

seklinde tanimlariz. Bu durumda: : A < A, 1(a) := (0, a) seklindeki gbmme izometriktir ve (1,04) € A,
A’nin birimi olur. Yani A birimli bir Banach cebridir ve 1 : A & A izometrik bir ggmmedir. Burada her

ALueC,a,be Aicin
1A, @), b)I| < [1(A, @[ [|(e, b))

sartinin saglandigini da gérmek zor degildir. Ayrica eger A degismeli ise A da degismelidir. Birimlestirme ile
eger A Banach cebrinin birimi yok ise A’nin yerine onun A birimlestirmesini alarak birimli varsayabiliriz.

3. TERSINIR ELEMANLAR VE SPEKTRUM

A birimli bir Banach cebri olsun 6yle ki 1 € A, A’nin birim elemani, yani A’nin {izerindeki carpmanin
birimi olsun. O halde bir a € A elemani i¢in bir a™! € A varsa ki

saglanir, bu durumda a € A’ya tersinir denir. Birimli bir A Banach cebri igin

G(A) :={a € A : a tersinirdir} C A
tersinir elemanlarin kiimesinin A’daki ¢carpmaya gore bir grup oldugu asikardir. Bir a € A elemaninin
spektrumu o(a) :={A€C: Al —a ¢ (A}

olarak tanimlanir. Tersinir elemanlarla ilgili asagidaki g6zlem sonuclar1 bakimindan ¢ok 6nemlidir:

Teorem 1. (Neumann Serisi)

A birimli Banach cebri olsun ve 1 € A, A’nin birimi olsun. Ayrica a € A olsun. Eger ||a|| < 1 ise
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1 — a € G(A)'dw, yani tersinirdir ve tersi de

+0o
1-a)y'= Z a”,
n=0

0

a’ := 1 olmak iizere, bir kuvvet serisi ile verilir.

Kanit. Her N € N igin
1-ad"l'=(1-a)(d+a+a®+-+ad)=Q+a+a*+-+ad")1-a)

oldugunu gérmek zor degildir. Bu durumda a° := 1 olmak {izere

N
SN = Z a
n=0

seklinde tanimlanan {Sy}x>, C A dizisinin A’da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim: N,M € N ve
N > M olsun, o halde

N N N
ISy =Sull =11 D a™ll< D lla™l< D (llal)
n=M+1 n=M+1 n=M+1
N—-M-1
= lla|M* > lal”
n=0
ve ||a|| < 1iken NoM_1 oo )
D0 " < D llal* =
n=0 n=0 1- ||a||
oldugundan afM+1
[[Sy = Spl| <
1—||af|

elde edilir ki bu da
ISy = Smll = 0, NyM - +o0

olmasi, yani {S,\,};\“,":"1 C A dizisinin Cauchy dizisi olmas1 demektir. Burada A bir Banach uzayi oldugundan
{Sn}5>X, C A dizisi yakinsaktir, lim Sy :=y € A olsun. O halde lim 1 — aV*! = 1 oldugundan

(I-ay=y0-a)=1
saglanir. O

Bu teoremin bir diger ifadesi de eger |1 — a|| < 1ise a € G(A)d1r, yani a tersinirdir, seklindedir. Yani
B(1,1) :={a € A : ||1 —a|| < 1} C G(A) dir. Bunun bir sonucu olarak, G(A)'nin carpma islemine gore bir
grup oldugu gozoniine alindiginda, G(A) nin A’nin agik bir altkiimesi oldugu elde edilir:

Onerme 1.

A birimli bir Banach cebrive G(A) :={a € A . a tersinirdir} olsun. O hdlde G(A) C A’nin acik bir
altkiimesidir.

Kanit. a € G(A) olsun. Ayrica b € B(a, ”:T”) ={beA:|b—aqa| < ”:T”} olsun. O halde a='(b — a) =

ise

a'b — 1 oldugundan ||b — a|| <

lla=1l
1

1= ab = a6 = @)l < la~ b — @ < fla™ =7 =
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olur ki buda a='b € G(A) olmas: demektir. Yani ||b al| < H ise a='b € G(A) dir. Burada G(A) carpma
islemine gore bir grup oldugundan IIb—al|| < — =T ise a‘lb € G(A)vea € G(A)= a(a'b) = b € G(A)

olur, yani a € G(A) ise B(a ) C G(A) oldugundan G(A) C A'nin acik bir altkiimesidir. O

1||

Onerme 1’in bir sonucu da spektrum o(a) C C kiimesinin tiimleyeni olarak tanimlanan p(a) := C \ o(a)
resolvent kiimesinin ac¢ik olmasi, dolayisiyla o(a)nin her zaman kapali bir kiime olmasidir: 4, € p(a)
p(a)’nin herhangi bir elemani olsun, o halde 1,1 —a € G(A) saglanir. Burada G(A) C A acik oldugundan bir
6 > Ovardirki B(4g1 —a,8) :={b € A : ||b — (11 — a)|| < 8} C G(A) saglanir. Bu durumda |1 — 2y| < &
ise [|(A1 — a) — (Aol — a)|| = |4 — 4| < & oldugundan 11 — a € G(A) = 1 € p(A) saglanir. Dolayisiyla
D(4¢,6) :={A € C : |1 — | < &} C p(a)saglanirkibuda p(a) C Cninagikve o(a) C C'nin kapali olmasi
demektir. Ayni sekilde o(a) € Cnin sinirli oldugunu ve hatta o(a) € D(0, ||a||) :={z € C : |z| < ||a||}
oldugunu gosterebiliriz: 1 € C ve |A| > ||a|| olsun. O halde 11 —a = A(1 — %) ve ||%|| < 1 oldugundan
1-— % € G(A) olur. Ayn1 zamanda 4 # 0 oldugundan A(1 — %) = A1 —a € G(A) olur, yani |A] > ||a|| ise
Al—a € G(A)=> 1 ¢ g(a)olur. Buda A € g(a) ise |1]| < ||a|| olmasina denktir. Sonuc olarak (a) C C her
zaman kapali ve sinirli, dolayisiyla tikiz bir kiimedir.

Tersinir elemanlarin kiimesinin acik olmasina paralel olarak ters alma islemi de «=! : G(A) — G(A)
fonksiyonu olarak dii§iiniildiigunde olabildigince diizgiin bir fonksiyon oldugu, hatta analitik oldugu

goriiliir: xy € G(A) ve x € B(xy, —— = ) olsun, bu durumda ||1 — x; x|| < 1 oldugundan
0
+o0 +o0
(xgtx) ™ =x"1x = 2(1 —-x;x)t = xt = Z(l —x;x)xgt
n=0 =

olarak bulunur yani x~!, x"lerin, n € N, bir serisi olarak yani bir kuvvet serisi olarak ifade edilebilir. Bu

durumda A € Cve |4]| > ||a|| iken

+00

f@ =@ -t =23 (%)

n=0

seklinde tanimlanan f : C \ o(a) — A fonksiyonunun analitik oldugu goriiliir. Burada analitikten
kasit fonksiyonun A’nin bir kuvvet serisi olarak yazilabilmesidir. Bunu bildigimiz klasik anlamda analitik
fonksiyon olarak gorebilmemiz i¢in f fonksiyonunun herhangi bir ¢ € A’ dogrusal sinirli fonksiyoneli ile
bilegkesi olan F fonksiyonuna bakariz: F : C\ g(a) » C

(5))-32 5%

Bu F fonksiyonunun analitik oldugu agiktir ve || biiylidiik¢e |F(1)|'nin 0’a yaklagtig1 goriiliir. Yani bu
analitik fonksiyonun biitlin C’ye analitik olarak genisleyememesi gerekir, eger geniglerse her yerde 0 olmasi
gerekir ki bu miimkiin degildir. Bu F fonksiyonunun biitiin C’ye analitik olarak genislemesi o(a) = @
olmasi durumunda miimkiindiir ki buradan Gelfand’in o(a) # @ oldugunu soyleyen teoremi elde edilir:

+oo

F@) =@ - =9(3 2

n=0

Teorem 2.
A birimli bir Banach cebrive a € A olsun. O halde o(a) # @.

Kanit. Varsayalim ki o(a) = @ olsun ve ¢ € A’ dogrusal sinirli bir fonksiyonel olsun. Yukaridaki gibi

F:C\o(a) = C, 00 n
- F(/1)1=¢((/11—a)‘1)=¢<%+21< )) qu(a)

n=0
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fonksiyonuna bakalim. Burada o(a) = § oldugundan F : C — C fonksiyonu biitiin C’'de analitik bir
fonksiyondur. Simdi |1| > 2||a|| olsun. O halde ||%|| < é oldugundan

GEE MmE ) -5
lur ki bu d d 00 n
olur ki bu durumda |F(/1)|=|/11—| ¢<Z<%) ) S%

elde edilir. Bu da |1| > 2||a|| iken F(4)'nin sinirli oldugunu ve hatta

lim |F(A)] =0

|A|—>+0o0

oldugunu verir. Bu durumda F biitiin C’de analitik oldugundan siireklidir, dolayisiyla D(0, 2||a||) :=
{A € C : |1] < 2||a||} tizerinde de sinirlidir. O halde F biitiin C’de analitik ve sinirli bir fonksiyondur ve
biitiin C’de analitik ve sinirh bir fonksiyonun sabit olmasi gerektigini sdyleyen Liouville teoremine gore
F sabit olmalidir, F sonsuzda 0 oldugundan bu sabit de 0 olmalidir. Burada ¢ € A’ keyfi oldugundan
F(A) = ¢((A1 — a)~!) = 0 ise Hahn-Banach teoremi geregi (11 — a)~! = 04 olmalidir ki bu da bir geliski
dogurur, zira A'nin toplamaya gore birim elemani 0,4 hicbir zaman tersinir olamaz. Bu celiski o(a) = @
varsayimizdan kaynaklandigi icin o(a) # @ olmalidir. O

Teorem 2’nin ¢ok 6nemli bir sonucu da birimli bir Banach cebri ayn1 zamanda bir boliim halkasi ise yani her
sifir olmayan eleman tersinir ise bu Banach cebrinin C ile ayn1 olmasi gerektigini sdyleyen Gelfand-Mazur
Teoremidir:

Teorem 3. (Gelfand-Mazur Teoremi)

A birimli bir Banach cebri olsun oyle ki ayni zamanda bir boliim halkast olsun, yani a € Ave a # 04 ise
a € G(A) olsun. O hdlde A =C1, :={A1 : 1 € C}dir.

Kanit. Herhangi bir a € A alalim. Teorem 2 geregi o(a) # ¢ oldugundan bir A € o(a) vardir ki bu da
Al — a ¢ G(A) demektir. Burada A boliim halkasi oldugundan bu da A1 — a = 04 = a = A1 olmasini
gerektirir. O

Spektrumla ilgili onemli bir 6zellik de polinomlar altinda degismez kalmasidir, yani bir a € A elemanini bir

pA) := Z?:o c j/lj polinomunun icerisine koyarak elde ettigimiz p(a) = Z;Q:o cjaj, a® := 1 elemaninin

Sa13

spektrumu o(p(a)), o(a)’min p altindaki goriintiisii p(c(a)) ile aynidir. Bu 6zellige “Spektral Gonderim
Teoremi” (Ing. Spectral Mapping Theorem) denir:

Teorem 4. (Spektral Gonderim Teoremi)

A birimli bir Banach cebrive p(1) := Z?:o c j/lf bir polinom olsun. O hdlde p(a) := Z?:o c jaj, a’ =1
icin

g o(p(a)) = p(a(a)) :={pQA) : 1 € o(a)}

saglanir.

Kanit. u € o(p(a)) olsun. Ayrica g(1) := u — p(4) olsun. Cebirin temel teoremi geregi 4y, 44, ..., 4, € C,
fo 7 Orvardirid 4D = 2oy = D)y = 2) -+ G = )
saglanir. Burada q(a) := ul — p(a) ¢ 9(A) oldugundan ve

q(a) = Ap(41 - a)(4;1 —a)--- (1,1 — a)
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oldugundan bir j € {1, ...,n}i¢in 1;1 — a & G(A) olmahdir. Buda 1; € o(a) olmasini gerektirir. Ayrica
q(1;) = u— p(1;) = 0 oldugundan u = p(1;) ve 1; € o(a) = u € p(a(a)).

u € p(c(a)) olsun. Yine g(1) := u — p(4) olsun. Yine
qA) = Ao =)A= A) -+ (4, — 1)
oldugundan bir j € {1, ..., n} vardir ki 4; € o(a) saglanir. Ayn sekilde
q(a) = ul = p(a) = A1 - a)--- (4,1 - a)
oldugundan q(a) = ul — p(a) € G(A) olmalidir, zira eger q(a) € G(A) olsayd: her j € {1,...,n} icin
1j1 —a € G(A) olurdu. Bu durumda u € o(p(a)) olur. O
Bir a € A elemaninin spektral yaricap1 r(a):
r(a) :=sup{|d]| : 1 € o(a)}

olarak tanimlanir. Burada o(a) € D(0, ||a||) :={z € C : |z| < ||a]|} oldugundan her a € A icinr(a) < ||a]|
saglanir. Spektral yaricapi a’nin normu ||a||’ya baglayan Beurling’in spektral yaricap formiilii asagidaki
gibidir:

Teorem 5. (Beurling Spektral Yaricap Formiilii)

A birimli bir Banach cebrive a € A olsun. O halde

1
r(a)= lim [ja"||»
n—+oo

saglanir.

Kanit. A € o(a) olsun. O halde Spektral Gonderim Teoremi geregi her n € N i¢cin A" € o(a") saglanir. Ayni
zamanda o(a) C {1 € C : || < ||a||} oldugundan

1
127 = 4" < ||la"|| = |A| < ||a®||x, VneN

saglanir. Burada A € o(a) keyfi oldugundan

1 1
r(a) < |la"|» VYneN = r(a) < liminf ||a"||»
n—+oo

saglanir.

A € Cve |A| > r(a)olsun. O halde ' := % igin || < % ve 1l — AV'a € G(A) saglanir. Burada ¢ € A’
tutalim ve f : D(0, %) - C,

a)
+0o0
f@) =9 —za)™) = ) p(a")z"
n=0

analitik fonksiyonuna bakalim: Bu fonksiyonun kuvvet serisi her z € D(0, %) icin yakinsak oldugundan
ria
her ¢ € A’ ve z € D(0, %) icin {¢(z”a”)}:f% c C dizisi C’de sinirlidir. O halde diizgiin sinirlhilik prensibi
ria -
geregi {||z"a"||}} % C R* dizisi de simrhidir. Bu da bir M > 0 igin |z| < % iken
=i ria
1

1
. 1 1
I2"a"|| = |z|" [[a"]| < M = |z| [|a*||» < M~
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olmasini gerektirir ki burada n € N lizerinden limit alindiginda

1 1 . 1
—>r(a)=> = limsup ||a"||»

|z A B

elde edilir ki bu da 1
r(a) > limsup ||a"||

n—oo

olmasi demektir. O

4. IDEALLER VE GELFAND DONUSUMU

A birimli bir Banach cebri olsun. Bir I C A altuzay1 eger a € A, x € I iken ax € I sartini saglyorsa
I C A’ya A’nin bir sol ideali, xa € I sartini sagliyorsa I C A’ya A’nin bir sag ideali, hem ax € I hem de
xa € I sartlarini sagliyorsa I C A’ya A'nin bir ideali denir. Eger I C A idealiI # A veI # {04} sartlarini
sagliyorsa I C A’ya bir has ideal denir.

Eger I C Abir hasidealise I # A oldugundanInG(A) = @ olmalidir. AyricaB(1,1) :={a € A : ||[1—a|| <
1} € G(A) oldugundan B(1,1) N I = @ olmahdir. Bu durumda eger I C A bir has ideal ise I C A da bir has
idealdir (I, I'nin kapanisini belirtmektedir).

Ideallerin en énemli 6rnekleri cebir homomorfizmalarinin ¢ekirdek uzaylaridir: A birimli bir Banach
cebri ve B bir cebir olsun, bir ¢ : A — B dogrusal fonksiyonuna cebir homomorfizmas: denir eger
her x,y € A igin p(xy) = @(x)p(y) saglanirsa. Burada ¢ : A — B bir cebir homomorfizmasi iken
ker(p) :={x € A : p(x) = 0p} cekirdek uzayinin A’nin bir ideali oldugunu gérmek zor degildir. Burada
B .= C 6zel durumunda ¢ : A — C homomorfizmasina bir karakter denir. Bir ¢ : A — C karakterinin,
eger ¢ # 0 ise, otomatik olarak sinirlh olmasi gerektigini, hatta ||¢|| = 1 olmas1 gerektigini gbrmek zor
degildir: Eger bir a € A icin |¢(a)| > ||a|| olsa idi ||$|| < 1 oldugundan 1 — % € G(A) olurdu ki bu

durumda bir b € A icin (1 — %)b = b(1 — %) = 1 olurdu. Fakat bu da ¢(1 — %) = 0 oldugundan
(1 — %)b) =¢(1 — %)qﬁ(b) = $(1) = 1 = 0¢(b) = 0 gibi bir celiskiye yol acardi. O hilde hera € A
i¢in |¢(a)| < [|a]| olmahdir ki ¢(1) = 1 oldugundan [|¢|| = 1 olmahdir.

Bir I C A has ideali bagka hicbir has idealin igerisine girmiyorsa yani bir J C A ideali icin J D I iken
J =1IveyaJ = A oluyorsabul C A idealine A’nin bir maksimal ideali denir. Zorn lemmasi kullanilarak
her I C A idealinin bir maksimal idealin igerisine girmesi gerektigi gosterilebilir. Ayrica her has idealin
kapanisinin da bir has ideal oldugu goézoniine alindiginda maksimal ideallerin kapali olmalar: gerektigi
kolaylikla gosterilebilir.

Eger A birimli bir Banach cebri ve I C A onun bir ideali ise g : A — A/I bsliim fonksiyonu (Ing. quotient
map) vasitasiyla A /I béliim uzayinin biitiin idealleri ile A’nin I’y1 iceren idealleri arasinda birebir érten bir
esleme kurulur. Bu eslemeyi kullanarak eger ¢ : A — C bir karakter ise ve ¢ # 0 ise ker(¢) :={a € A :
#(a) = 0} C A cekirdek uzayinin bir maksimal ideal olmasi gerektigi gosterilir, zira eger ¢ # O ise ¢(1) = 1
oldugundan ¢ ortendir. Ayrica ¢ bir halka homomorfizmasi oldugundan halka homomorfizmalarinin
birinci izomorfizma teoremi geregi A/ker(¢) bir halka olarak C’ye izomorfiktir. Bu durumda C bir cisim
oldugundan A/ker(¢) de bir cisimdir. Dolayisiyla A/ker(¢)'1n higbir has ideali yoktur ki bu yukarida
bahsettigimiz esleme geregi A'nin ker(¢)’y1 iceren hicbir has idealinin olmamasi gerektigini gosterir ki bu
da ker(¢)'1n bir maksimal ideal olmas1 demektir.

Eger A bir Banach cebri ve I C A kapali bir ideal ise A/I bolim uzay: da boltim normu || - ||,
lla +1]ly :=inf{[la—x|| : x € I}
ile bir Banach uzayidir. Ayn1 zamanda

(a+Db+I):=ab+1
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seklinde tanimlanan ¢arpim iyi tanimli bir halka carpimidir. Bu ¢arpim islemi ve béliim normu ile A/T
boliim uzay1 bir Banach cebri olur:

Onerme 2.

A bir Banach cebrive I C A kapali bir ideal olsun. O hdlde A /I boliim uzay, boliim normu ile bir Banach
cebridir.

Kanit. Burada gosterilmesi gereken tek sey
llab +I|lg < |la +1||gllb +1|l; Va,be A
oldugudur: € > 0 verilmis olsun, boliim normunun tanimi geregi x, y € I vardir ki
e+lla+Illg>lla+x|, e+]|b+I|lg>|b+yl
saglanir. Bu durumda ay + bx + xy € I oldugundan ve

llab + 1l < [|(a + x)(b + y)I| = |lab + (ay + bx + xy)||
<lla+x|l[[b+yll <(e+[la+I]lg)E+ b +1]ly)

oldugundan ¢ — 0% alinarak
llab +1Illg < [la +Illgllb + Il

elde edilir. O

A birimli bir Banach cebri ve ¢ : A — C bir karakter iken ker(¢) := {a € A : ¢(a) = 0} C A'nin bir
maksimal ideal oldugunu gordiik. Tersine olarak herhangi bir maksimal idealin bir karakterin cekirdek
uzay1 olmasi eger A degismeli ise miimkiindiir. Yani A degismeli ve birimli bir Banach cebri ve I C A,
A’nin bir maksimal ideali ise bir ¢ : A — C karakteri vardir ki I = ker(¢) := {a € A : ¢(a) = 0}
olur: A birimli ve degismeli bir halka ve I C A bir maksimal ideal oldugundan dolay1 A/I bolim uzay1
bir cisimdir. Bu durumda Gelfand Mazur Teoremi geregi A/I, C’ye izometrik izomorf olmalidir, yani bir
Y : A/I - Cizometrik izomorfizmasi vardir. Ayni zamandaq : A - A/I boliim fonksiyonu g(a) :=a+1I
bir homomorfizma oldugundan ¢ : A — C, ¢ := toq bir karakterdir ve I = ker(¢) saglanir.

Bir A birimli Banach cebri {izerindeki biitiin karakterlerin kiimesine A’ dual uzayinin tizerinden noktasal
yakinsamay1 koruyan en kaba topoloji olan zayaf  topolojisi konur, yani

M, :={¢p € A’ : ¢ bir karakterdir ve ¢ # 0}

iken {¢,}oe; C My netiicin ¢, - ¢ € M, ancak ve ancak her a € A icin ¢,(a) — ¢(a) saglanir.
Bu topolojiyle M, C A’ tikiz Hausdorff bir topolojik uzay olur. Bu uzaya karakter uzay1 denir, eger A
degismeli ise karakterlerin ¢ekirdek uzaylar: ile maksimal idealler ayni olduklarindan dolay:r maksimal
ideal uzay1 denir.

Onerme 3.

A birimli bir Banach cebri olsun. O hdlde (M 4, w *) karakter uzay: zayif = topolojisi ile tikiz Hausdorff bir
topolojik uzaydur.

Kanit. Alaoglu Bourbaki teoremi geregi B, :={¢p € A’ : ||¢|| = 1} C A’ zayif * topolojisiyle tikiz Hausdorff
bir topolojik uzaydir. Bu durumda M 4 'nin da tikiz Hausdorff oldugunu gostermek icin M4 C B, ’de kapah
oldugunu gostermek yeterlidir: {¢,},c; C M4 bir net olsun dyle ki ¢, — ¢ € A’ zayif * yakinsasin. Bu
durumda a,b € A ve her a € J i¢in ¢, (ab) = ¢,(a)$,(b) oldugundan ¢, (ab) — ¢(ab) ve ¢,(a)p(b) —
#(a)$(b) oldugundan ¢(ab) = $(a)$(b) olmalidir, yani ¢ € M ,’dur. O

Maksimal ideal uzayi ile spektrum arasindaki iliski A degismeli iken tam olarak ortaya cikar:
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Onerme 4.
A birimlive degismeli bir Banach cebri olsun. O hdlde a € A iken

g(a) ={p(a) eC : p € My}

saglanir.

Kanit. {¢(a) € C : ¢ € M} C a(a):

A € {¢(a) € C : ¢ € My} olsun, o halde bir ¢ € M, vardir ki A = ¢(a) saglanir. Eger x € G(A) ise
her ¢ € M, igin ¢(x) # 0 oldugu agiktir zira eger bir ¢ € M, igin $(x) = Oise p(x71x) = p(1) = 1 =
P(xHp(x) = p(x~1)0 = 0 olur ki bu geliski her ¢ € M, icin ¢(x) # 0 oldugunu gosterir. Bu durumda
(A1 —a) = A—¢(a) = 0 oldugundan 11 — a ¢ G(A) ve dolayisiyla A € o(a) olmahdir.(Bu kismin ispatinda
A’nin degismeli olduguna hi¢ deginilmemis olmasi dikkate degerdir.)

o(a) C{p(a) eC: p € My}

A € o(a) olsun. O halde A1 — a ¢ G(A) saglanir. Budurumdal = (A1 —a)A :={(11—a)x : x € A} C A,
A degismeli oldugundan A’nin bir has idealidir. Her has ideal bir maksimal ideal tarafindan icerildiginden
dolay1 bir J C A maksimal ideali vardir ki I = (11 — a)A C J saglanir. Yine A degismeli oldugundan A’'daki
her maksimal ideal bir ¢ € M 4 karakterinin cekirdek uzayidir, yani J = ker(¢) dir. BudurumdaAl —a € J
oldugundan ¢(41 — a) = 1 — ¢(a) = 0 saglanir, yani bir ¢ € M, icin 4 = ¢(a)dir. O

Simdi Gelfand doniistimiiniin tanimini vermeye haziriz: A birimli ve degismeli bir Banach cebri ise M 4
zayif * topolojisiyle tikiz Hausdorff bir topolojik uzaydir, C(M,) : {f : My — C : f siirekli} siirekli
fonksiyonlar cebri noktasal toplam, noktasal ¢arpim islemleri ve

Iflleo == sup{|f(x)] : x € My}
normu ile bir Banach cebridir. Bu iki cebir A ve C(M,4) arasinda A’y1 C(M 4)’ya gotiiren dogal bir cebir
homomorfizmasi
[t A->CMy) TI(a)¢) =a(g) :=¢(a)

seklinde tanimlanir. Bu I' cebir homomorfizmasina Gelfand Doniisiimii denir. Gelfand doniisiimiiniin
sinirli oldugu ve hatta
D@l =7(a) <[laf| VaeA
sartinin saglandigini gérmek zor degildir, zira Onerme 4 geregi

{L(a)(@) : p e My;=1{g(a) : p €My} =o0(a)

oldugundan ||T'(a)|| = r(a) saglanir.

5. C*-CEBIRLERI VE GELFAND NAIMARK TEOREMi

Bir A Banach cebrinin iizerinde (i) her a,b € A i¢in (a + b)* = a* + b*, (ii) her A € Cve a € A igin
(da)* = Aa*, (iii) her a,b € Aicin (ab)* = b*a* ve (iv) her a € A icin (a*)* = a sartlarin1 saglayan bir
* . A - Ainvoliisyonu varsa A’ya bir Banach* cebri denir. Bir Banach™* cebri A,
la*all = lla|* VaeA
sartini sagliyorsa, A’ya bir C*-cebri denir. Bir C*-cebrinin en prototipik érnegi H bir Hilbert uzayi olmak
lzere
B(H) :={T : H — H : T dogrusal ve sinirli}

dogrusal sinirli operatorler uzayidir. Buradaki involiisyon bildigimiz eslenik almadir yani

(Tf.eu=(fT"¢u Vf.geH
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sartini saglayan biricik T* operatoriidiir. Ayrica ||a*a|| = ||a||* aksiyomu
IT*T|| = IT|[> VT € B(H)
olmasindan gelmektedir.

Bir C*-cebri A’nin birtakim 6zel elemanlar1 6nem kazanmaktadirlar: (i) a € A, a* = a sartini1 sagliyorsa
a € A’ya kendine eslenik (Ing. self adjoint) denir. (ii) a € A, a*a = aa* sartini sagliyorsa a € A’ya
normal denir. Eger A birimli ise ve a € A, a*a = aa* = 1 sartinm1 sagliyorsa a € A’ya birimsel (Ing.
unitary) denir.

Bir A C*-cebrinde a € A iken ||a*a|| = ||a||* aksiyomu (a*)* = a aksiyomu ile birlikte ||a*|| = ||a|| olmasi
gerektigini verir zira ||a*a|| = ||a||* < ||a*|| ||a|| oldugundan ||a|| < ||a*|| oldugu goriiliir.

Eger bir C*-cebri A birimli degilse birimlestirmesi Banach cebirlerinde yaptigimiz gibi A := C @ A olarak
yapilir, fakat dikkat edilmesi gereken nokta (1, a) € A igin

14, @)l == |A] +[lalla

normu C*-cebirlerinin ||a*a|| = ||a||* norm aksiyomunu saglamaz. Onun yerine 1 : A < B(A), 1(a) := M,
gommesinin izometrik oldugu goriiliir, zira x := ”a m icin
a
aa* * * )k * 2
Maox =00 llaa™|| = |I(a*a)*|| = lla*al| = ||al|
oldugundan her a € A icin ||[M,|| = ||a|| saglanir. Bu1 : A & B(A), 1(a) := M, gdmmesinden gelen norm

(4, @)l :=sup{||Ax + ax||4 : [|[x|la <1}
ile A := C @ A birimli bir C*-cebri olur ve 1(a) := (0, a), A’nin A icerisine izometrik bir ggmmesidir.

Birimli bir A C*-cebrinde kendine eslenik elemanlar1 birimsel elemanlara génderen iistel fonksiyon siklikla

kullanilir:exp : A — A, too g

a
exp(a) := Z R a®=1
k=0

fonksiyonu iyi tanimli bir fonksiyon olup bu fonksiyona iistel fonksiyon denir. Klasik kalkiiliiste gordii-
glimiiz e* fonksiyonunun Banach cebirlerindeki tam karsilig1 olan bu fonksiyon a,b € A igin ab = ba

ise exp(a + b) = exp(a) exp(b)

0zdesligini saglar. Ayrica involiisyon A iizerinde siirekli oldugundan

too e * +oo w\k
(exp(a))* = (Z a_) = Z @y _ exp(a®) Vae A
k=0

& ki k!

saglanir. Bu durumda a € A kendine eslenik ise (ia)*(ia) = (ia)*(ia) ve (ia)* = —ia oldugundan
exp(ia)* exp(ia) = exp((ia)*) exp(ia) = exp(—ia)exp(ia) = exp(ia — ia)
= exp(04) = 1 = exp(ia) exp(ia)*
saglanir, yani exp(ia) birimseldir. Eger a € A birimsel ise ||a*a|| = ||1]| = ||a||* = 1 oldugundan ||a|| = 1
olmalidir. Ayrica r(a) < ||a|| oldugundan eger A € o(a) ise |[4| < 1 olmalidir. Ayn1 zamanda % €oa(a™)

oldugundan ve a=! € A da birimsel oldugundan |1| > 1 olmalidir. Sonug olarak a € A birimsel ise
o(a) CT :={1 € C : |A] = 1} olmaldir. Eger 1 € o(a) ise e* € o(exp(ia)) oldugunu gérmek de zor
degildir:

eill _ exp(ia) — ei/l(l _ e—i/leia) — eil(l _ e—i(ll—a))
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+o0 .
_ (1 — _ (D -a)f
=t a)<,§) (k +1)! )

oldugundan A1 — a ¢ G(A) ise e*1 — exp(ia) ¢ G(A) olmasi gerekir, yani e € o(exp(ia)) dir.

Biitiin bunlarin sonucu olarak eger A birimli bir C*-cebri ve a € A kendine eslenik ise exp(ia) birimsel
oldugundan, 1 € o(a) iken e € o(exp(ia)) C T :={1 € C : |A| = 1} olur ki bu da 1 € R olmasini
gerektirir. Yani a € A kendine eslenik ise o(a) C R olmalidir. Bunun 6nemli bir sonucu asagidadir:

Onerme 5.
A birimli bir C*-cebrive ¢ € M 4 A iizerinde bir karakter olsun. O hdalde

$(a*) =¢p(a) VaeA

saglanir.

Kanit. {¢(a) € C : ¢ € M4} C o(a) oldugunu biliyoruz. Bir a € A verildiginde onun kendine eslenik
dekompozisyonu ¥ ¥
a+a a—a ,
b:= ,C .= —, a=b+ic
2 2i
seklinde yapilir ki burada b, ¢ € A kendine eslenik elemanlardir. Bu durumda ¢(b) € o(b) ve ¢(c) € o(c)

oldugundan ¢(b), ¢(c) € R olmalidir. O halde

p(a*) = ¢((b +ic)*) = ¢(b — ic) = ¢(b) — ig(c) = $(b) + ip(c) = ¢(b + ic) = ¢(a)

saglanir. O

En sonunda Gelfand Naimark Teoremini ispatlamaya haziriz:

Teorem 6. (Gelfand Naimark Teoremi)
A birimli ve degismeli bir C*-cebri olsun. O hdldeT : A — C(M,)

I'(a)(¢) := a(p) = ¢(a)

Gelfand doniisiimii bir izometrik izomorfizmadur.

Kanut. T bir izometridir: Eger a € A kendine eslenik ise
k k
la*all = lla?|| = lla|* = [la*|| = lla* Vk €N

saglanir. Beurling spektral yaricap formiiliinden bu durumda

. ! ) P
(@)l = r(a) = lim [l@"||= = lim [|a*||* = ||a||
n—+oo k—+o0

elde edilir. Eger a € A herhangi bir eleman ise b : = a*a kendine esleniktir, bu durumda
IT®)lleo = r(b) = [Ib]l = [la*al| = ||a||?
saglanir ve ayrica Onerme 5 geregi
IT(b)lleo = sup{|@(b)| : ¢ € My}
= sup{|¢(a*a)| : ¢ € My} = sup{|p(@)| : ¢ € M} = [F(@)||%

oldugundan
IT(@lleo = llall
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saglanir.

I'(A) = C(M,) oldugunu gostererek ispatimizi bitirelim: I'(A) C C(M 4)’nin bir altcebri oldugu agiktir. Bu
altcebir I'(1) = 1 saglandigindan sabitleri igerir, ayrica

T(a*)(¢) = p(a*) = p(a) = T(a)($) Vé € M,

oldugundan T'(A) kompleks konjiigasyonu korur. Eger ¢;,¢, € My, ¢; # ¢, ise bir a € A vardir ki
T(a)(¢,) = ¢1(a) # ¢,(a) = T'(a)(¢,) oldugundan I'(A), M ,’nin noktalarini ayirir. Bu durumda Stone
Weierstrass teoremi geregi I'(A) C C(M4)'da yogundur, ayni zamanda I' izometri oldugundan ve A bir
Banach uzay1 oldugundan, I'(A) C C(M 4)'da kapalidir. Sonug olarak I'(A) C C(M4)'da hem yogun hem de
kapali oldugundan I'(A) = C(M4) olmalidir. O
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Haydi, 6grencilik zamanlarimizdan cok bilindik bir tablo ile baglayalim:

Sinava girdiniz, sorulara bir géz attiktan sonra en tanidik soruya yonelerek baslamaya karar verdiniz.
Bu sorudaki konuyu taniyorsunuz, ¢oziime nasil baglayacaginizi da biliyorsunuz. Ancak... Kaleminiz
havada asili kaliyor. Diislinceleriniz siraya girmiyor ve kaleminizden dokiilmiiyor. Zaman gectikce zihin de
daralmaya bagliyor ve olmuyor. Sinavdan c¢iktiginizda tanidik bir ciimle dokiiliiyor agzinizdan “Aslinda
biliyordum!”

Bu deneyim, yasanilan tiim bu duygular 6grenim seviyesi fark etmeksizin matematikle karsilasan herkes
icin tanidiktir. Peki bir sorunun yapilamamasi gercekten bizler icin ne ifade etmektedir?

Bir 6grenciden “Bu soruyu yapamiyorum” ciimlesini duydugumuzda ¢ogunlukla bu durumu bilgi ek-
sikligi ile iligskilendiririz. Oysa matematikte yapamamak ¢ogu zaman bilmemekle ayni anlama gelmez.
Matematiksel bir problemin ¢oziilmesi

Bilginin hatirlanmasini

Hatirlanan bilgilerin uygun sirayla diizenlenmesini
» Dogru temsillerin se¢ilmesini

« Tiim bunlarin sinirli bir zaman iginde yapilmasini

gerektirir. Bu siireclerin herhangi birinde yasanilan aksama, problemi basarili bir sekilde ¢6zme siirecini
dogrudan etkiler. O halde matematikte yasanilan basarisizligin bilginin yoklugundan degil, etkin bir bigcimde
kullanilamamasindan kaynaklandigini séyleyebiliriz.

Iste tam bu durumda matematiksel diisiinmenin kirilganligindan bahsetmek cok yerinde olacaktir. “Mate-
matiksel diislinme neden kirilgandir?”. Bir ¢6ziim siirecinin genellikle bir 6nceki adimin ¢iktisina, sembolik
ifadelerin dogru yorumlanmasina ve dikkat ile siraya koyma becerisine dayandigini biliyoruz. Bu yapi,
matematiksel diistinmenin oldukg¢a kirilgan bir hale gelmesine neden olur. En ufak bir dikkat kaymasi
ya da zihinsel yiiklenme zincirin tamaminda bozulmaya yol acabilir. Bu nedenle matematigin bilissel
siireclerdeki aksakliklar1 en hizli sekilde agiga ¢ikaran disiplinlerden biri oldugunu styleyebiliriz.

Peki, 6grenme asamasinda biligsel siirecler nasil igler? Bunun i¢in bilgi isleme kuramina kisaca deginmek
yerinde olacaktir. Bellegimiz ii¢ ana béliimden olusur: Duyusal Bellek, Kisa Siireli (Calisan/ Isleyen) Bellek
ve Uzun Siireli Bellek.

Bilgiyi isleme siirecinin ilk asamasi duyusal bellektir. Duyusal bellek, cevreden alinan bilginin igleme
sistemine girmeden once kisa bir siire tutuldugu bilgi deposudur. Bilginin duyusal kayitta kalis siireci cok
kisadir. Bazi kaynaklara gore bilgi duyusal kayitta yarim saniyeden daha az kalmaktadir. Bilginin duyusal
kayitta kalig siiresi cok sinirli olmakla birlikte, duyusal kaydin alan olarak kapasitesi sinirsizdir. Bilginin
duyusal kayittan kisa siireli bellege gecisinde “Dikkat” ve “Secici Alg1” siirecleri slizge¢ gorevi yapar.
Duyusal kayittan dikkat ve alg siirecleri sonunda ayrilan bilgi, sistemin ikinci dgesi olan kisa siireli bellege
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gecer. Bu bellegin kapasitesi olduk¢a sinirlidir. Aragtirmalar bu bellegin kapasitesinin 5-9 yeni bilgi birimi
(say1, harf, obje, isim vb.) oldugunu gostermektedir. Kisa siireli bellegin bilgiyi koruma siiresi ise yaklasik
20 saniyedir. Kisa siireli bellekteki bilgiler etkindir. Bu nedenle aninda hatirlanir ve davranisa doniisebilir.
Ancak bu bilgiler, uzun siireli bellege kodlanmadan araya yeni bilgiler girerse, ya da kodlama i¢in bir caba
gosterilmezse unutulur. Uzun siireli bellek, siirekli bellek deposu olarak kabul edilir. Bir bilginin 6grenilmis
kabul edilmesi i¢in mutlaka uzun siireli bellekte depolanmis olmasi gerekir. Uzun siireli bellekte bilgiler
kaybolmaz, ancak bilgi, uygun bicimde kodlanmamis ve uygun yere yerlestirilmemisse, geri getirmede
zorluklarla kargilasilir.

Yukarida verilen isleyiste en biiyiik yiik siiphesiz ki “Kisa Siireli Bellek” e aittir. Bu durumu “Calisan Bellek,
Isleyen Bellek” gibi is yiikiine isaret eden cesitli isimlendirmelerden de anlamak miimkiindiir. Duyusal
bellek ile uzun siireli bellek arasindaki transfer siirecini basariyla gerceklestirdigi takdirde sikinti1 yasanmaz
ancak ne zaman ki burada isler yolunda gitmez o zaman 6grenme veya Ogrenilenleri hayata gecirme
siirecleri sekteye ugrar. O halde calisma belleginde ortaya cikabilecek sorunlara daha detayli deginebiliriz:

Calisan bellekte yasanilan sikintilarin basinda “Dar Bogaz” olarak tanimlanan bir yap1 gelmektedir. Calisan
bellegin kapasitesinin sinirli olmasi bu alanda sinirli sayida bilgi biriminin islenmesine veya aktif olarak
tutulmasina olanak saglar. Coklu gorevlerin sikca kullanildigi matematiksel diistinme gorevleri ise tam da
bu kisimda calisan bellege ekstra yiik getirir. Kapasite kullaniminin i¢cinde yalnizca matematiksel gérevler
yer almaz.

// \\ attended
=
Numerous ! -~ information
Sensory e - y
Inputs = T
Jone |
-
i

Sekilde (McLeod, 2023) goriildiigii iizere dar bogaz benzetmesi, sistem icerisinde ne kadar genis ve akici
seylerle ugrasirsak ugrasalim, bir sonraki asamadan tek bir dar noktadan gecmek zorunda kaldigimiz
durumda akisin o noktaya takilmasi anlaminda kullanilmaktadir. Bu metaforu 6grenme iizerinden derin-
lestirecek olursak; bir konuda sahip oldugunuz tiim bilgiler uzun siireli bellekte depolanmaktadir ve bu
bilgilerinizi gerektigi durumda calisan bellege cagirarak islevsel hale getirebilirsiniz. Zaten kapasitesi sinirh
olan calisan belleginize ek olarak bagka yiikler getirmek sizdeki o engin bilginin islevselliginin bozulmasina
neden olur. Bu yiikler, matematiksel gorevi yerine getirirken karsilastiginiz her sey olabilir. Sorun ¢ogu
zaman gecidin varlig1 ve darligi degil; tasiyabileceginden fazlasinin ayni anda yiiklenmesidir. Bu durumu
bir trafik 6rnegi ile aciklayabiliriz:

Bir koprii hayal edin. Bu koprii saglam ama dardir ve ayni anda sinirh sayida arag gecebilir. Eger birkag arac
gecmek icin siradaysa sorun yoktur ancak ayni anda kdpriiden gegmek icin cok sayida arac yigilirsa sorun
baslar. Burada koprii bozulmamustir, araglar da bozuk degildir ama trafik yiikii kopriiniin kapasitesini agtig1
icin geciste aksamalar meydana gelir.
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Matematik problemleriyle karsilagildiginda ortaya ¢ikan “zaman baskisi, hata yapma diistincesi, degerlendi-
rilme kaygis1” calisma belleginde belli bir alan kaplar. Beilock ve Carr (2005), matematik kaygisinin caligma
bellegi kaynaklarini “isgal ettigini” ve problem ¢6zme icin kalan alani daralttigini gostermektedir. Bu durum
aslinda baski altinda matematiksel diisiinme gorevlerinin sekteye ugramasinin en 6nemli agiklamasidir.
Kayg1 kavramini daha sonraya birakarak oncelikle biligsel gorevler iizerinden gidelim. Dar bogaz ifadesi
gecidin genisligini ifade ederken, o gecitten gecmeye calisan yiik miktar: olarak “Biligsel Yiik” kavrami
ortaya cikmaktadir.

Bilissel yiik teorisi John Sweller ve arkadaslar1 tarafindan 1980’lerde ortaya ¢ikmis, son 20 yilda ise 6gretim
tasarimlarinda kendini gostermistir. Teori, bireylerin biligsel mekanizmasina odaklanmakla beraber, isleyen
bellegin bilgi isleme ve depolamasi {izerinde durmaktadir (Janssen, Kirschner, Erkens, Kirschner & Paas,
2010). Biligsel yiik teorisinde igleyen bellegin sinirli olmasi géz oniinde bulundurularak 6grenme ciktilar
tahmin edilir (Plass, Moreno & Briinken, 2010). Burada iig tiir biligsel yiikten bahsedebiliriz: Asil Yiik,
Daissal Yiik ve Etkili Yiik.

Sweller’ a (2010) gore asil yiik 6grenme materyalinin, bilginin ya da gorevin dogasindan kaynakli karmagik-
ligiyla ilgili olan yiiktiir. Bildigimiz iizere matematikte bazi konular digerlerine nazaran daha yogun ve
korkutucu gelmektedir. Bunun i¢in 6grencilerin kendilerine konuya iliskin yeni bir yol cizmeleri gerekir.
Bu yollar; 6n bilgilerle bagdastirma, basitten karmasiga dogru bir bilgi ya da gorev akisi olusturma, mevcut
gorevlerin parcalanmasi veya ¢oziim siireclerini anlamli parcalara bélmek olabilir. Digsal yiik ise 6grenme
materyalinin ya da gorevinin bicimsel ya da igerik yoniinden uygun olmayan sekilde tasarlanmasi veya
uygulanmasi sirasinda ortaya ¢ikan yiiktiir. Son zamanlarda “yeni nesil sorular” ad1 altinda karsilastigimiz
sorular aslinda dissal yiike dikkat ¢ekici bir 6rnek olarak verilebilir. Bu soru tiirlerinin icerdigi matematik
konusunun dogasindan gelen zorlugun yani sira sorularin genis (bazen ilgisiz) baglamda, yersiz uzun ve
neredeyse okuma becerilerini matematiksel becerilerin 6niine gecirecek sekilde sunulmasi 6grencilerde
dissal yiik olusmasina neden olmaktadir. Calisan bellegin asir1 derecede yiiklenmesine sebep olan digsal
yliik, gorevlerin diisiik performansla sonuclanmasina neden olabilmektedir (Hasler, Kersten & Sweller,
2007). Son olarak dgretim siirecinde, 6grenenlerin siirec icerisindeki tiim faaliyetlerinin calisan bellege
getirdigi yiike etkili yiik denir.

O halde bilissel ylikiin dengede kalmasinin dar bogazdan gecisi kolaylastiracagina dair yeteri kadar kanit
toplamis oluyoruz. Karsilastigimiz matematiksel duruma iligkin mevcut bilgilerimizi gézden gecirmek,
ozetlemek ve bu bilgileri etkin kullanmak adina ¢esitli stratejiler iiretmemiz gerektigi onemli bir gercek
olarak karsimiza cikmaktadir. Peki elimizde olmadan dar bogazi sikistiran baska bir faktér oldugunu da
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biliyoruz: Kaygi.

Aragtirmalara gore matematik kaygisi yasayan insanlarin, sayilarla karsilastiklarinda beyinlerindeki korku
merkezleri aktif hale gelmektedir. Bu merkez yilan veya 6riimcek goriince de harekete gecen merkezdir.
Beyindeki korku merkezi aktive oldugunda beynin problem ¢dzme merkezindeki faaliyetler yavaslamaktadir.
Burada duygularin beyni ele gecirmesi s6z konusudur. Bir stres durumunda beynimizde ne olur kisaca
aciklayalim:

Oncelikle, stres yanitinin merkezi olan amigdalada
hiperaktivite goriiliir. Bu, tehdit algisinin siirekli
yiiksek kalmasina ve duygusal regiilasyonda bozul-
maya neden olur. Ge¢cmis deneyimlerinde hedefle-
digi sonuca ulasamayan ve kendi davraniglarinin
sonug lizerinde etkili olmadigina inanan birey, gele-
cekte sonucu etkileyebilecek kosullar mevcut olsa
dahi bu dogrultuda caba gostermeme egiliminde
olur. Bu durum 6grenilmis caresizligin tipik gos-
tergesidir. Ogrenilmis caresizlik yasayan bireylerde
beynin ilgili bolgelerinin aktivitesinde azalmalar
gortiliir. Bu bolgeler karar verme, planlama ve prob-
lem ¢ozme ile ilgilidir. Azalan aktivite, kisinin alter-
natif ¢cdzlim yollar1 aramada pasif kalmasina neden
olur. Motivasyon ve hata izleme ile ilgili bu bolgede aktivite azalir. Birey kendi performansina dair geri
bildirim almay birakir; “Zaten ne yaparsam yapayim fark etmiyor” diisiincesi hakim olur.

Goriildiigii lizere stres sadece duygularimizla ilgili bir durum degil, fiziksel aktivitelerimizi dogrudan
etkileyen bir faktordiir. Peki bu duruma karsi neler yapabiliriz:

Basariy kiiciik adimlarla goriiniir kilabiliriz.

Hatalar1 birer 6grenme firsati olarak kazanmayi diisiinebiliriz.

Sonugtan degil siirecten zevk almay1 aliskanlik haline getirebiliriz.

Stres ve kayginin etkilerinin farkinda olarak bu siireci yonetme becerisini kazanmay1 hedeflemeliyiz.

O halde en basa donelim. Evet, o yapamadiginiz sorunun ¢éziimiinii gercekten biliyordunuz. Ama artik
yasadiginiz bu duruma neyin sebep oldugunu da biliyorsunuz.
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Felsefe ve psikolojinin temel taglar1 olan bilin¢ ve bilincdisi, dogalar1 geregi muglak ve tartismali kavramlar-
dir. Bu yazida, s6z konusu belirsizlige ragmen matematigin bu kavramlara nasil formal bir yap1 ve sistematik
bir aciklama getirdigi ele alinacaktir. Bu dogrultuda, 6ncelikle matematigin bilincli diisiince siirecleriyle
olan iligkisi irdelenecek, ardindan Lacan’in, bilin¢gdisinin yapisini Topoloji ve Gédel’in Eksiklik Teoremleri
gibi matematiksel araclarla modelledigi teorik gerceve analiz edilecektir.

Incelemeye, Galileo’'nun matematigin sadece insan zihninin bir icad1 degil, ayn1 zamanda evrensel bir
gerceklik olduguna isaret eden ’Evrenin kitab1 matematik diliyle yazilmistir’ séziiyle baslamak yerinde
olacaktir. Bu baglamda bilingli diisiince, en temel tanimiyla, dis diinyadaki yapilar ile i¢ diinyadaki sem-
boller arasinda tutarl bir eslesme kurabilme yetenegidir. Bir zihnin iki farkl sistemin ayn1 yapiya sahip
oldugunu kavramasi, matematikteki izomorfizma kavramiyla paralellik gosterir. izomorfizma, disaridan
farkl goriinseler bile iki yapinin igleyis kurallarinin birebir eslesmesidir; yani kabuk degisse de 6ziin ve
matematigin ayni kalmasidir.

Zihnin bu formal 6rgiitlenisi, mantik biliminin de ¢ikig noktasidir. Ornegin George Boole’un, mantigi
matematiksellestirdigi eserine "The Laws of Thought’ (Diisiincenin Yasalar1) adini vermesi de bu iligkinin
tarihsel bir gostergesidir. Clinkii bilingli diisiince, rastgele ¢cagrisimlardan olusan daginik bir yap1 degil,
belirli aksiyomlar ve ¢ikarim kurallar {izerine kurulu sistematik bir siirectir.

Bu acidan bakildiginda bilincli diisiince, matematiksel bir formal sistem gibi isler. Nasil ki bir formal
sistem temel bir alfabeye ihtiyac duyuyorsa, diisiince siireci de temel kavramlara ve dogrulugu sorgusuz
kabul edilen baglangi¢ noktalarina, yani aksiyomlara dayanir. Descartes’in "Diisiiniiyorum, dyleyse varim”
ifadesi, zihinsel bir aksiyom gibidir. Benzer sekilde modern matematik de kanitlanmadan dogru kabul
edilen bu aksiyomlardan yola ¢ikar. Modus Ponens veya tiimevarim gibi mantik kurallarin1 kullanarak,
bu temellerden yeni dnermelerin nasil tiiretilecegini belirler. Bu yapinin merkezinde yer alan 6nermeler
mantigl, ifadelerin kesin bir dogruluk degerine sahip olmasini saglar. Boylece matematiksel dil belirsizlikten
arinir ve diislincenin grameri olusmus olur.

Onermeler mantiginin kurdugu bu kesinlik zemini, daha karmasik matematiksel yapilarin da temelidir.
Sadece ifadelerin dogruluk degerleriyle ilgilenen bu mantigin bir adim &tesinde, niceleyiciler ve fonksiyonlar
araciligryla nesnelerin ic yapisini analiz eden Niceleme Mantig1 (Yiiklemler Mantig1) yer alir. Modern
matematigin evrensel dili olan Zermelo-Fraenkel (ZF) Kiime Teorisi de bu altyapi iizerinde yiikselir.
Dolayisiyla matematiksel mantik, bilincli akil yliriitme yetenegimizin formalize edilmis en rafine hali
olarak goriilebilir. Bu sistemin nihai amaci tutarliliktir. Matematigin "bir sey ayn1 anda hem dogru hem
yanlis olamaz" ilkesi, zihnimizi sacmalamaktan korur ve bizi mantikli diisiinmeye zorlar.

Bununla birlikte matematiksel dil, semboller sayesinde bizi somut esyalarin sinirlarindan kurtarir ve soyut
diisiinmemizi saglar. Dilin en temel iglevi olan diisiince aktarimi, matematiksel dil sayesinde kiiltiirel
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veya kisisel yorum farkliliklarindan arinarak kesinlik kazanir. Ornegin 2+2=4 6nermesinin dogrulugu,
kimsenin kisisel yorumuna bagh degildir; bu da bilgiyi evrensel ve tartisilmaz kilar.

B Matematik sadece bilinc¢li diisincede mi vardir?

Peki, matematik sadece farkinda oldugumuz diisiinceleri mi aciklar? Bunu anlamak icin bilin¢disinin ne
olduguna bakmaliyiz. Bilincdisi, beyinde elle tutulur bir bolge degil, teorik bir varsayimdir. Psikanalist Otto
Fenichel’e gore bu varsayim olmadan davranislarimizi anlamamiz ve gelecegi 6ngérmemiz imkansizdir.
Fenichel bu durumu su sozlerle ifade eder:

Bilin¢disinin var oldugu, psikanaliz bilingli fenomenleri bilimsel olarak aciklamaya ve anlamaya calistigi
andan itibaren kendini kabul ettiren bir varsayimdir. Bu varsayim olmaksizin, sadece kendi iliskileri icindeki
bilincin verileri anlasilmaz olarak kalirlar; bu varsayim sayesinde tiim bilimsel basarilar: karakterize eden bir
sey imkdn dahiline girer: Gelecegi onceden sdyleyebilmek ve sistematik bir etki yaratabilmek.

Jacques Lacan ise olaya daha mantiksal yaklasir. Ona gore bilin¢disi, insanin dille kurdugu iliskinin mecburi
bir sonucudur. Descartes’in "Diisliniiyorum, dyleyse varim" sozii, dilsiz bir diisiincenin olamayacagini
gosterir. Burada matematik ve dil birbirine cok benzer. Geometrideki nokta veya dogru, fiziksel diinyada
tam olarak yoktur ama sistemin iglemesi icin gereklidir. Matematiksel akil yiiriitme de aslinda &zel bir dilin
sinirlarini kesfetme oyunudur.

Lacan, dilin hem 6zneden hem de dis gerceklikten bagimsiz olan bu 6zerk yapisini Simgesel Diizen olarak
tanimlar. Biz kendimizi her seye hakim bir 'Ben’ sansak da aslinda bu bir yanilsamadir. Dil, bizim altimizda
isleyen dev bir yapidir; biz dili degil, dil bizi yonetir. Lacan’in "Bilingdis1 bir dil gibi yapilanmistir” s6zii tam
da bunu anlatir; bilin¢gdisimiz da rastgele degil, dilin kurallar gibi orgiitliidiir.

Bu yaklasim, soyut cebirdeki yapilara carpici bir paralellik gosterir. Ornegin bir grup veya halka yapisinda
elemanlar, tek baslarina degil; aksiyomlarin tanimladifi iligkiler araciliiyla anlam kazanirlar. Lacan’da da
semboller tek baslarina degil, iligkisel ag icinde deger kazanir; 6zne bu agin kurallarina gore sekillenir.

Bu yapisal paralellik, ‘eksiklik’ kavrami iizerinden matematigin en derin konularindan birine, Kurt Go-
del’in Eksiklik Teoremleri’ne uzanir. Lacan’in, insan 6znesinin dogasinda doldurulamaz bir bogluk oldugu
(Arzu nesnesinin eksikligi) fikri, Godel'in teoremleriyle metaforik bir benzerlik tagir. Godel, aritmetik gibi
yeterince karmasik sistemlerin kendi tutarliliklarini, yine kendi kurallarin1 kullanarak asla tam olarak
ispatlayamayacagini kanitlamistir. Yani, bu tiir her sistemde dogru oldugu halde ispatlanamayan, karar
verilemez noktalar mutlaka bulunur.

Bunun psikanalizdeki yansimasi sudur: Nasil ki aritmetigi kapsayan bir formal sistem kendi icinde kapali
ve kusursuz bir biitiin olamiyorsa, dilin icine dogan insan zihni de asla tam ve eksiksiz olamaz. Bilin¢dist,
iste bu sistemin kapatamadig1 bosluk veya mantiksal bir acik olarak isler. Kisacas1 Lacan’in bahsettigi
eksiklik, dilin yapisindan kaynaklanan zorunlu bir sonuctur; tipki hicbir formal sistemin kendi tutarliligini
tek basina garanti edememesi gibi.

B Bilincdisinin Topolojik Formalizasyonu

Jacques Lacan, psikanalizi daha bilimsel bir zemine oturtmak ve Freudyen kavramlar1 somutlastirmak
amaciyla matematigin bir alt dali olan topolojiye basvurmustur. Lacan i¢in topolojik ylizeyler yalnizca
birer metafor degil, bilincdisinin yapisinin igleyisine dair birer modeldir. Bu baglamda, bilin¢disinin yapisal
paradokslarini modellemek i¢in ii¢ temel topolojik nesne one ¢ikar: Mébius seridi, Torus ve Borromean
digtimleri.

Ik olarak Mobius Seridi, geleneksel i¢ ve dis ayrimini ortadan kaldiran ve topolojide yonlendirilemez
olarak tanimlanan yapisiyla dikkat ceker. Alisilagelmis yilizeylerin aksine, Mobius seridinde bir sinir ¢izgisi
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asilmadan, sadece yiizey {izerinde ilerleyerek disaridan iceriye gecmek miimkiindiir. Bu durum, mekansal
algimizdaki ikiligi yikan somut bir geometrik paradokstur. Matematiksel olarak tek yiizlii ve tek kenarl
olan bu serit, ii¢ boyutlu Oklid uzay1 icinde su parametrik denklemlerle ifade edilebilir:

R merkez yaricapi, 2w serit genisligi ve v € [—w, w] olmak iizere;

x(u,v) = (R + vcos(u/2)) cos(u)
y(u,v) = (R + vcos(u/2))sin(u)
z(u,v) = vsin(u/2)

matematiksel denklemleri karmasik olsa da, felsefesi basittir: 'Ben’ ve *Oteki’ arasinda kesin bir duvar
yoktur; biling ve bilingdisi birbirine siirekli akan bir dongiidiir.

Sekil 1. Kaynak: Wikipedia - M6bius strip

Ikinci 6nemli yapi, Torus (Simit) yiizeyidir. Bir cemberin, kendisini kesmeyen bir eksen etrafinda dondii-
riillmesiyle elde edilen bu yiizey, su parametrik denklemle tanimlanir:

R Biiyiik yaricap, r kiiciik yaricap ve 6, ¢ € [0, 27) olmak {izere;
x(6,p) = (R + rcos(p)) cos(B)
Y(6,9) = (R +rcos(p)) sin(0)
z(8, @) = rsin(p)

Lacan, Torus'un geometrik yapisindaki merkezi boglugu, ‘Arzu’ ve ‘Nesne’ kavramlarini aciklamak igin
kullanir. Arzu, bu boslugun etrafinda doniip duran sonsuz bir turdur. Torusun var olmasi icin o bosluk
sarttir; insani var eden de i¢indeki bu eksikliktir.

Sekil 2. Kaynak: Wikipedia - Simit (geometri)
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Son olarak Borromean Diigiimleri, Diigiim Teorisine 6zel bir topolojik yapidir. U¢ halkanin birbirine
gectigi bu yapida, herhangi iki halka birbirine bagh degildir; ancak {icii bir aradayken kilitli durumdadirlar.
Halkalardan sadece biri kesildiginde, diger ikisi de serbest kalir. Lacan bunu insanin gercekligini olusturan
ticliiye benzetir: Gercek, Simgesel ve imgesel. Eger bunlardan biri (mesela Simgesel diizen) koparsa, kisinin
gerceklik algisi tamamen dagilir ve psikoz ortaya cikar.

Gergek

imgesel

Simgesel

Sekil 3. Kaynak: https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/804493

B Matematik Bize Bilincdisi Hakkinda Ne Soyler?

Sonugc olarak matematik yalnizca bilingli aklin bir araci degil, ayn1 zamanda biling¢disi siirecleri modelleyen
yapisal bir dildir. Mantik, bilincli diisiincemizin kurallarini koyarken; topoloji ve Godel’in teoremleri,
bilin¢disinin o garip, paradoksal yapisini ¢ozmemize yardim eder.

Topoloji bize bilin¢disinin i¢i dis1 olmayan (Mobius) veya ortasi bos (Torus) bir yap1 oldugunu gosterir.
Godel ise, insanin dogas: geregi eksik bir varlik oldugunu ve bu eksikligin bizim kimligimizi olusturdugunu
kanitlar. Yani matematik bize sunu sdyler: Bilincdisi da bir dil gibi kurulmustur, ama kendi kendini asla
tam olarak ispatlayamayan, dogas1 geregi yarim kalmis bir sistemdir.
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2025 yaz1, Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii 6grencileri olarak Italya’nin Sardinya adasinda bulu-
nan Cagliari Universitesi’nin ev sahipliginde gerceklestirilen Erasmus BIP (Blended Intensive Programme)
kapsaminda degerli bir akademik deneyim yasadik. “Adi Diferansiyel Denklemler ve Uygulamalar1” baslikli
yogunlastirilmis egitim programi, alaninda uzman akademisyenlerin katkilariyla bes giin boyunca hem
teorik hem de uygulamali iceriklerle dolu, olduk¢a verimli bir ¢calisma ortami sundu.

Program, Hacettepe Universitesi’nden bes ogrenci; Nurten Unlersen, Cemre Demirtas, Muhammet Safa
Aydemir, Tolga Topcuoglu ve Dogan Mete Giimiis ile hocalarimiz Dog. Dr. Berke Kalebogaz ve Doc. Dr. Eylem
Oztiirk esliginde gergeklestirildi. Programa ayrica Cadiz Universitesi’nden 6gretim iiyeleri ve 6grencileri ile
Cagliari Universitesi'nden 6gretim iiyeleri ve dgrencileri katildi. Boylece farkli tilkelerden 6grencilerin bir
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araya geldigi, disiplinler arasi iletisimin ve kiiltiirel etkilesimin canli bicimde yasandig: uluslararasi bir
akademik ortam olustu.

Programin akademik yapisi ii¢ ana ders etrafinda sekilleniyordu. Birinci ders, Ordinary Differential Equ-
ations alaninda kapsamli bir giris niteligindeydi. Burada birinci mertebe lineer diferansiyel denklemler,
lineer ODE sistemleri, ¢oziim yontemleri ve temel varlik ve teklik teoremleri ele alindi. Ardindan bu teorik
bilgiler gercek yasamdan alinmis cesitli modeller iizerinde uygulanarak, diferansiyel denklemlerin biyoloji,
miihendislik ve fizik gibi disiplinlerdeki kullanimina dair giiclii bir bakis acis1 elde etmemiz saglandi.

Ikinci ders ise kismi diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin niimerik ¢6ziim yontemleri iizerineydi.
Ders kapsaminda PDE tiirleri tanitilmis, ardindan 6zellikle Sonlu Elemanlar Yontemi (Finite Element
Method - FEM) iizerinde durulmustur. FEM’in teorik temelleri, islevsel analiz altyapisi ve miithendislik
problemlerini simiile etmedeki etkinligi uygulamali 6rneklerle desteklenerek aktarildi. Bu boliim, ozellikle
bilgisayar destekli matematiksel modelleme alanina ilgi duyan 6grenciler icin oldukca gelistiriciydi.

Uglincii ders ise PDE’lerin matematiksel modellemedeki roliine odaklaniyordu. Bu kapsamda parabolik,
eliptik ve hiperbolik denklemler siniflandirilarak 6zellikle Is1 Denklemi, Laplace ve Poisson Denklemleri
ayrintili bicimde incelendi. Dersin en dikkat ¢ekici kismi, biyolojik bir siirec olan kemotaksi davranisini
modelleyen Keller—Segel sistemi iizerinden yapilan tartismaydi. Parabolik difiizyon ile yonlii hareketin
birlesiminin nasil kolektif hiicre davranisina yol a¢tig1 matematiksel agidan agiklanarak modelleme pers-
pektifimizi genisletti.

Cagliari Universitesi’nin titizlikle hazirladig1 organizasyon sayesinde hem akademik hem sosyal acidan son
derece verimli bir hafta gecirdik. Bu program, yalnizca bilgi edinmemizi degil; ayn1 zamanda uluslararasi
isbirligi, ekip calismasi ve akademik paylasim kiiltiiriinii de deneyimlememizi sagladi.

Ayrica, program kapsaminda aldiimiz “Theoretical and Numerical Analysis of Differential Equations and
Their Applications” dersi, boliimiizdeki “Adi Diferansiyel Denklemler ve Uygulamalar1” secmeli dersine
denk saydirildi.

Erasmus BIP kapsaminda elde ettigimiz bu deneyim, ilerideki akademik ve profesyonel yasamimiz i¢in
bize ilham veren 6nemli bir adim oldu. Bu siirecin gerceklesmesinde emegi gecen tiim hocalarimiza ve
Cagliari Universitesi’ne tesekkiir ederiz.

Nurten Unlersen, Cemre Demirtas, Muhammet Safa Demir, Tolga Topcuoglu, Dogan Mete Giimiis
Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii Lisans Ogrencileri
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Matematik cogu zaman soyut diislince, ispat ve kuramsal derinlikle anilir, ancak bu birikim, tiniversite
siralarinin dtesinde ¢ok farkl alanlarda karsilik bulur. Ogrencilerimizin staj deneyimleri, matematigin
yalnizca ders kitaplarinda degil, veri analizinden yazilim gelistirmeye, finanstan kamu kurumlarina kadar
pek cok alanda aktif bir rol oynadigini gosteriyor.

Bu sayiyla birlikte baslattifimiz “Meslege Ik Adimlar” kisesinde, boliimiimiiz 6grencilerinin nerelerde
staj yaptiklarini tanitiyor ve deneyimlerinden kisa kesitlere yer veriyoruz. Amac, hem matematik bilgisinin
uygulamadaki yansimalarini goriiniir kilmak hem de heniiz yolun basinda olan 6grencilerimize somut
ornekler sunmaktir. Her staj hikayesi, matematigin gercek diinyayla kurdugu baga dair kiiciik ama degerli
bir pencere agiyor. Bu kdsenin, 6grencilerimizin kariyer yolculuklarinda cesaret verici bir rehber olmasini
diliyoruz.

m GULCE KORUN, Yesilova Holding

Merhaba. 2024-2025 egitim ogretim yilinin yaz tatilinde okulumun bana
sagladig1 imkanlar sayesinde siirdiiriilebilirlik konusunda Tiirkiye’nin
en iyilerinden olan Yesilova Holding'de “Kurumsal Siirdiiriilebilirlik”
departmaninda 1 aylik staj yapma deneyimim oldu.

Bu siire¢ uzun zamandir aklimda olan, “Kurumsal sirketlerde caligmak
nasil?”, “Matematik boliiniimii bitirdikten sonra hangi sektorlerde cali-
sabilirim?” sorularini cevaplamamda oldukga yol gosterici oldu.

Mentoriim Eda Cetintag’a 6zellikle tesekkiir etmeliyim ki bana, bir staj-
yerin iyi hissetmesi ve bulundugu siire¢ boyunca maksimum verim al-
masl icin neler yapilmasi gerekiyorsa yapti. Haftalik makale arastirma
ve rapor yazma gorevlerim disinda, is¢ilerin “Enerji Verimliligi” kavrami
hakkinda bilgilenmeleri ve bunu eglenerek yapmalari icin fiziksel oyna-
nacak projeler tasarlamami ve Enerji verimliligi birimine sunmamu istedi. Benden daha deneyimli ve bu
konuda bilgili insanlara bu sunumu yapmak 6zgiiven agisindan da beni oldukga gelistirdi.

Bunlarin matematikle ne alakasi var derseniz, bizden istenileni algilama, kaynak taramasi yapma ve elimiz-
deki verileri ve biitceyi kullanarak istenilen sonuca en karli sekilde ulasmak aslinda bu béliimii okurken
elde ettigimiz analitik diislince becerimizin bir sonucu ile bu kadar kisa zamanda herkesin begenisini
toplayan projeler iiretmemizi sagliyor. Bunun yaninda Eda Hanimin tutmus oldugu ve analizlerini yaptig1
verilerin Excel’de incelemesini gerceklestirdik. Excel’in gesitli kullanim yonlerini kesfetme ve uygulama
sansim oldu.

Siirdiiriilebilirlik, artik giiniimiizde 6nemi ¢cokca olan, basta bireysel sonra toplumsal anlamda cevreye
kars1 oldukca sorumluluklarimizin oldugu 6nemli bir kavram. Bunun sirketler iizerindeki etkileri ve
uyguladiklari politikalar1 yerinde deneyimleme sansi oldukga essiz bir deneyimdi.

Cevreyi korumak, dogay1 daha yasanabilir hale getirmek ve kiiresel isinmay1 durdurabilmek icin gerekli
verilerle hesaplamalar yapmak sart. Matematik boliimiiniin bize sagladig1 se¢meli derslerin avantaji tam
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olarak burada devreye giriyor. Optimizasyon, matematiksel modelleme, niimerik analiz, veri yapilari ve al-
goritmalar1 gibi daha nice dersimiz bu konuda kendimizi gelistirmemizde olanak saghyor. Siirdiiriilebilirlik
ve matematik ¢ok uzak iki kavram gibi goziikse de iligkileri sandigimizdan daha koklii ve yenilikci.

Egitim 6gretim donemi icerisinde mezun olmadan 6nce yapabilen herkesin staj deneyimini yasamasini,
mezun oldugunda yeni ise basladiginda deneyimsiz olmamasi ve kendi kriterlerini anlamasi agisindan
tavsiye ediyorum.

m CEREN KiPER, Tiirk Kizilayi

Stajimi, insani yardim alaninda 6ncii olan Tiirk Kizilay: biinyesindeki
Bagisqi liskileri ve Kaynak Gelistirme Direktorliigii’nde tamamladim. Bu
birim, kurumun siirdiiriilebilirligi icin kaynak yaratma, bagis¢1t memnu-
niyetini saglama ve bagis siireclerini stratejik olarak yonetme misyonunu
tistlenmektedir.

Yedi haftalik stajimda gerceklestirdigim calismalari {ic ana baslikta 6zet-
leyebilirim:

« Veri Analitigi: Biiyiik veri kiimelerini Python kiitiiphaneleriyle temiz-
leyerek analize hazir hale getirdim. Bagis¢1 sadakatini 6l¢climleyen REM
(Yenilik, Siklik, Tutar) modelleri gelistirdim ve Min-Max Normalizas-
yonu ile DAX fonksiyonlarini kullanarak segmentasyon hassasiyetini
optimize ettim.

« Is Zekasi: Operasyonel verileri Microsoft Power BI ve Yildiz Semasi me-
todolojisiyle gorsellestirerek, yonetimsel kararlar1 destekleyen anlik ve dinamik is zekasi raporu tasarladim.

« Siirec Gelistirme: Kurumsal hafizaya katki saglamak adina nakdi bagis iade siirecini standartlastiran bir
prosediir hazirladim ve stratejik icgoriiler sunan bir "Bagis¢1 Motivasyon Anketi” gelistirdim.

Bu staj, matematiksel teoriyi is diinyasinda stratejik uygulamalara doniistiirmemi sagladi. Biiyiik 6lcekli
bir yapida veri odakli karar alma siireclerini bizzat deneyimleyerek, akademik disiplinimi profesyonel bir
vizyonla birlestirdim. Bu deneyim, akademik birikimimi profesyonel yetkinliklerle birlestirerek kariyer
yolculugumda saglam bir temel olusturmustur.

m IREM OZMEN, LC Waikiki

Staj calismam, 5 kitada 60’tan fazla iilkede faaliyet gosteren global pe-
rakende devi LC Waikiki'nin teknoloji lissiinde, Veri Analitigi ve Yapay
Zeka biriminde gerceklestirilmistir. Yaklasik 400 TB’lik Data Lake iize-
rinde ¢alisan bu departman, klasik is zekasi raporlamalarinin 6tesine
gecerek; goriintii isleme (Computer Vision), dogal dil isleme (NLP) ve
tahminleyici modelleme gibi yapay zeka teknolojilerini is siireclerine
entegre eden bir Ar-Ge merkezi niteligindedir.

Staj siiresince, Matematik ve Istatistik (CAP) programlarinda edindigim
teorik altyapiyi, sektoriin gercek dinamikleriyle birlestirerek ii¢ temel
proje odaginda uygulama firsat1 buldum:

« Goriintii Isleme: Laboratuvar kalite kontrol siireclerini otomatize etmek
amaciyla, mikroskop altindaki kumas goriintiilerinden igerik tahmini
yapan YOLOv8 ve CNN tabanl derin 6grenme modellerinin gelistirilme-

sinde aktif rol aldim.

« Miisteri Segmentasyonu: SQL ve Python kullanarak e-ticaret verileri iizerinde RFM analizi gerceklestir-
dim. Istatistiksel quantile hesaplamalariyla miisterileri davraniglarina gére anlamh segmentlere ayirarak
pazarlama stratejilerine analitik i¢cgoriiler sagladim.
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» Tahminleme Modeli: Sahsima tanimlanan proje kapsaminda, miisterilerin aligveris aliskanliklarindan yola
cikarak "Cocuk Sahibi Olma" durumunu tahminleyen bir siniflandirma modelini gelistirdim. Veri toplama
asamasindan model egitimine kadar uctan uca yonettigim bu siirecte, feature engineering ve korelasyon
analizlerini dogrudan uygulama sansi buldum.

Bu deneyim, akademik diinyadaki "temiz veri” kavrami ile endiistrideki "biiyiik ve karmasik veri” arasindaki
farki bizzat tecriibe etmemi saglamistir. Projelerin sadece teknik dogrulugunun degil, ticari etkisinin
ve paydaslara sunumunun da kritik dnemini kavradim. Matematik ve Istatistik disiplinlerinin, yapay
zeka alanindaki karmasik problemleri modellemede ne kadar giiclii araclar oldugunu gérmek, kariyer
hedeflerimi daha da pekistirmistir.

m MIiRAY OZDEMIR, Bera Yazilim

Bera Yazilim, 2018 yilinda kurulmus; siber giivenlik, yapay zeka ve mobil-
/web tabanli yazilim ¢oziimlerine odaklanan bir Ar-Ge firmasidir. Ankara
ve Malatya ofislerinde, modern mimari yaklasimlar (MVVM) ve ileri dii-
zey teknolojiler kullanarak kamu ve 6zel sektore hizmet vermektedir.

Staj siliresince edindigim teknik deneyimler su basliklar altinda toplan-
mistir:

« Mobil Uygulama Gelistirme: Android Studio ve Kotlin kullanarak UI
bilesenleri, activity-fragment yapisi ve Firebase veritabani etkilesimleri
iizerine caligmalar yaptim.

» Mimarive API Entegrasyonu: Uygulama performansini optimize eden
MVVM mimarisini ve RESTful API tabanli veri iletisim siireclerini in-
celedim.

» Proje Yonetimi ve Test: Git ve Jira araclariyla yazilim yasam dongiisiinii
deneyimledim; Tiirk Kizilay1 projesinin yenilenme siirecinde hata ayiklama (debugging) ve test agamalarina
destek verdim.

Bu staj, liniversitede 6grendigim teorik matematik bilgilerini profesyonel yazilim siirecleriyle birlestirme
firsati1 sunmustur. Yazilimin sadece kodlamadan ibaret olmadigini, ekip calismasi ve planlamanin kritik
Onemini kavramak kariyer hedeflerimi mobil gelistirme alaninda netlestirmistir.

B RANA NUR CEYLAN, BBR Mimarlik & Miihendislik

Staj calismam, Antalya Kepez’de mimari tasarim ve yazilim destekli ¢o-
zlimler lizerine uzmanlasan BBR Mimarlik & Miihendislik biinyesinde,
Bilisim Destek Stajyeri olarak gerceklestirilmistir. Teknik destek biri-
minde; mimari projelerde otomasyon, veri analizi ve yazilim destekli
modelleme yontemlerinin gelistirilmesi {izerine odaklanilmistir.

Siire¢ boyunca, matematiksel diistince yapimi ve Python programlama
becerilerimi mimari is akiglarini optimize etmek icin kullandim. CA-
D/BIM verilerini kullanarak metraj ve maliyet hesaplamalarini otoma-
tiklestiren sistemler gelistirdim. Ayrica, ge¢cmis proje verileri izerinde
istatistiksel modeller olusturarak malzeme se¢imlerinin performans ve
maliyet analizlerini gerceklestirdim. Bu caligmalar, teknik ekibin rutin
hesaplamalarindaki hata payini azaltarak ofis verimliligini artirmistir.

Bu deneyim, matematik béliimiinde edindigim teorik bilgilerin "Hesap-
lamali Tasarim” ve veri yonetimi gibi alanlardaki kritik énemini kanitlamistir. Analitik araclarin farkl
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disiplinlere entegrasyonu konusundaki yetkinligimi pekistiren bu staj, kariyer hedeflerimi bilisim teknolo-
jileri ve optimizasyon siirecleri yoniinde netlestirmistir.

m iSMET DEMIR, Tiirkiye Halk Bankasi

Bu yazi, Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii segmeli staj programi
kapsaminda Tiirkiye Halk Bankasi A.S.’nin S6giitdzii Subesi’'nde gercek-
lestirilen yirmi is giinliik staj slirecine dayanmaktadir. Halkbank, genis
sube ag1 ve giiclii dijital bankacilik altyapisiyla KOBI ve bireysel banka-
cilik alaninda faaliyet gosteren koklii bir kamu bankasidir. Staj yapilan
sube; bireysel bankacilik, ticari/KOBI bankaciligi, operasyon, vezne ve
miisteri iligkileri birimleriyle bankacilik igleyisinin temel dinamiklerini
gozlemleme imkani sunmustur.

Staj siiresince bireysel ve ticari kredi siirecleri, miisteri deneyimi yone-
timi, dijital bankacilik yonlendirmeleri, mevduat ve faiz hesaplamalari,
POS ve para transfer sistemleri, nakit ve ATM operasyonlari, i¢ kontrol
ve denetim mekanizmalari gibi bircok alanda uygulamali gbzlemler ya-
pilmistir. Ozellikle kredi degerlendirme siireclerinde kullanilan finansal
oran analizleri, risk skorlama sistemleri, istatistiksel modelleme yaklagimlari ve faiz hesaplama yontemleri,
matematiksel altyapinin bankacilik uygulamalarindaki somut karsiligini acik bicimde ortaya koymustur.
Excel tabanli amortisman tablolari, kredi geri 6deme planlari, miisteri segmentasyonu ve veri analizleri
gibi calismalar, teorik matematik bilgisinin gercek veri lizerinden nasil kullanilabildigini gostermistir.

Bu staj deneyimi, bankaciliin yalnizca finansal islemlerden ibaret olmadigini; giiclii bir organizasyon
yapisl, etkin i¢ kontrol mekanizmalari, dijital doniisiim siire¢leri ve miisteri odakli hizmet kiiltiirii ile bii-
tiinlesmis bir sistem oldugunu ortaya koymustur. Matematiksel diisiinme, istatistiksel analiz ve modelleme
becerilerinin kredi analizi, risk degerlendirme ve finansal planlama gibi alanlarda dogrudan kullanilabildigi
goriilmiis; bu durum akademik bilgi ile mesleki uygulama arasinda giiglii bir koprii kurulmasini saglamistir.
Sonug olarak bu siire¢, hem bankacilik sektoriine dair kapsaml bir anlayis kazandirmis hem de mesleki
yonelimlerin belirlenmesinde 6nemli bir rehber olmustur.
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Matematik boliimiinden mezun olan 6grencilerimizin yollari farkli yonlere uzaniyor: akademi, 6zel sektor,
yurt disi deneyimleri ve daha fazlasu... Ik sayimizda baslattigimiz bu kdsede, mezunlarimizin hem 6grencilik
anilarina hem de mezuniyet sonrasi deneyimlerine kulak vermeye devam ediyoruz. Her yeni hikaye,
boliimiimiiziin yasayan hafizasina bir katki ve ayni zamanda bugiiniin 6grencileri i¢in ilham niteliginde.

B BURCU AYBAK DINC 11’ — Unity, Kidemli Yazilim Miihendisi

Universite sinavindan sonra tercih zamani gelmisti. Kariyer hedefim
Yazilim Miihendisligi yapmakti ama Matematige asiktim. Matematige
dair 6grenebilecegim herseyi 6grenmek istiyordum ve benden daha
fazla matematik bilen birileriyle karsilasmak fikri beni rahatsiz edi-
yordu. Yazilim egitimini kurslar ile ya da yiiksek lisans ile yapabilirdim
ama Matematigi bu sekilde 6grenebilmek pek miimkiin degildi. Bu
sebeple liniversite tercihlerimi yaparken yalnizca bes tercih yaptim ve
besi de Matematikti :). Boylece Hacettepe Matematik seriivenim 2002
yilinda Ingilizce hazirlik ile baglamis oldu.

Bugiin geriye doniip baktigimda, bu kararin beni ben yapan en 6nemli
tercihlerden biri oldugunu net bir sekilde sdyleyebiliyorum. Matematik
ile ilgili her seyi 6grenme hedefime gelince: elbette bu istegin gercek-
lesmesinin miimkiin olmadigini, Hacettepe Matematik Boliimii'ne
basladigimda fark ettim. Ciinkii matematik, “6grendim, biliyorum”
denilebilecek bir alan degil; aksine, derinlestikce insanin ne kadar az
bildigini fark ettigi bir disiplin.

Universite hayatim boyunca maddi nedenlerden 6tiirii ¢alismak zo-
rundaydim; bir dershanede calisiyor, ayni zamanda bircok 6zel ders
veriyordum.

burcu-aybak-din¢-b7888251

Yazilim alaninda ilerlemek istedigim icin, hazirlik okurken 6zel derslerden kazandigim parayla bir Yazilim
Miihendisligi kursuna gittim ve oldukca basarili oldum. Problem ¢ozmekten aldigim keyif ve siirekli yeni
seyler 6grenme istegim birlesince kendim icin en dogru kariyer yolunda oldugumu bir kez daha fark ettim.
Sonraki yillarda boliimde acilan neredeyse tiim yazilim derslerini aldim ve tamamini Al ile gectim ciinkii
bu derslere calismak icin ekstra zaman ayirmama gerek kalmiyordu.

Calistigim icin kendi derslerime ayirabilecegim zamanim oldukg¢a kisitliydi. Bu nedenle sinavlarina ha-
zirlanirken cok farkli soru tipi ¢6zmeyi gerektiren dersler beni en ¢ok zorlayan dersler oldu. Fazla soru
cozerek calisamadigim icin sinav esnasinda ¢oziimii hizli gérebilirsem iyi not alabiliyordum. Sinavin so-
nucunun ne olacagini sorulara hizlica bakinca kestirebiliyordum. Eger yapabileceksem hizli bir sekilde
yapabilecegim sorulara odaklaniyor yapamayacagimi diisiiniiyorsam da bir soru secip o soru ile bagbasa
kalmanin tadimi ¢ikariyordum. Kendimce farkli yaklasimlar yapmay1 hep sevmistim. Hatta bir Analiz
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sinavinda Rolle Teoreminin ispatini kendi yontemimle yapmis ve o sorudan tam puan almistim. Dersi
gecememistim ama o ispattan tam puan almak beni ziyadesiyle mutlu etmisti. :) Paradoksal gibi goriinse de
en basarili oldugum dersler soyut dersler oldu. Bu derslerin tamamaini ilk alisimda gectim. Soyut derslerin
sinavlarina hazirlanma bicimim de biraz sira disiydi. Kecioren’de oturuyordum ve Ankara trafigini de
hesaba katarak sinav sabahlari olabilecek en erken saatte okula gidip, kiitiiphanede sadece ders notlarimi
okuyordum. Tiim notlar1 okumam 3-4 saat kadar siiriiyordu. Cogu zaman her seyi zaten bildigimi, okurken
yalnizca hatirladigimi hissederdim. Ardindan dogrudan sinava girerdim. Ogleden sonra yapilan sinavlar
genellikle daha iyi gecerken, sabah erken saatlerde yapilan sinavlar pek parlak olmazdi. Malum sabah erken
saatte olunca ders notlarini okumay1 bitiremezdim. :D Bu yontemi ilk kez Nuri Cimen’den aldigim Soyut
Matematik dersinde uygulamistim. Sinavdan sonra Nuri hocanin puan cetvelini iceren cevap anahtarini
kontrol ettigimde tam 19 alacagimi hesaplamistim. Sinavlar 25 {izerinden degerlendirilir ve genelde 9-10
cok iyi kabul edilirdi. Nuri Hoca'nin odasina gidip “Hocam sinavdan 19 alacagim” dedigimde yiiziindeki
ifadeyi hala hatirhiyorum. Bana giiliimseyerek “Hadi bakalim, gorecegiz” demisti. Sonuclar aciklandiginda
gercekten 19 aldim. Beni ilk gordiigiinde biiylik bir heyecanla “Evet, 19 aldin, tebrik ederim, ¢cok sasirdim”
dedi. Sadece sinav sabahi yaklasik {i¢ saat calistigimi soyledigimde ise daha da sasirmisti. (Bu noktada altini
cizmek isterim: Liitfen beni 6rnek almayin, zamaninda caligin :))

Hendiiz bir bilgisayarim yokken parami mantikli bir karar vererek yazilim egitimine harcamistim. Tekrar para
biriktirerek ilk bilgisayarimi aldigimda saniyorum ikinci siniftaydim. O yillarda eve teslimat yapiyorlardi.
Teslimata gelen kisilere bilgisayar1 nasil acacagimi sordugum ani hi¢ unutmuyorum. Kod yazabiliyordum
ama daha once hic bilgisayar acmam gerekmedigi icin nasil acildigini bilmiyordum. Nasil yani dediginizi
duyar gibiyim, boliimdeki ve kurstaki bilgisayarlar her zaman acik ve kullanima hazirdi ve benim de
bilgisayar1 agcmam hic¢ gerekmemisti. :D

Saniyorum 4. yillimizdaydik, en yakin arkadasim Giirkan, Hasmet Hoca’nin kendisine teknokentte bir
yazilim firmasinda staj ayarladigini sdyledi. “Boyle bir imkan varsa Hagmet Hoca beni nasil unutur?” dedim
ve hemen hocanin odasina gidip ayni talepte bulundum. :) Sag olsun, beni de ayni sirkete yonlendirdi ve
bdylece yazilim sektoriindeki kariyerim baslamis oldu. Ug aylik stajin ardindan bana tam zamanl is teklifi
yaptilar. Heniiz mezun olmamistim ama ders sayim azalmisti. Bu kagiramayacagim bir firsatt: ve hemen
kabul ettim. Ayn1 kampiiste olmanin verdigi avantajla hem derslere devam edebildim hem de caligmaya
bagladim. Boylece diplomami almadan profesyonel is hayatina adim atmis oldum.

Cok fazla soru ¢oziimii gerektiren dersleri ilk alisimda veremedigim icin bdliimden mezuniyet siirem uzadi
ama zaten bir is sahibi oldugum i¢in mental olarak bu durumdan cok etkilenmedim diyebilirim. Tabi
sinavlara girip hala diploma alamadigimi goérdiigiim kabuslar1 saymazsak. Evet evet hala bu kabuslar
gormeye devam ediyorum. :D

Ik ¢alistigim sirkette bes y1l gérev yaptim. Ardindan, yeni seyler 6grenme istegiyle Savunma Sanayisinde
faaliyet gosteren bir firmaya gectim. Bu firmaya giris siirecinde yapilan sinavda, 6zgiin ¢oziimler {iretmem
ve sorulardan birini ¢6zen tek aday olmam ise alinmamda belirleyici oldu. Bu firmada yazilim liderligine
yiikseldikten sonra, yogun calisma temposu ve yeni bir alanda calisma istegi beni yurt dis1 firsatlarini
arastirmaya yoneltti. Bu siirecte Hollanda ve Finlandiya'dan miilakat teklifleri aldim. Her iki firma da bana
teknik quizler gonderdi. Cevaplar1 gonderdikten sonra bir sonraki asamaya gectim. Tesadiifen, bu iilkelere
cok daha dnceden aldigim seyahat biletlerim vardi. Firmalar ile yakin zamanda seyahat edecegim bilgisini
paylastigimda yliz ylize miilakat yapmak istediklerini belirttiler. Evet evet seyahat planlarim tam olarak
miilakat tarihlerine denk geldi ve benim i¢in de harika bir deneyim oldu. :) Kismet olacaksa bir sekilde
insanin yolu aciliyor sanirim.

Once Hollanda'dan teklif aldim; ancak gonliim Finlandiya'daydi. Hollanda’dan diisiinmek icin ek siire
istedim ve bu sirada Finlandiya’daki miilakatimi gerceklestirdim. Goriismenin ardindan, Finlandiyadaki
sirkete baska bir teklife yanit vermem gerektigini ancak olumlu bir sonug¢ ¢cikmasi halinde kendileriyle
calismak istedigimi belirterek siireci hizlandirip hizlandiramayacaklarini sordum. En kisa siirede cevap
vereceklerini belirttiler ve ertesi giin onlardan bir teklif mektubu aldim. Béylece Unity’deki yolculugum
baslamis oldu. Yaklagik yedi bucuk yildir Unity’de Senior Software Engineer olarak calisiyorum ve Helsinki,
Finlandiya’da yasiyorum.
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Geriye doniip baktigimda matematik egitiminin bana kazandirdig: analitik diisiinme ve problem ¢6zme
becerileri sayesinde genellikle karmasik ve zorlayici konular iizerinde ¢aligtigimi goriiyorum. Dikkat, sabur,
analiz ve yaratici ¢cozlim gerektiren bir is varsa, “bu tam senlik” diyerek bana yonlendiriyorlar. Boyle anlarda
“iyi ki matematik okumusum” demekten kendimi alamiyorum. Matematik okumus olmanin is hayatinda
bana kattig1 basaridan ziyade, kazandirdif1 yetkinlikleri kullanabilmek beni gercekten mutlu ediyor.

Matematik egitiminin bana en biiyiik katkisi sorgulama ve problem ¢dzme becerilerimi ciddi anlamda
gelistirmesi oldu diyebilirim. Ozellikle ispat yapmak yalnizca matematikte degil, giinliik hayatta ve is
yasaminda da bir seyin dogru oldugunu kabul etmeden 6nce ardindaki nedenleri sorgulamamai sagladi. Bu
diisiinme bicimi, ig hayatinda karsilagtigim sorunlarin k6k nedenlerine inebilmemde ve hatanin nereden
kaynaklandigini dogru analiz edebilmemde bana biiyiik avantaj sagladi.

Halen béliimde okuyan veya okumay1 diislinen arkadaglara en 6nemli tavsiyem, gercekten yapmaktan
keyif aldiklar1 alanlara yonelmeleri ve bunun i¢in mezuniyeti beklememeleri olur. Akademik kariyer
hedefleyenlerin not ortalamalarina odaklanmalar: gerekirken, diger sektorleri hedefleyenlerin kendilerini
bilgi birikimi acisindan gelistirecek firsatlar1 degerlendirmelerini 6neririm. Ogrenciyken farkli boliimlerden
ders almak da kariyer yoniiniizii belirlemede cok etkili olabilir; ancak bunu yaparken ders yiikiiniizii iyi
planlamanizi da tavsiye ederim.

Son olarak, tiniversite 6grencisi olmanin tadini ¢ikarmanizi ve kendinizi miimkiin oldugunca gelistirmenizi
goniilden dilerim. Bana ulagsmak isterseniz LinkedIn {izerinden iletisime gecebilirsiniz. Saglicakla ve
matematikle kalin...
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B BUSENUR ZIREK ’24 — Aydem Holding, Gediz Perakende Kurumsal is Uygulamalari Uzman Yardimcisi

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii'nde gegirdigim 6grenim sii-
reci, akademik acidan beni bircok yonden gelistiren verimli yillardi. Bu
donem, problemlere yaklasim bicimimi kokten degistiren bir doniim
noktasi oldu. Aldigim derslerin biiyiik kismi benim i¢in oldukca keyif-
liydi. Uygulamali matematik dersleri genellikle daha anlagilir ve ilgi
cekici olsa da soyut derslerin de diisiinme bicimimize kattig1 cok degerli
kazanimlar oldu. Gercek hayatta degisen diislince yapim ve olaylara
bakis acim, bu farkindalig1 bana ¢ok daha net gosterdi. Matematik egi-
timinin kazandirdig1 analitik diisiinme becerisi, soyut durumlari1 somut
bicimde modelleyebilme yetenegi ve arastirma yaparken kritik ayrin-
tilara dikkat edebilme aliskanligi, is hayatinda beni 6n plana ¢ikaran
unsurlar oldu. Pandemi doneminde bankalarda staj yapmaya basladim,
ancak bu stajlar fiziksel degildi. Matematik okumanin en zor yani ise,
mezuniyet sonrasinda hangi sektorde ilerleyeceginizi tam olarak kes-
tirememeniz olabilir. Mezun olduktan sonra karmasik is hayatinin ve
belirsizliklerin igine diisseniz de tiniversite yillarinda edindiginiz kaza-
[\ nimlar bu zorluklarin {istesinden gelmenize yardimci oluyor. Ben ise
busenurzirek@gmail.com  en basta ne istedigimi degil, ne istemedigimi fark edenlerdenim; bu da
bence hayatimdaki en biiyiik sans oldu. Denizbank biinyesinde diizenle-
nen Deniz’in Incileri Online Staj Programr’na, ardindan Yap1 Kredi Geng Yetenek Staj Programi’na katildim.
Bu deneyimler bana, bankacilik ve finans sektorlerinde ilerlemek istemedigimi gosterdi. Daha sonra ilgimi
ceken alanlara yoneldim. Universitede aldigim Programlamaya Giris dersinin ardindan, bu alandaki ilgimi
gelistirerek Python 6grenmeye devam ettim. Bunun yani sira veri tabani alaninda kendimi gelistirmeye
basladim ve PostgreSQL ile MSSQL’i becerilerim arasina kattim. Ogrenme ve kendimi gelistirme siirecim
devam ederken OdakGIS firmasinda staj yapmaya basladim. Bu siirecte Visual Studio, Visual Studio Code,
.NET ve Angular gibi teknolojileri kullanarak sifirdan bir web projesi gelistirdim. Bu staj, hem profesyo-
nel cevremi genisletmemi sagladi hem de kariyerimde hangi alanda ilerlemek istedigimi netlestirmeme
yardimeci oldu.

Stajim devam ederken daha 6nce bagvurdugum Aydem Enerji sirketinin yeni mezun ise alim programina
kabul edildigimi 6grendim. Su anda Aydem Holding biinyesindeki grup sirketlerinden biri olan Gediz
Perakende’de Kurumsal Is Uygulamalar1 Uzman Yardimcisi olarak calistyorum. Web servisleri ve mobil
uygulamalar {izerine kendimi gelistirmeye devam ediyorum.

Uzun bir siirecin sonunda her sey benim icin giizel bir sekilde tamamlandi. Elbette bu yolculuk kolay
degildi; sayisiz test, miilakat ve bir¢ok ret e-postasi zaman zaman sabir ve dayanikliligimi gercekten sinadi.
Ancak simdi geriye doniip baktigimda, her yorgunlugun ve belirsizligin aslinda beni bugiine hazirladigini
goriiyorum. Samimiyetle sdyleyebilirim ki, tiim bu cabalar sonunda elde edilen basariya fazlasiyla degiyor.

Su anda bulundugunuz okul ve boliim, diislindiigliniizden ¢cok daha kiymetli bir yerde. Matematik, yal-
nizca dort islemden ibaret bir ders degil; hayatiniz boyunca 6grenmeye, sorgulamaya ve gelismeye devam
edebileceginiz benzersiz bir alan. Bu siirecte sosyal olarak aktif olmaya, 6grenci kuliiplerinde yer almaya,
farkli projelere katilmaya ve en 6nemlisi hocalarinizla iletisimi siirdiirmeye 6zen gosterin.

Ogrencilik yillariniz sona erdiginde ve kendinizi bir anda yetigkin hayatinin i¢inde buldugunuzda, ma-
tematigin size yalnizca akademik bir birikim degil, ayn1 zamanda bambagka bakis acilar1 kazandirdigini
goreceksiniz. Bu bakis acisiyla, hayatin her alaninda 6grenmeye ve gelismeye devam ediyorum. Yeni mezun
olacak arkadaglarima da sunu sdylemek isterim: Her zorluk, sizi bir sonrakine hazirliyor.

Ve elbette, bir Hacettepeli olarak biliyorum ki asil hedef her zaman “daha ileriye, en iyiye.” Sorulariniz ve
merak ettikleriniz icin her zaman ulasabilirsiniz.
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B ZEYNEP KAPLAN ’25 — Lindos Naturals, Content & Community Specialist

Hacettepe Matematik Boliimii'nden 2025 Temmuz ayinda
mezun oldum. Boliime pandeminin hayatimi altiist ettigi
bir dobnemde basladim. Online dersler, kampiis hayatin-
dan uzak kalmak ve lise boyunca alistigimiz ¢alisma bi-
cimlerinin matematik béliimiinde ise yaramadigini fark
etmek birlesince, birinci sinif derslerimi gegcmeme ragmen
matematiksel diisiinme ve 6grenme becerilerim gerektigi
kadar gelismedi. Ikinci sinifta kampiise dondiigiimiizde
hem bu eksikligi kapatmaya calismak hem de mevcut ders-
leri ylirlitmek benim icin biiyiik bir miicadeleydi.

Bu boliimii neden sectigimi sorguladigim ve belirsizlik
icinde yolumu aradigim bir donemde Google Oyun ve Uy-
gulama Akademisi ile karsilastim. Bagvurdum ve kabul
aldim. Yaklagik 10 ay siiren bu programda Unity ile oyun
gelistirmeyi 6grendim; proje yonetimi, girisimcilik ve ya-
pay zeka iizerine egitimler aldim. Hobi olarak 2D oyunlar
icin pixel art yapmaya basladim. Bitirme oyunumuzu gelistirirken hi¢ tanimadigim insanlarla kurulan bir
ekipte proje yoneticiligi yapma firsat1 yakaladim ve bu rolii ne kadar sevdigimi fark ettim.

M zeynep-kaplan

Universite hayatim boyunca Matematiksel Diisiinme ve Arastirma Toplulugu’nda aktif gérev aldim. Ugiincii
sinifta denetim kurulu iiyesi, dordiincii sinifta ise sayman olarak calistim. Ayni zamanda toplulugun tiim
tasarim sorumlulugunu iistlendim. O dénem arkadaglarim bana sik sik kreatif bir alanda ilerlemem
gerektigini sdylemeye baglamisti.

Ayrik Yapilar dersinde 60 bekledigim vizeden 5 alip bir daha kendisinden asla ders almayacagimi diisiin-
sem de, Prof. Dr. Hagmet Giircay’dan yazilimla ilgili alabildigim tiim secmeli dersleri aldim ve hepsini
yiiksek notlarla tamamladim. Yazilim yolculugumda Hagsmet Hocamizin emegi ve katkisi benim i¢in ¢ok
kiymetliydi. Egitim hayatimin son dersi de kendisiyleydi ve daha sonra CV’m i¢in referans olma nezaketini
gosterdi.

Dordiincii sinif yazinda iki farkli yazilim staji yapma firsati yakaladim. Aslinda staj yapmak icin bir seyler
0grenmeyi beklememin sagmalik oldugunu fark ettim. Zaten staj bulmak ¢ok zorlu bir siire¢ ama 6nceki
senelerde de aramis olsam miilakat tekniklerimi cok gelistirmis olurdum ve belki de birka¢ deneyim
daha kazanabilirdim. Mezuniyete yaklasirken matematikg¢i arayan bir sirkette yapay zekd Ar-Ge alaninda
caligmaya bagladim ve son donemimi sadece sinavlara giderek tamamlayip mezun oldum.

flk isimde bir y1l ¢alistiktan sonra, sadece yapabildigim ve optimal bir se¢enek oldugu icin bir isi siirdiirme
fikrinin bana uygun olmadigini fark ettim. Tutkum olmayan bir alanda ¢alismak bana keyif vermiyordu.
Herkes kreatif bir is yapmam gerektigini sdylese de, memur ve garantici bir ailede biiylidiigiim icin buna
ihtimal bile veremiyordum. Ancak bir noktada “hayat boyle mi olacak?” sorusu beni yeni arayislara itti. Bu
siirecte say1siz test ¢ozdiim, goriisme yaptim ve reddedildim.

Su an calistigim sirkete ¢ok isteyerek basvurdum fakat reddedildim. Buna ragmen son bir mail atarak,
birlikte calisamasak bile onlar icin faydali olabilecek fikirlerimi paylastim. Ardindan tekrar goriistiik ve
benim i¢in ayr1 bir pozisyon acildi. Ozellikle start uplarda birebir uygun bir gecmisiniz olmasa bile isteginizi
ve katki sunma arzunuzu gostermek ¢ok degerli.

Bugiin hi¢ yapacagimi diisiinmedigim bir alanda, Content & Community Specialist olarak calistyorum. Gece
dortlerde afis hazirlayan bir 6grencinin bir giin bunun kariyerine doniisecegine inanmasi zordu. Ama geriye
doniip baktigimda, yolumu bulma siirecimin beni tam da olmam gereken yere dogru tasidigini gériiyorum.
Ve bu noktada bana her alana yonelme gans1 veren matematik béliimiine sevgilerimi sunuyorum. Zor ve
toksik bir iliskimiz vardi... ama sonunda basardik. Benzer siireclerden gecen arkadaslarima destek olmaktan
mutluluk duyarim.

128



Mezun Hikayeleri Hacettepe Lisans Matematik Dergisi, 20262

B ALi DEMIR 25’ — No Surrender, Management Trainee

Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii’'nden Ocak
2025 itibartyla mezun oldum. Okulun ilk yilin1 maalesef
pandemide gecirdim. Online donemde ilk yil1 gecirmem,
okula ve derslere adapte olmam agisindan beni gercek-
ten cok zorladi. Boliime ilk basladigimda her sey sanki
YKS'nin devami gibi geliyordu, o {iniversite havasina gir-
mekte giigliik ¢ekiyordum. Ozellikle okulun online olma-
sindan dolay1 Soyut Matematik gibi temel bir dersi uzak-
tan almam, boliimde temeli oturtabilmem acgisindan cok
kotil oldu. Eger bu yolu yiiriiyecekseniz, siz siz olun So-
yut Matematik dersine cok énem verin; ¢iinkii o temel
eksik olunca sonrasinda toparlamak cok daha fazla emek
istiyor.

Ilk yilin Giiz dénemi bittikten sonra islerin bu sekilde yii-
riimeyecegini fark ettim ve Bahar Dénemi’nde cok daha
farkl bir tempoya girdim. Artik dersleri giinii gliniine ta-
kip etmeye baslamis, derslerin disindaki vaktimi de Ingi-
lizce calismaya ayirmistim. Ingilizce’ye verdigim bu eme-
gin karsiligini daha ilk seneden almaya basladim. Online
donemde ders kaynaklarina erisimimin kisitli oldugunu sanirken, dili ¢ozmeye baglamamla beraber in-
ternette aslinda ne kadar sinirsiz kaynak oldugunu kesfettim. Bu durum derslerime de ciddi bir katk:
sagladi. Ciink{l iiniversitede, 6zellikle de Hacettepe Matematik gibi bir boliimde, sadece hocalarin 6nerdigi
kaynaklarla ya da uygulama derslerinde ¢oziilen sorularla ders gecmek pek miimkiin olmuyor. Gegseniz
bile ancak "D" ile gecebiliyorsunuz; daha yliksek notlar ve gercek bir basari icin ¢cok daha fazlasi, bireysel
bir ¢aba gerekiyor.

M ali-demir-a04108202

Ikinci seneye gegtigimizde artik taslar yavas yavas yerine oturmaya, hocalar1 da tanimaya baslamistim.
Online donemde boliimiin WhatsApp gruplarinda siirekli Nazife Hoca’nin haberlere ¢iktigi, yillardir ¢ozii-
lemeyen bir matematik probleminin bir kismini ¢ozdiigiine dair o meshur haber kesiti dolanip duruyordu.
Onu gordiikten sonra, actig1 her dersi almaya kesinlikle kararliydim. Ozellikle o ilk senelerdeki akademisyen
olma hayalim hala taze oldugu icin Nazife Hoca’nin bana matematik diinyasina dair ¢ok sey katabilecegini
biliyordum.

Gercekten de yanilmadim; derslerine girdigimde matematigin sadece kanitlardan ve formiillerden ibaret
olmadigini, ¢cok daha derin bir mantiga dayandigini anladim. Bu bakis agisin1 kazanmak, ufkumu sadece
akademik alanla sinirli kalmayacak sekilde genisletti. Nazife Hoca’dan ve onun matematik vizyonundan
ogrendiklerim, beni yavas yavas akademisyenlik disindaki farkli sektorleri de arastirmaya, matematigin
uygulama alanlarini merak etmeye itti.

Ugiincii senenin baglamasiyla beraber HUMDAT (Hacettepe Universitesi Matematiksel Diisiinme ve Aras-
tirma Toplulugu) bagkanlik gorevini tistlendim. Bana gore boliimiin en zor yili olan ticiincii sinifta, bir
de topluluk yonetmek beni derslerden biraz uzaklastirmisti. Hem derslerin agirligini hem de toplulugun
sorumlulugunu bir arada yiiriitmeye calismak gercekten cok yipraticiydi; sanki giliniin 24 saatten ¢ok daha
uzun olmasi gerekiyordu.

Uglincii senemde dersler ve topluluk bagkanliginin yani sira bir de yazin Work and Travel programina
katilabilmek igin ugrastyordum. Yillardir kendi bagima iizerine koydugum ingilizce calismamin meyvelerini
asil bu dénemde cok net hissetmeye basladim. Ozellikle b6liimde hocalarin 6nerdigi temel kaynaklarin
yavag yavag tamamen Ingilizcelesmesi ve kaliteli Tiirkce kaynak opsiyonunun neredeyse hi¢ olmamasi,
Ingilizceye erkenden yatirim yapmis oldugum icin beni her gecen giin daha da sevindiriyordu. Zira o
noktada sunu iyice anlamistim: Boliimde belli bir seviyenin iizerine ¢ikmak istiyorsaniz, Ingilizce artik bir
secenek degil, matematigi ana kaynagindan okuyabilmeniz i¢in zorunlu bir anahtar haline geliyor.
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Work and Travel’dan donmemle birlikte, kariyerimi farkli bir sektore evirmek istedigime artik kesin olarak
karar vermistim. Orada edindigim global is deneyimi, farkl kiiltiirlerden tanidigim insanlar ve kurdugum
iletisimler bakis acimi tamamen degistirmisti. Sanki daha 6zgiir, dinamik ve sosyal bir sekttrde calismak
beni ¢cok daha mutlu edecekti. Bu motivasyonla hemen staj arayisina girdim ancak isler hic de planladigim
gibi gitmedi.

Global ekonomideki durgunluk, sirketlerin yatirimlarini kisitlamasina ve dolayisiyla staj programlari ile
"Junior” pozisyonlarin neredeyse yok olmasina neden olmustu. Ustelik hedefledigim sektorlerin kalbinin
Istanbul’da atmasi, Ankara’da Beytepe Erkek Ogrenci Yurdu’nda kalan benim igin ¢ok biiyiik bir dezavan-
tajdi. Bu diiglimii ¢ozmek adina dordiincii senenin sonunda radikal bir karar aldim: Okulu yarim dénem
uzatacak ve Istanbul’a taginacaktim. Hem yeni bir network olusturmak hem de o aradigim staj kapisini
aralayabilmek icin verilmesi gereken en dogru kararin bu olduguna inaniyordum.

Diisiincelerim ige yaramisti ve bir sirkette uzun dénem finans staji yaptim. Finans staji sirasinda da oyun
sektoriiniin yiikselisi cok ilgimi ¢ekiyordu. Zaten yillardir bir yandan takip ettigim sektdr pandeminin
patlamasiyla beraber iilkemizde cokca biiyiiyordu. Artik o sektérde calismak istedigime karar vermistim
ve kendimi o yonde gelistirmeye baslamistim. Aylarca is arayisimin sonunda No Surrender sirketinde
Management Trainee olarak ¢alismaya bagladim.

I¢imde daha anlatmak istedigim ¢ok sey var ama dikkat siiresinin bu denli kisaldig1 giiniimiizde kisa soru
cevaplara gecmek istiyorum.

1. Hacettepe'de Matematik okuma deneyimim nasildi ve tekrar boliimii secer miyim?

Hacettepe Matematik seriiveni benim i¢in hem c¢ok zorlu hem de bir o kadar eglenceliydi. Cok emek
vermem, bazen uykusuz geceler gecirmem gerekti. Ama cikisinda "sifir" alacagimi adim gibi bildigim
o agir sinavlardan sonra bile Beytepe’nin manzarasina karsi yliriimek, hani derler ya, "Ferrari'de
aglamak” gibi bir seydi; dyle bir keyfi vardi o kampiisiin.

Bugiinkii aklimla "Bir daha bu boliimii okur muyum?” diye sorsalar, sanirim iizerine bir kez daha
diisliniirdiim. Boliimiin bana problem ¢6zme ve analitik diigsiinme yetisi agisindan kattiklar1 ger-
cekten tartisilmaz. Bunu su anki stajimda ve is hayatimda her adimda fark ediyorum. Ama diiriist
olmak gerekirse, profesyonel hayatta o 6grendigim agir teorik bilgilerin ¢ogunu kullanmadigimi da
gorliyorum. Geriye doniip baktigimda, bazen "Belki akademik sorumlulugu daha az olan bir boliimde
de ayni kariyeri insa edebilirdim” diye diisiinmeden edemiyorum.

2. Bana en ¢ok katki sagladigini diisiindiigiim dersler neler ve genel ders secimi tavsiyelerim?

Soyut Matematik, Analiz I-II-III, Lineer Cebir I-1I, Analitik Geometri ve Diferansiyel Geometri... Bu
dersler boliimiin bel kemigi. Ders secim asamasinda size nacizane tavsiyem; "bu hoca ¢ok zorluyor-
mus"” denilen isimlerden kacmak yerine, aksine onlara yénelmenizdir. Boliimdeki her bir hocamizi
ayr1 ayr1 seviyorum; hepsi hem alanlarinda ¢ok degerli hem de 6grencisine karsi son derece anlayish
insanlar. Zamanla sunu fark ettim ki; o "zor" dedigimiz hocalarin aslinda tek derdi konuyu gercekten
ozlimsememizi saglamakmis. Onlarin derslerdeki o tavizsiz durusu ve ¢itay1 yukarida tutma cabasi,
farkinda olmadan bize en cok seyi 6greten unsur haline geliyor. Mezun olup gercek hayata atildigi-
nizda, o zorlu siireclerden kazandiginiz direncin ve bakis acisinin en biiyiik avantajiniz oldugunu
cok daha iyi anliyorsunuz.

3. Boliimii okurken yapimasimin onemli oldugunu diisiindiigiim seyler neler?

Cokga belirttigim gibi Ingilizce ¢alismaniz, derslere calisirken kendinizi farkli alanlarda da gelistir-
meniz ve iiniversite hayatinin kesinlikle tadini ¢cikarmaniz.

4. Isve staj arayisim nasu ilerledi?

Staj bagvurularimda her yerden red aliyordum. Bazilar direkt CV’den eliyordu, bazilari ise attiklari o
saatler siiren sinir bozucu testlerden. Birkag tanesiyle online miilakata kadar ilerlettigim oldu ama
nedenini bilmedigim sebeplerden onlarda da elendim. Istanbul’a tasininca da 1 sene kadar bu boyle
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ilerledi :) En sonunda bir yine bir LinkedIn bagvurusuyla siire¢ benim adima olumlu ilerledi ve staja
baslamis oldum.

Is basvurularim da bir bu kadar sancili gecti. Daha staj sirasinda istedigim birkag sektorii denemeye
baslamistim. Yine iist {iste olumsuz doniisler veya hic donmemeler :) Bu donemde gercekten de hic
pes etmeden denemek gerekiyor. Is basvurularinda kendi adima konusacak olursam o can sikici
testleri daha az ¢ozdiim ama siirecler daha zorluydu. Ozellikle verdikleri case study’ler gercekten ¢ok
ugrastiriciydi giinler boyunca onlara ugrasiyordum. En sonunda No Surrender ile siirecim basladi.
Kiigiik bir ekip oldugumuzdan siire¢ daha hizli ilerledi ve kisa siirede ise baslamis oldum. Su anda 2.
ayim ve ¢ok sey 6greniyorum.

Hepinize bol basarili ve bol eglenceli bir iiniversite hayati dilerim.
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